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L 

Trigonometrische  Studien. 

Von 

Kasimir  Cwojdzinski 

in  Tosen. 


i.    Berechnung  des  Winkels  aas  einer  Function 

desselben. 

Haben  wir  einen  Kreis  M  mit  dem  Radius  =■  1  and  in  dem- 
selben den  Centriwinkel  BMA  -  o,  so  ist  das  von  B  auf  AM  ge- 
füllte Lot 

x,  —  sin  er 

das  entsprechende  Lot  in  einem  halb  so  grossem  Centriwinkel  eines 
Kreises  vom  doppelten  Radius 

a 

arj  =  2  sin  ^  analog  würde 
srs  =  4sin^ 

Bilden    wir  die  Quotienten  je  zweier  benachbarter,  dann  erhalten 

x.  sina 
rir       —  — —  oder 
x-  .  a 

2sin2 

d.  Math.  b.  Phy«.   2.  Reih«,  T.  ITH.  1 
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x.  et 
-  —  cos  ä  analog 

**  —  cos  ferner 
ri  * 

ar«  a 

—  COS  Q  U.  8.  W. 
x4  8 

Drücken  wir  x  z.  B.  x4  dnreh  &  aus,  dann  ist 

Xa  zi 

cos  g,  .  cos  2,  •  cos  "3 

Entsprechend  mnss 

K 

cor  2,  .  cos  g|  .  cos  ^3  •  cos  24  .  .  .  cos  230 


«0»  "   sein. 

w  et  et  et  et  et 


Da  nun  •/»  mit  dem  Bogen  des  zugehörigen  Winkels  zusammen- 
fallen muss,  und  dieser  gleich  allen  Rügen  der  durch  die  oben  er- 
wähnte Operation  erhaltenen  Centriwinkel  ist,  ferner  x,  «-  sin«  und 

cos  ^  —  1  ist,  so  ist 

sin« 


1)     ät»  -  bla)  -  — - 


et  et 
co82,  .  cos      •  cos  23  .  .  .  .  1 


Nach  dieser  Formel  könnte  man  Bögen  derjenigen  Winkel  berech, 
nen,  deren  Functionen  leicht  berechenbar  sind,  z.  B. 

Ä(3co)    oder   fysoo)    oder  fy«») 

Alle  anderen  Bögen  lassen  sich  nach  der  Formel 


Ha) 


aone-ereaucire,  ' 

In  diese  Formel  den  Wert  ans  1)  gesetzt,  giebt 

.  180.  sin  ß 

2)      *<„>  -   5  "  ß  

ß  .  COS  Q1  .  COS  2j  •  C08  t)3  .    .    .  .1 


Da  7i  =  Ä(i8o  )  ist,  so  ist 
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3) 


 180  .  siii  a 

Q  CK 

cos2,  .  cos  22  . 


.  1 


In  dieser  Gleichung  kann  a  Werte  durchlaufen  ohne  den  Wert 
des  Bruches  zu  ändern;  er  bleibt  stets  gleich  dem  Halbkreise  vom 
Radius  =  1. 

Eine  andere  Umformung  von  Gl.  3)  giebt  den  Wert  eines 
Wiukels  an  aus  seiner  Function,  es  ist 

180  .  sin  et 

4)  «  =  — 


7i  cos     ■  cos  -2  .      .  .  1 


Löst  man  sina  in  2»  .  cos^-,  .  cos  ^  .   ■  •  cos  "M  .  sin  ~f  auf,  dann 
kann  man  die  genannten  Formeln  verallgemeinern. 
Es  wäre  Gl.  3) 


180-  "2»  .  sin  2 

5)  71  =   


a 

H 


«  .  cos  2<J"  ,  .  cos  f>|af2.  .  .  .1 


s,n2« 

In  der  Form         .  .  .    könnte  diese  Gleichung  zur  Ver- 


wandlung der  transcendenten  Gleichung 


in  eine  algebraische  benutzt  werden. 
Man  erhielte  die  Gleichung 

et 


P  '  n  •  coa  2^H  •  cos  2^+2  '  '  •  1  =  2»  .  180<z 

woraus  man  cos^-**^  finden  könnte  und  weiter  aus  cos  gleich 

»  mit  Ililfe  der  Gl.  5).  Der  Grad  der  Gleichung  würde  aber  ein 
unendlich  hoher  sein,  falls  man  aber  nur  mit  einer  endlichen  Ge- 
■inigkeit  rechnete,  so  würde  es  ein  endlich  hoher  werden. 
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Nun  zuletzt  zu  dem  Verhältniss  der  Seiten  zu  den  Winkeln. 
Es  ist  bekannt,  dass 

a:ß:y  -       :  blß) :  6W 
sina 


nach  1)  ist 


mitbin 

6)    a:  ß  :y 


tt  a 

C08  g  .  cos  -  .  .  .  .1 


 sin  a  sin  ß 

tt  a  ß  ß 

cos  -  .  COS  |  ....  1     cos  a  .  cos  I  ....  1 


y  y 

cos  g  .  cos  j  .  .  .  .1 


Nach  dem  Sinussatz  ist 

a 


1:1:1  = 


sin  a  '  sin  ß  '  sin  y 
durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen 

7)     tt.ß:y  a—   :      ~ß  * 

cos  5|  .  cos     *  -  '  -1     cos  gl  •  C09  2*  '  *  *  '  * 


y  y 

cos  Ji  .  cos     •  •  •  -1 


Berücksichtigen  wir  nun  den  Cosinussatz,  nämlich 


C082=^ 


cos 


br 

und  die  Relation 

'l-j-cosa 


cos 


l-V 


dann  haben  wir  aus  der  Gleichung  7)  die  trigonometrischen  Be- 
zeichnungen eliminirt.   Es  ist  danu 

8)  a:ß:y=-r--^ 


.  .  i 

■  r      bc  / 


"  1 /*(*"-»)  t  "  1  /«<«  -  c> 

r      ac"     *  '  '  *  1      V  ~  ab       '  '   '  • 
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Dies  ist  der  Satz  vom  Verhältoiss  der  Seitoo  zu  den  Winkeln. 

Er  ermöglicht  ciue  algebraische  Lösung  der  4  Hauptaufgaben 
der  Trigonometrie.  Es  kommen  dort  6  Grössen  in  Betracht  o,  c, 
o,  ß,  y.  Sollen  3  derselbeu  gefunden  werden ,  so  müssen  3  Glei- 
chungen vorhanden  sein.   Die  erste  lautet 

a-f-0-r-y  =  18C° 

uad  die  beiden  anderen  giebt  unser  Satz  8). 

Sind  die  3  Seiten  gegeben ,  so  fallt  die  Berechnung  linear  aus, 
in  den  übrigen  Fällen  aber  führt  die  Berechnung  im  allgemeinen 
auf  Gleichungeu  unendlich  hohen  Grades.  Will  mau  jedoch  nur 
eine  gewisse  Genauigkeit  erreichen ,  so  wird  man  nur  eiue  gewisse 
Anzahl  der  Glieder  gebrauchen  und  der  Grad  der  Gleichung  wird 
endlich.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  der  Grad  desto  höher  wird, 
je  genauer  man  rechnen  will. 

Zuletzt  sei  es  noch  erwähnt,  dass  iu  den  Fällen,  wo  die  Winkel 
in  dem  Verhält uiss  1  :  2"  stehen  (wo  »  eine  ganze  uegative  oder 
positive  Grösse  sein  kaun),  der  Satz  abgeschlosscue  Zahlenwerte 
liefert. 


Z.  B.    Im  Bestimmuugsdreieck  des  regulären  10-Ecks  ist 

« :  fi  —  1 :  2  daher 

b  b  a  V5~l 

2a  —  — n  —  — j—  •   oder  7  —  — o 

cos?  b  2 
«      w  Aab 

Für  das  reguläre  18-Eck  gilt 

b 


4a  = 


i/o*  +  2ab     |/T7~  i/a«+2«6\ 


u.    s.  w. 

Der  Satz  ist  zusammen  mit  der  Gleichung 

a-f-0  +  y  =  lfcO 

der  aJJgemeinste  der  Ureieckslehre ,  und  er  enthält  auch  fast  alle 
L'reieckssätze.  Obwol  er  nur  schwerlich  praktische  Anwendung 
inden  kann,  ist  der  Satz  jedoch  als  Wahrheit  für  sich  erwähnungs- 
»ert 
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II.   Das  Vorbältniss  der  Seiton  zu  den  Winkeln 

im  Dreieck. 

Haben  wir  einen  Winkel  o  -=»  AMB ,  wo  AM  =  MB  —  1,  so 
ist  das  Lot  xx  von  B  auf  AM 

xt  —  siu  et 

das  entsprechende  Lot  in  einem  halbsogrossem  Centriwinkel  eines 
Kreises  vom  doppeltem  Radius  ist 

x2  =  2 sin",  analog 


der  Quotient 

a 


ar3  =  2* sin  ^  u.  s.  w. 


x,  sin«  a  , 

=      —  —  cosk>,  ferner 

2siu  l 


a 


—  cos0„  analog 
x3  z" 


X 


—  cos.,., 
x«  4 1  2" 


aar*  a 

cos^,  .  cos  ^  .  cos  ^  .  .  .  cos^M 


Nun  fallt  mit  dem  zugehörigem  Bogen  zusammen,  ist  demnach 
—  dem  Bogen  von  o  mithin 

da  x,  —  sin«   und    cos0£>  =  1 

'  '  a  a  a 

cos  .„  .  cos  -  j  .  cos  ,yi  .  .  .  .1 

Nun  ist  es  bekannt,  dass 
mitbin 
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a        a  a 

COS  £j  C08  ^2  .  COS  2 s  •    •    •    •  1 


sin  /?    sin  y 


ß  ß  y  y 

COS  ^!  •  COS  2»  •    •    •    -1      COS      COS  ^  .    .    .  .1 


Nach  dem  Sinussatz  ist 

a  b 


1:1:1- 


sin  a  '  sin  ß  '  sin  y 
Durch  Multiplication  dieser  Gl.  mit  Gl.  2)  erhalten  wir 

3)  u:,-i  ;  ~  ;  :  — ß  7  

COS  gj  .  cos      .   .  .  .  1      COS      .  cos  ~t .   .   .  .1 


Mit  Anwendung  des  Cosinussatzes 


y  y 
cos     cos  2 2  •  •  •  •  1 


cos  2  ■  L 


4)    er  :  ß  :  y  — 


r    ac    •  •  •  •  1     r    a&    '  *  '  *  1 

Dieser  Satz  ermöglicht  zusammen  mit  der  Gleichung 

a  +  ß  +  y  =  180° 

eine  algebraische  Lösung  der  4  Hauptaufgaben  der  Trigonometrie. 
Im  Falle,  wo  die  3  Seiten  gegeben  sind,  wird  die  Berechnung  linear, 
in  den  übrigen  Fallen  fuhrt  sie  auf  Gleichungen  unendlich  hohen 
Grades.  Benutzt  man  aber  nur  eine  gewisse  Anzahl  der  Glieder, 
dann  wird  sie  endlich  hohen  Grades,  und  das  Resultat  wird  auch 
nur  auf  eine  gewisse  Anzahl  der  Decimalstellen  richtig  sein.  Iu  den 
Fällen,  wo  o  :  ß  —  1  :  2"  (wo  n  eine  ganze  Zahl  ist)  liefert  der  Satz 
beeudete  Zahlenausdrücke. 
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Gl.  1)  kann  zur  Berechnung  von  Bögen  benatzt  werden,  ist  je- 
doch die  Function  des  zugehörigen  Winkels  unbekannt ,  dann  würde 
die  Form  dienlich  sein: 

t\  i  tfsina 

5)  b{ß)  -  -  ~ 


Cr  COS       .  COS  2,  .    .    .  .1 

w  oraus  sich  für  w 

180sin« 


6) 


«  a 

et  cos  ^    COS      •  .  .  .1 


ergiebt;  und  hieraus  wieder  eine  Formel,  die  den  Winkel  aus  seiner 
Function  angiebt: 

180  sin  a 

7)  «  =  

er  tt 
n  cos  j| cos  ^2  ....  1 


III.   Die  Veränderung  von  Kreisbögen  unter 
Beibehaltung  ihrer  Länge. 

Bezeichnungen:  Wir  bezeichnen  den  Bogen,  welcher  dem 
Centriwinkel  o  entpricht  und  dem  mit  dem  Radius  r  geschlagenen 
Kreise  angehört,  mit 

*r(o),  ist  r  —  1,  dann  mit 
b(a)  oder  Bogen  « 

Es  ist  bekannt,  dass  der  Umfang  des  Kreises  «  —  2*r  beträgt 
ferner  dass 

*r(a) :  2  nr  =  a  :  360,  ebenso  dass 
br>(a>) :  2*r'  —  o'  :  360;  hieraus  folgt 

.  2nra 
*r(a)  =  ~36U  UDd 

2nr'a' 
4r.(n.)      -jjgo-  ,  mithin 

*r(a>  :  ir'(a')     r«,  :  rV,   dasselbe  in  Worten  s 

Bögen  zweier  Kreise  verhalten  sich  wie  die  Producte  aus  den  zu- 
gehörigen Centriwinkeln  und  Radien. 
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Dieser  Satz  ermöglicht  eine  Art  geometrischer  Rectification  des 
Kreises  und  das  progressive  Gerademachen  und  progressive  Krüm- 
men der  Bögen,  ohne  dass  dieselben  ihre  Länge  verändern. 

Ist  z.  B.  b««)  gegeben ,  und  man  soll  diesen  Bogen  mehr  krüm- 
men, so  müssen  wir  z.  B.  a  vem  fachen  und  den  Radius  mit  n  divi 
diren;  und  umgekehrt,  soll  br{a)  mehr  gerade  gemacht  werden,  so 
müssen  die  hier  angegebenen  Operationen  vertauscht  werden.  Es 
wäre  dann 


Nun  ist  klar,  dass  das  Gerademachen  der  Bögen  nur  in  den 
Fällen  möglich  ist,  wo  die  nötige  Teilung  durchführbar  ist. 

Durch  unendlich  mal  fortgesetztes  derartiges  Operiron  würde 
man  aus  einem  Kreisbogen  eine  Gerade  und  umgekehrt  machen 
können. 

Wir  führen  diese  Construction  hier  aus,  da  sie  als  Figur  für 
die  folgenden  Ausführungen  benutzt  werden  kann. 


Gegeben  6r(a),  gesucht  b^y^y  Die  Ausführung  ist  aus  der 
Figur  ersichtlich. 

Die  Punkte  Bt  B%  .  .  .  bilden  natürlich  eine  besondere  Curve, 
deren  Construction  auch  die  Rectification  des  Kreises  lösen  würde, 
es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  dieselbe  noch  weit  schwieriger  zu 
berechnen  ist,  als  der  Kreis  selbst. 


IV.  Die  Berechnung  von  Kreisbögen  ohne  Benutzung 
von   n  und  die  sich  daraus  für  diese  Zahl  ergebenden 

Reihen. 

Die  bisherigen  Ausführungen  enthielten  eine  rein  goometrische, 
mitbin  auch  unausführbare  Rectification  des  Bogens. 

Fällen  wir  von  den  Punkton  Bu  Bt .  .  .  Lote  auf  AM,  dann 
ist  das  erste  Lot 


—  «r  :  «r,  das  heisst 
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a)  ar,  =  r  .  sina,  ferner 

b)  x2  —  2r  .  sin  g,  und 

c)  a-3  —  4r  .  sin^  u.  s.  w 

Bilden  wir  die  Quotienten  je  zweier  benachbarten  Lote,  dann  ist 

XJ  _  JLl  sina  =  8i!>  «  =    Vi  -  1  /(l-cosaXl+cosg 

*2     2r  .  sin  l      2  sin  ~      •>  [/Lr. «!! «      [/      4(1 -cos«) 

d.  h. 

xi      l/l-r-cos«  « 

d)  ~  —  J/     ^        =  cos  ^.   Analog  erhalten  wir 

e)  -  —  cos  , ,  ebenso  ferner 

f)  &  =  cos  j    Aus  der  Gleichung  d)  folgt  für  i3  der  Wert 

-*=  * 

cos- 

g)  x2  =  — f-.    Ebenso  folgt  aus  der  Gleichung  e) 

cos  § 

h)  ar3  =.  und  analog  ist 

COS| 

i)  r4  &_ 

COSg 

Drücken  wir  ein  beliebiges  x  durch      aus,  so  ist  z.  B. 

a-3  nach  der  Gleichung  h)  —  — — 

cos^ 

ar2  nach  der  Gleichung  g)  —  —  folglich 

cos  ? 
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x3  —  ^  -.   Aualog  ist 

cos  g   cos  - 


et  ft  a 

cos  2  .  cos  -  .  cos  g 


Wiederholen  wir  diese  Operation  bis  in  die  Unendlichkeit,  so  er- 
halten wir 

„  Xi 


er 


cos     .  cos  p  •  tos     .  cos  21  .  .  .  cos 

Nun  ist  /x,  =  br(ah  was  schon  aus  der  geometrischen  Untersuchung 
ersichtlich  ist;  ferner  ist 

er  et 
cos       —  cos  gg  =  cosO  «■  1 

Setzen  wir  r  =  1,  dann  ist 

^r(a)  —  t>{a)    uud       °  ,r  =  8ina>  "ithin 

sin  o 

1)  *(«)  -  - 


et  a  a 

COS  »y,  .  COS  >>2  •  COS  .r»  .    .    .  .1 


Nun  ist  bekannt,  dass  sich  in  gleichen  Kreisen  Bögen  wie  Winkel 
verhalten,  d.  h. 

l>r(a)  :  br(ß)  —  «  !  ß 

mithin,  falls  r  -  1  ist 

•*  = ' 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  für  £(ff)den  Wert  aus  der  Gleichung 

1)  ,  dann  erhalten  wir 

0,  .  ß  ■  «in  et 

2)  b{ß)  -  


a  .  cos  -  .  cos  -r  . 

-  *x 


Die  Gleichung  1)  würde  in  dem  Falle  anzuwenden  sein,  falls  « 
ein  Winkel  ist,  dessen  Function  leicht  berechonbar  ist,  z.B.  «  =  30° 
oder  =-  36°  oder  =  45°,  kurz;  falls  a  durch  Verdoppeln  eine  durch 
3  teilbare  ganze  Zahl  von  Graden  enthält  (angenommen  die  360 
Teilung  des  Kreises). 
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Dagegen  wende  man  die  Gleichung  2)  an,  falls  ein  anderer 
Winkel  gegeben  ist,  wobei  wieder  o  einen  leicht  berechenbaren 
Winkel  bedeuten  soll. 

Nun  kann  man  Gleichung  2)  noch  verallgemeinern.  Es  ist  be- 
kannt, dass 

o  et 
sin  a  —  2  .  sin  2  .  cos  r. 

hieraus  folgt  ferner 

_  a  a  et 

sm  a  sm  2  .  cos  -t  .  2  .  cos  -.  .  sin  7 
2  4  4 


et  et  et  a 

=  2  .  cos  £  .  2  .  cos  ^  .  2  .  cos  ö  .  sin  y,  oder 

a  an 


HB«  —  2»  .  cot     .  cos  9ä{  ...  cos  -  .  sin  tT 


Setzen  wir  aus  dieser  Gleichung  für  sino  den  Wert  in  die 
Gleichung  2)  ein,  so  erhalten  wir 

a    o«  0  a  a  *  et 

p  .  2*  .  sin  2n  .  COS      .  cos  2>  .  COS  2j  .  .  .  COS 


o  .  cos       cos      .  cos     .  .  .  cos  "n   cos  2-  •  t  ....  l 
und  falls  wir  den  Bruch  heben,  erhalten  wir  die  Gleichung 


8)  ft<0  - 


a  a 


«  •  008  2»Ti  '  co8  2"Ta  •  •  •  •  1 


Setzen  wir  n  =  —  m,  dann  ist 

4.    ,  ß  •  sin(2"tt)  

V    »(ß)  -  a  2".  cos^-io  .  cos(2«-2a)  .  .  .  l 


Diese  Gleichung  4)  erhält  man  ebenfalls  durch  folgende  Zerlegung 
von  sino.   Es  ist  bekannt,  dass 

sin  2a  sin  4a    .  ...  . 

sm  a  —  6 — -,  ferner  sm  2a  —  n — — ,  folg  ich 
2  cosa'  2008  20'  6 

sin(2»o) 
~*  2»coso  .  cos  2a 
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Fahren  wir  in  analoger  Weise  weiter  fort,  so  kommen  wir  zu  dir 
Gleichung 

sin(2»a) 

2"»co8ocos(2e)  .  cos(2*o)  .  .  .  co8(2"»-*a) 
oder  umgekehrt  geschrieben 

sin  (2*  o) 


sina  — 


2««  cos  (2—*  o)  .  cos  (2—2  o)  ...  cosa 


Anch  die  Sätze  3)  und  4)  werden  in  geeigneten  Fällen  anzuwenden 
sein.  — 

Bevor  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  eine  kurze  Determination 
für  die  Sätze  1)— 4)  geben,  und  zwar  in  Betreff  der  Werte  von  o 

resp.  2»«  resp.       kurz  des  betreffenden  Winkels. 

Die  Sätze  gelten  auch  für  Winkel  die  >  360°  sind.  Wir 
brauchen  den  Beweis  nur  für  o  ^  180°  zu  führen ,  und  dieser  ist 

geliefert,  falls  man  sagt,  dass  sin(l80#— s),  wo  «  einen  sehr  kleinen 
Winkel  bedeutet,  und  ebenso 

cos£  —  cos90  —  \2 

sein  muss,  denn  dann  müssen  alle  übrigen  Glieder  -f-  sein  und 
mithin  auch  der  ganze  Ausdruck.  Ist  o>  100°,  so  kann  es  kein 
Dreieckwinkel  sein,  und  wir  brauchen  den  Fall  nicht  vorzufuhren. 

Den  unbestimmten  Wert  #  nimmt  b(ß)  ein,  falls  sina  —0  und 
eins  der  Cosinusse  =  0.   Dies  tritt  z.  B.  ein, 

falls  a-180°  oder  o  -  360°  resp.  falls  o  .  2-  -  180«  resp.  =  360° 

ist;  es  wäre  in  diesen  Fällen  z.  B. 

ß  •  2"  .  sin  18  &  .  2"  .  0  0 


leO  .  cos90  .  cos4i  .~.  .  1     löO  .  0  .  cos 45  =  0 


Diese  4  Sätze,  von  welchen  der  2)te  die  grösste  Anwendung  finden 
wird,  ermöglichen  die  „freie"  Berechnung  von  Kreisbögen,  d.  h.  eine 
Berechnung,  zu  welcher  man  keine  Tabellen  und  keine  Zahlenwerte 
(den  für  n)  auswendig  wissen  und  gebrauchen  muss. 

Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  z.  B.  folgende  Werte  für  r  =  1 
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sin  30°  .  „ 

Ä(30O)  -  cos  15°.  cos  7°  307    (nach  Gleichung  10) 
oder  da  sin  30°  =  $  und  cos  30°  ■=  JV3 

*(»o)  —    

1/2 -f  V3  .  J  l/2+y^4-v-3  .  .  .  1,  und  analog 

1 


||/2-hV3.i|/24-y24-V3 

1 

i(450)  = 


.  .  .  1.  Ebenso 


Nennen  wir  das  Verhältniss  des  goldenen  Schnittes 

» 

1/5—1 

— -      =  0,6l8<>:'4. 

t|>,  dann  ist 

'  Ii 

t/j-f-l  „.  ^,    oder    «/-Mt2+^WU  = 
d.  8.  w.,  mithin  die  Gleichung 


£(36o)  — i 


Hätten  wir  einen  nicht  in  der  Reihe  von  3°  vorkommenden  Bogen 
zu  berechnen,  so  würde  der  Satz  2)  anzuwenden  sein.  Es  sei  z.  B. 
£(17  0)  zu  berechnen.    Es  wäre  dann 

 17  .  V2  

6(17 n)  "  46  .  V2+>2  .  ^2+1/2+72  .  .  .  .7 
oder 

 13  .  (OO'-t-G1)  

Ä(i3oi36(i3-)  -  30    cQ2   yjj+vl  .  V2+V2+V8  ....  1 

Nun  ist  klar,  dass  aus  jedem  Werte  für  einen  solchen  Bogen  die- 
selbe Zahl  n  berechnet  werden  kann. 

Es  ergeben  sich  auch ,  entsprechend  dreien  geometrischen  Ele- 
menten, drei  Reihen  für  n 
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I)  n 


II)  u 


III)  71 


 3  

I  Y*+ V3  .  *  V2  H-       .  .  .  ^1 

5  •  TV6 


J  V3^R»  .  1  V2-f  V3-h^  ....  1 
Diese  3  Reihen  sind  natürlich  enthalten  in  dem  Schema 

180  .  sin  a 


A)180)  —  »  — 


«  « 
«  .  cos     .  cos  2*  •  •  •  •  * 


Wir  haben  nun  die  Berechnung  der  Zahl  n  in  unserer  Hand 
und  wir  können  dieselbe  soweit  führen ,  wie  es  uns  beliebt.  Wir 
wollen  hier  n  numerisch  nicht  berechnen,  denn  die  Methode  ist  aus 
den  Reihen  ersichtlich,  und  andererseits  hätte  dies  keinen  Zweck, 
da  n  schon  mehr  als  500  Stellen  berechnet  ist. 

Von  nun  ab  sehen  wir  n  als  bekauut  an  und  wir  werden  es 
siebenstellig  benutzen,  wie  folgt: 

n  ~  3,1415926 


V.   Die  aus  der  freien  Bogenbcrechnung  sich 
ergobende  go niometrische  Constante  und  ihre 
verschiedenen  Umformungen. 

Nehmen  wir  die  Gleichung  3)  oder  4)  und  dividiren  dieselbe 
mit  /?,  dann  ist 

2»»  .  sin  "H 

bM_    2« 


ß  a  a 

Nun  ist  ~  =-  ^  mithin  auch  =  folglich 


iftO     °  *  C0S  2»+!  *  C0S  2«+2  '  '  '  *  1 
5)  —  =  —  —  

2"  *in!L 


Nehmen  wir  n  =  0  (d.  h.  Gleichung  2),  dann  ist 
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6) 


180  tt  C082  C08  4' 
n  sina 


.  .  1 


Wir  sehen  also  eine  sehr  merkwürdige  Constante  tor  uns,  welch» 

—  «=•  57,29579  .  .  . 

beträgt.  In  dieser  Gleichung  kann  c  alle  Werte  von  0  bis  od  und 
von  —  od  bis  0  durchlaufen,  und  der  Wert  des  Bruches  bleibt  stets 
gleich  57,295  79  .  .  . 

Der  Constantensatz  dürfte  in  folgender  Form  am  leichtesten  zu 
merken  sein: 

a  a  a 

7)       180  .  sin  o  =  n  .  a  .  cos  ,  .  cos  ,j-2  .cos        .  .1 


oder  dasselbe  in  Worten: 


Der  180  fache  Sinus  eines  Winkels  ist  gleich  dem  Winkel  selbst 
multiplicirt  mit  n  und  allen  Cosinussen  des  fortgesetzt  mit  2  divi- 
dirten  Winkels. 

In  der  allgemeinern  Form  würde  der  Satz  heissen: 

a  a 


8)      ß  .  sin«  =  b(ß)  .  *  .  cos .  cos  ^  .  cos  ^3 


.  .  .  1 


oder  gar 

tt  a  er 

9)  2*ß  .  sin  a„  —  b(ß)  .  «  .  cos  ^|  .  cos        ....  1 

Lösen  wir  eine  der  bis  jetzt  aufgestellten  Gleichungen,  z.  B. 
Gleichung  7)  nach  a  auf,  dann  ist 

180  .  sin  « 

10)  a  —  


n  .  COS  9l  .  C08 


■  « 


Dieser  Satz  kann  zur  Berechnung  des  Winkels  aus  seiner  Fun  c- 
tion  dienen.   Ist  z.  B.  sin  a  —  |,  dann  ist 
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cos 


1  /       1       ...      ,  ■      I  /  l  +  cos «  . 

a  =  J/  1  -       mithin,  da  cos  -  =  y  —  ist, 

180  .  7 


Nun  ist  es  auch  klar,  dass  wir  Wiukel  durch  Seiten  ausdrücken 
können,  denn  der  Zusammenhang  der  Functionen  und  Seiten  ist  be- 
kannt, andererseits  liefert  der  Constantensatz  den  Zusammenhang 
der  Function  mit  dem  Winkel.   Es  ist  z.  B. 

|/r*+Ä»V0if  „  n/^ZZä) 

cos«  —  1/  — -rj —      ,  ferner  cos  -  —  y  -7-  —  u.  s.  w. 
f      2b  .  c  2      f    b  .  c 

Es  ist  also  der  Constantensatz,  welcher  uns  zu  dem  Verhältniss  der 
Seiten  zu  den  Winkelu  im  Dreieck  führt.  Mit  Hülfe  des  Constan- 
tensatzes  lassen  sich  auch  verschiedene  Formeln  Huden,  z.  B.  sin  2*a. 

Nach  dem  Satze  ist 

ß 


180 


«  .  COS  l  .    .    .    .1  ß  .  COS  ;f 


-,  mitbin  auch  —  — 


  .  .      III  1 1  Ulli     UULU    a 

71  s;na         '  *  sm/J 

ist  0  —  2M«,  dann  ist 
« 

o  .  cos  i ^  .  .  .  .1 
sin« 

•i"g  .  cos(2,,-1c)  .  cos(2w-2ot)  .  .  .cosQiw-wa)  .  .  _.  1 

"sTülSJ"!»)" 

Hebt  raan  beide  Seiten  durch  «  und  -f-  cos  g  .  cos  j  .  .  .1,  dann  ist 

1        2"  .  cos(-2"-*tt)  .  cos(2»-2ft)     .  .  cos « 
sin«  =  sin(2»«f~  ~  m,t,,m 

sin(2M«)  --=  2«  sin«  .  cos(2H  *a)  .  cos(2M-2«)  .  .  .cos« 


Ist  z.  B.  n  —  1,  dann  ist 

sin 2a  =  2siua  .  cos« 


Arcb.  d.  Math.  u.  Ffcy«.    2.  Heibe,  T.  ITH. 
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VI. 

Einige  der  erwähnten  Formeln  durch  Tangenten 
ausgedrückt  und  die  transce nde nte  Gleichung 

V  •  sin  2«  -  3« 

Denken  wir  uns  in  der  Figur  des  Abschnitts  I.  nicht  von  den 
Punkten  B1Bt  .  .  .  Lote  gefällt,  sondern  in  A  das  Lot  errichtet 
und  alle  Schenkel  MB  soweit  verlängert,  bis  dass  sie  sich  mit  dem- 
selben schneiden,  dann  ist  der  Abschnitt  des  Lotes,  welcher  zu  a 
gehört, 

xt  —  r  .  tg«,  analog 

—  2r  .  tg  "r  ferner 
et 

xs  —  4r  .  tg  folglich 


*•     1     f»*  ° 
l-tg»2i 

*.   1  


2* 

Durch  analoges  Verfahren  wie  im  Abschnitt  II.  erhält  man 

**>  -  *x  (l-tg«^)  ....  (l-tg*  -i) 

oder 

■ 

11)  A(«)==tg«(l^tg»2.)(j-tg^s{)(l-tg^8).  .  .  .1 

Entsprechend  der  Gleichung  2)  würde  sein: 

12)  ty,  -/J.tg«(l-tg»^)(l-tg^2).  .  .  .1 


er, 


Analog  zu  6)  ergibt  sich  auch  ein  Constantensatz  und  andere  Um- 
formungen. Wir  geben  hier  der  Kürze  wegen  nur  noch  die  Formel 
für  *, 
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180.tg«(l-tg^)(2-tg^).  .  .  .1 


Für  die  drei  Elemente  der  Reiben  von  45°,  60°  und  36°  ergeben 
sich  wieder  die  folgenden  3  Reihen 


iv)    *  =  180 .  2 .     .  2  .  Vj a±yj).  .  .  .2 
'  "  45.(1+ vj). (i+yi(i+^).  .  ..2 

180     V3     2  V3          2.Vf(l  +  t.  V3> 

VJ    »-  60  •  2  •  3  -  i+i.  V3 '  i+yfo+j^  •  •  1 

180 

VI)     »  =       .  tgo  .  .  .  für  a  36c  gesetzt  und  tj>  eingeführt. 

Mit  Hülfe  des  Constantcnsatzos  kann  auch  die  transccndente 
Gleichung  von  der  Form 

P  .  sin  *H  —  qa 

in  eine  algebraische  umgeformt  werden. 
Es  ist  nach  Satz  9) 


« 


2»ßain     =       .  a  .  cos^  ,,!  .  cos  2m+2  ....  1 
mithin 

g  .  «      ^   <?  .  ISO  .  2'  

o  a  a 

/>  .  sin^      />  •  »  cos         .  cos  2Je+2  ....  1 

Da  nun 

p  .  sin  ~  =  q  .  a,  so  ist  auch 


u 

3  .  180  .  2f  =  p  .  n  .  cos  ^Tfi  •  •  •  •  1»  mithin 

a  o  180  .  zV  .  g 

cos2#+1  .  cos  2<+2  .  .  .  1  -      ^  n 

a 

Bezeichnet  man  cos        mit  % ,  dann  ist 
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Wollten  wir  alle  Glieder  der  Reihe  benutzen,  so  würden  wir 
eine  Gleichung  von  oo  hohem  Grade  erhalten,  das  Resultat  würde 
aber  auch  auf  oo  viel  Decimalstellcn  richtig,  d.  h.  absolut  genau 
berechnet  sein.  Wir  werden  aber  nach  der  Anzahl  der  Decimal- 
stellen,  welche  wir  genau  erhalten  wollen,  auch  die  Anzahl  der  Glie- 
der nehmen ;  falls  wir  das  Resultat  auf  7  Decimalstellcn  richtig  be- 
rechnet haben  wollen,  werden  wir  ungefähr  nur  13  oder  nur  12 
Glieder  brauchen;  die  nächsten  Glieder  werden  nämlich  für  uns  schon 
1  betragen,  d.'.h.  wir  werden  sie  nicht  zu  berücksichtigen  brauchen. 
Allerdings  wird  der  Grad  der  Gleichung  schon  recht  hoch  sein ,  da 
schon  bei  Benutzuug  dieselbe  den  7ten  Grad  erreicht.  Würden  wir 
%  schon  berechnet  haben,  so  hätten  wir,  falls  z.  B.  %  —  «, 

und  wir  könnten  mit  Hülfe  des  Satzes  9)  a  finden. 

Die  Gleichungen  von  der  Form 

p  .  tg  a  —  q  .  « 
würden  mit  Hülfe  des  Satzes  13)  zu  lösen  sein. 


VII. 

Das  Verhältuiss  der  Seiten  zu  den  Winkeln  im 

Dreieck. 

Es  ist  bekannt,  dass 

a.ß.y  =  bia)  :       :  b(Y) 
ist.   Nach  Gleichung  1)  ist 

i.  ,  Üüi  -  mithin 

w  «  a  a 

cos  £i  •  cos  2i<  •  cos  23  •  •  •  •  1 

sina    s'mß  

14)        a:ß:y   a  :        ^  ß~ 

COS  r„  •  COS  t  ....  1      COS  g  .  COS  7  •    •    •    •  1 
2         4  2  4 


y  y 
COS  1  .  COS  J  .    .    .  .1 
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Weiter  ist  bekannt,  dass 

a  :  b  :  e  =  sin«  :  sin/?  :  siny  oder 

_a_       b  c 
sino    s\nß  siny 

Multipliciren  wir  diese  Form  des  Sinussatzes  mit  Gleichung  14), 
so  erhalten  wir  die  Gleichuug 


15)    er:  ß  :  y  - 


(t  a  fi  Ö 

COS  -  .  COS  r    .    .    .1      COS  -t  .    08  .  .    •    •  .1 


y  y 

cos  ^  .  cos  *  . 


.  .  1 


Es  ist  bekauut,  falls  «,  b,  c  die  Dreiecksseiten  und  *  — 
bedeutet,  dass  cos  ?  =  Wenn   wir  diesen   Wert  für 


cos  g  in  die  Gleichung  15)  einsetzen,  so  gelangon  wir  zu  dem  Ziele 
unserer  Arbeit,  es  ist  dann: 


16)    a  :  ß  :  y 


Vr°:  •  V\  •  (H-r;:;1)  •  •  • 


.  1 


Es  ist  dies  der  Satz,  welcher  das  Verhältniss  der  Seiten  zu  den 
Winkeln  angiebt.  Mit  seiner  Hülfe  kann  man  algebraisch  alle  tri- 
gonometrischen Aufgaben  lösen.  In  diesem  Satze  sind  alle  trigono- 
metrischen Sätze  enthalten,  und  alte  Sätze  über  Winkel  im  Dreieck, 
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somit  auch  der  Pythagoreische  Lehrsatz  mit  seiner  Umkehrung.  Wir 
wollen  aus  diesem  wichtigen  Satze  in  dem  mit  „Anwendungen"  be- 
titelten Abschnitt  Nutzen  ziehen. 


VIII. 


Anwendungen  und  Betrachtungen. 


Wollten  wir  eine  wirkliche  Umgehung  der  Trigonometrie  er- 
zielen, so  müssten  wir  den  Satz  Tora  Verhältniss  der  Seiten  zu  den 
Winkeln  mit  Hülfe  der  metrischen  Relationen  entwickeln,  sodaun 
könnte  man  ihn  bequem  einem  der  Trigonometrie  Unkundigen  vor- 
tragen. 

In  diesem  Satze  sind  ausnahmslos  alle  Dreieckssätze  enthalten; 
die  Ablesung  derselbeu  wird  erleichtert,  wenn  man  den  Satz 

«  +  J  +  y  ~  180° 

unter  dessen  Voraussetzung  jenes  nur  gilt,  in  folgender  Form  ein- 
schaltet: 


«rMlSOO-Ja+fl)- 


Vr:]  ■  Vi  •  ('+rr)  •  •  • 


:  vv-  •  n  ■      •  •  •  •  o 


Der  Satz  kann  nun  zur  Berechnung  von  Dreiecksseiten  und 
überhaupt  Dreiecksstücken  benutzt  werden. 

Es  kommen  dort  6  Grössen  in  Betracht*  o,  e,  a,  /?,  y.  Sind 
3  derselben  gegeben,  so  sollen  3  Grössen  gefunden  werden,  mithin 
sind  auch  3  Gleichungen  erforderlich.    Die  erste  derselben  heisst: 

1)    a  +  ß+y  -  180« 
die  zweite  liefert  unser  Satz,  nämlich 
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uud  3)  die  dritte  liefert  ebenso  unser  Satz 


■  fe'  •  •  («#53)  ■ 


Es  ist  nuu  leicht  ersichtlich,  dass  im  Falle,  wo  3  Seiten  gegeben 
sind,  die  Berechnung  linear  für  die  Unbekannten  ausfällt. 

In  allen  anderen  Fällen  führt  der  Satz  im  allgemeinen  zu  Glei- 
chungen oo  hohen  Grades,  wenn  man  sich  jedoch  damit  begnUgt, 
nur  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von  Decimalstellen  richtig  zu  rechnen, 
so  wird  die  Gleichung  endlich  hohen  Grades.  Dies  gilt  im  allge- 
meinen von  dem  Satze.  In  speciellen  Fällen,  deren  wir  einige  später 
vorbringen  wollen,  und  die  aus  jenem  Satze  heraus  festgestellt  werden 
können,  wird  die  Gleichung  endlich  hohen  Grades,  obwol  man  ab- 
geschlossene Zahlenwerte  erhält. 

Die  Vorbringung  aller  4  Hauptaufgaben  ist  meiner  Ansicht  nach 
überflQssig,  da  jeder  die  Gleichungen  mit  Leichtigkeit  selbst  auf- 
stellt, wenn  er  die  Unbekannte  und  die  bekannten  Zahlenwerte  in 
den  Satz  einsetzt.  Nur  einige  Worte  werde  ich  mir  erlauben  über  die 
Anzahl  der  zu  benutzenden  Glieder.  Es  ist  klar,  dass,  je  genauer  wir 
das  Resultat  haben  wollen,  wir  desto  mehr  Glieder  nehmen  müssen, 
nnd  die  Gleichung  einen  desto  höheren  Grad  erreicht. 

Wollen  wir  z.  B.  auf  5  Decimalstellen  richtig  rechnen,  so  müssen 
wir  auch  eine  bestimmte  Anzahl  Glieder  berücksichtigen,  und  das 
Glied,  dessen  6te  Decimalstelle  mehr  wie  5  beträgt,  muss  schon  als 
1,000  000  betrachtet  werden,  kann  demnach  fortgelassen  werden. 

Ein  Dreieckswinkel  kann  höchstens  180°  betragen-,  in  diesem 
Falle  wird  das  Dreieck  zu  einer  Strecke.   Beträgt  er  aber  z.  B. 
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180°—  6,  wo  d  eiueu  sehr  kleinen  Winkel  bedeutet,  dann  liegt  " 

et 

im  I.  Quadranten,  mithin  wird  cos2  in  unserem  Satze  stets  positiv, 
und  der  Winkel  -t  wird  kleiuer  als  (J0°.    Aualog  ist 

%  < 

°3  <  22°  SCC  u.  s.  w. 

— 

1*32,0125 

beträgt,  während  dessen  Cosinus  schon  als  1  betrachtet  werden  kann 
(6  Decimalstellen  angenommen). 

CK 

Wir  können  demuach  cos,,,0  schou  stets  fortlassen,  indem  wir  so 

et 

nur  9  Glieder  brauchen,  unter  denen  das  letzte  cosk)3  ist.    Es  ist 

hierbei  sogar  noch  zu  bemerken,  dass  in  den  meisten  Fällen  soviel 
Glieder  nicht  notwendig  seiu  werden. 

Der  Satz  giebt  natürlich  auch  eiue  allgemeine  Methode  für  die 
Berechnung  der  Functionen,  und  kauu  einem  Kobiuson,  welcher  eiu- 
sam,  ohne  Tabelleu  zur  Verfügung  zu  haben,  lclt  und  doch  Drei- 
ecksberechuungeu  anstellen  will,  gute  Dienste  leisten ,  vorausgesetzt 
natürlich,  dass  es  ihm  an  deu  nötigen  Keuntnisseu  in  der  Algebra 
nicht  gebricht. 

Was  nähero  Untersuchungen  über  die  Cosiuusieihe 

et  a  a 

cos,,,  .  cos  ,yl  .  cos  OJ  .   .   .  .1 

noch  ergeben  würden,  kann  man  noch  nicht  wisseu. 

Berechnen  wir  numerisch  deu  Fall ,  wo^  die  3  Seiten  gegeben 
sind.    Ks  sei 

<i  -  23  t 
b  =  432 
«  -  333 
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999 

A  usführung:  *  ~ 


2s- 

2a  - 

531 

2s- 

2b  - 

135 

2s- 

2c  = 

333 

234 

432 

a :ß : y  - 


l/  999  .  531  :  ■/  999  .  135 

f  47432".  33  r  •  ■  •  1     r  4  .  234  .  333  ■  •  •  •  1 


333 


:  |/  »99  .  333 
K  47  234  .  43 


432 


«  :  ß  :  y  —  -7—  7=^— — — —  — = 


48 


'  *  ^  •  H  •  o+;  •  PI  ... 


37 


8.  Vis'  ^2'  (1+8.yi6) 


.  .  .  1 


Bezeichnen  wir  die  Nenner  mit  ;>(<,),  piß,  uud  dann  ist,  5 stollig 
berechnet : 

f>(«)  =  0,96014  .  0,08998  .  099749  .  99937  .  0,99984  .  0,99996 
.  0,99999  .  1,90000 

P(ß)  -  0,65779  .  0,91044  .  0,97735  .  0,99432  .  0,99858  .  0,99964 
0,9S961  .  0,99991  .  0,99998  .  0,99999  .  1,( 


IM  II 


p,y)  «  0,90704  .  0,97648  .  0,99410  .  0,99852  .  0,99963  .  0,999991 
.  0,99998  .  0,99999  .  1,00000 

Ausmultiplicirt  ist  p{n)  -  0,94735 

p(ß)  —  0,58089 

p(y)  —  0,87875.  Mithin 
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26         J8_  37 
a:P'-y  "  0,94735  :  0,58089  :  0,87875  oder 

a:ß:y  -  2744495  :  8263182  :  4210526 

Nun  ist 

180  p 

a  =  — j  ; — 

U  -\-  W-f  V 

falls  man  die  drei  Zahlenwerto  mit  w,  u>,  v  bezeichnet,  mithin 

494003103         _  1487372760  757894680 
0  ==  15218203  :     ß~  15218203  ;      r~  15218203  d> 

a  -  32,4617»;    0  -  97,7364«:    y  -  49,80195°,  oder 

a  -  32°  27'  42" 
ß  =  97°  44'  11" 
y  -  49°  48'  7" 


Man  könnte  auf  diese  Weise  aus  den  Seiten  mit  der  grösston  Schärfe 
die  Wiokel  berechnen. 

Für  die  Fälle,  wo  unser  Satz  beendete  Werte  giebt,  ist  es  über- 
sichtlicher, unseren  Verbältnisssatz  iu  der  Form  der  Gleichung  15) 
zu  nehmen,  nämlich 

a  b   

a.ß.y  =  —   :   j~~  -ß 

COS^j  .  C08      .  .  .  .1     COS  gl  •  cos       •   •   •  -1 


y  y 
COS  ^  |  •  C08  22  •    •    •    •  1 

Berechnen  wir  z.  E.  die  Verhältnisse  der  Seiten  in  Bestim- 
raungsdreiecken  regulärer  Polygone,  dann  ist  für  das  reguläro 
Zehneck 

o :  ß  —  36  :  72 

o  :  ß  —  1  :  2,  mithin 

ß 

a  =  21j  daher 


1:2  - 


ß  ß  ß 

cos  2i  •  cos  2,  cos  24  •  .  •  -1 


— ß  ß      ß  ~ 

COS  g|  •  cos  23  •  cos  2*  •  •  •  •  * 


oder 
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l:2-a:  — ^ 
C082 


Für   cos  5  setzen  wir  im  allgemeinen  den  Wert  l/— — — ,  da  nun 
£  f      ae  1 

im  gleichschenkligen  Dreieck  (und  ein  solches  ist  eben  jedes  Bestim-' 

mnDgsdreieck  in  regulären  Polygonen)  b  =»  c  ist,  so  kommen  wir  zu 

der  Formel 

b  ab 
2a  —      — —  =     .---T-  -— ,  daraus  folgt 
-b) 

Aa   ~  a»+ärf'  WOraUS 
a*-\-2a*b  =  49,  sowie  weiter 
a\3 .  _ /a^* 


Löst  man  diese  Gleichung  nach  ^  auf,  so  erhält  man 


a 


V5-1 


4  2 

was  dio  Formel  für  den  goldenen  Schnitt  ist. 

Für  das  reguläre  18-Eck  wollen  wir  der  Kürze  wegen  nur  die 
Gleichung  aufstellen. 


1:4» 


ß         ß  ß         ß  ß 

cos^j  .  cos  >>4  .  .  .  .1     cos     .  cos  2*  •  cos  .ja  *  *  *  ■  * 


b 

1:4        a  :  - 


ß  ß 

cos  -  .  cos  - 

&  4 


4a  «= 


Ueber  die  geometrische  Ausführbarkeit  dieser  Formel  zu  spre- 
chen, ist  hier  nicht  am  Platze.  — 
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Hiermit  wollen  wir  die  Arbeit  beenden ,  und  was  wir  in  dieser 

Arbeit  nicht  berücksichtigen  zu  müssen  geglaubt  haben,  wie  z.  B. 

Winkel  als  Ote  Dimension,  das  werden  wir  in  nächster  Zukunft 
besonders  geben. 

Das  Thema  ist  natürlich    nicht  erschöpft,  jedoch   ist  ja 
jedes  mathematische  Feld  unerschöpflich,  und  zu  den  von 
uus  hergeleiteten  Sätzen  führen  nicht  allein  die  angegebenen  Wege, 
denn  in  der  Mathematik  muss  jeder  Weg  zu  jedem  Ziele 
führen,  wofern  es  nur  dio  menschliche  Denkweise  nicht  übersieht. 
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II. 

Kettenwurzeln. 

Von 

Kasimir  Cwojdzinski. 


Eine  Methode  numerische  Gleichungen,  deren  Unbekannte 
nur  in  zwei  Potenzen  vorkommt,  mögen  ihre  Exponenten 
auch  irrational  sein,  auf  directem  Wege  zu  lösen. 


1. 

Es  ist  bekannt,  dass  man  uumerische  Gleichungen  höherer  Grade 
durch  KettenbrUche  lösen  kann.  Beansprucht  man  allgemeine  Ketten- 
bruche, also  solche,  deren  Teilzähler  nicht  immer  1  betragen,  so 
braucht  man  die  bekanute  Substitution 

1 

x  =  a  -4-  - 

y 

nicht,  und  die  Lösung  gestaltet  sich,  wie  folgt: 

x*-\-ax  =-  b 

X(x-f  «)  -  b 

b 


X  = 


wir  nun  das  rechte  x  durch  den  Wert  des  linken,  so  er- 
halten wir 

b 

*  —  — — analog  erhalten  wir 


«+ 


a-\-x 
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b 

*  b 

"+ä  +  * 

 '+i 

Für  die  numerische  Berechnung}  ungeeignet  gestalten  sich  die  Ketten- 
brüche, die  man  aus  höheren  Gleichungen  erhält.   Es  sei 

x*-\-ax  *=     dann  entsteht 
x(a-\-r*)  b 
b 

x  =  — j— jj 

 b  b  

'a  +  xV  ""  "  b*~~ 


°+[     b  ) 


-r^ax+x* 

b 


U    S.  W. 


b_.  b*   

a  +  Ja  '  a+x  "T"  a»  +  2ax  +  x* 

Einen  solchen  Kettenbruch  nennen  wir  „verzweigt"  oder  „höheren 
Grades". 

2. 

Durch  ein  verwandtes  Verfahren  kommen  wir  auf  gewisse  Wur- 
zelgebilde, die  wir  „Ketten  würz  ein"  nennen  wollen. 

Es  sind  noch  verschiedene  andere  Gebilde  merkwürdig,  die  jedoch 
auch  nur  alle  Analogien  zu  dem  oben  erwähnten  Verfahren  sind. 

Es  sei  mit  quadratischen  Gleichungen  begonnen. 

Z  B. 

xl  -f-  ax  —  b)  daraus 
«'  —  b  —  ax,  ferner 


x  =  V*  —  ax 

ersetzt  man  wiederum  das  rechte  oe  durch  den  Wert  des  linken,  so 
erhält 


^  —  j/fc  — a  yb_x  analog  weiter 
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2  ___ 

-«^(A-Ti-l/Ä-aVA)  .  .  . 

Ebenso  können  wir  eine  Gleichung  lösen,  in  der  die  Unbekannte 
in  einer  roten  and  der  1  ten  Potenz  vorkommt 

Es  ist  ans 

xm  -f  -  ax  =  b 

Ml 

■  I»  IM 

*  —  \  b  —  a  Yb  —  aYb 

Je  nach  den  Grössen  in  der  Gleichung  werden  auch  die  Grössen  a 
und>  positiv  oder  negativ  sein. 

Kommt  die  Unbekannte  in  zwei  verschiedene  Potenzen  vor,  so 
ist  das  Verfahren  ähnlich 

xm-\-axH  —  b 

xm  =»  b — axn 
m 

x  —  Yb  —  ax» 

nun  müssen  wir  x»  durch  einen  Ausdruck  ersetzen.   Es  ist 


somit  ist 

Da  sich  in  den  Kettenwurzeln  dieselben  Grössen  immer  wiederholen, 
so  wollen  wir  sie  periodisch  nennen.  Die  letzte  Gleichung  war  eiue 
unrein  periodische  für  ar,  aber  für 

x*  eine  reinperiodische,  weshalb  wir  uns  berechtigt  fühlen 
nur  reinperio  dische  Kettenwurzeln  zu  betrachten. 

Kommt  die  Unbekannte  in  mehr  als  2  Potenzen  vor,  so  wird 
auch  die  Kettenwurzel  verzweigt. 
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3. 

Ucber  Kettenwurzeln  selbst. 
Die  Kettenwurzel  habe  die  Form 

M 

Wir  neunen 

N  ._ 

±aV ±b  den  ersten  Näherungswert  —  tr, 

«  

±ß^±HflV±4  den  zweiten  Näherungswert  =  w2 

U.     8.  W. 

Dann  ist  Gleichung 

N 

»r,  «=  :f:«y±*  +  T,  allgemein 

N 

«•»•+1 4-  ±  «  V±i±»« 

Wir  nehmen  Beispielsweise  die  Kette 


1)  Die  Näherungswerte  einer  Kettenwurzel  von  der 
Form 

«   

icH±i  =  a  Vi  —  w„ 

sind  abwechselnd  kleiner  und  grösser  als  die  vorher- 
gehenden. 

Behpt.   wt  >  10,  <  wa  >  »c4  <  tr5  .  .  . 
Es  ist 

N 

»i  

da  von  den  Radicanden  die  Grösse  w,  abgezogen  ist,  so  muss 
w,  >  w  sein.  Ferner  muss  «'2  <  tc3  sein ,  da  hier  wieder  der 
Subtrahend  vermindert  wurde,  u.  s.  w. 
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2)  Die  Näherungswerte  einer  Kettenwurzel  von  der 
genannten  Form  schliessen  den  wahren  Wert  in  immer 

engere  Grenzen,  falls  nicht  6*-«  -  a»  ist  oder  b  <  a  ib. 

Um  dies  zu  beweisen,  brauchen  wir  nur  darzutun,  dass  w,>w, 
uod  tcir,  <  *4. 

Es  soll 

N 

N 

««in,  falls  4  >  a  Vi  ist,  und  dies  ist  klar,  denn  dann  wird 

b—aVb 

mehr  als  0,  mithin  wird  der  Radikand  b  darum  vermindert. 
Die  Näherungswerte  verlaufen  parallel,  wenn 

M 

b  mm  a  Yb  oder  b»~l  =  a* 
d.  h.  es  ist  dann  «r,  -  ws.  analog  wird  es  für  w,  und  bewiesen. 

Ist  &  <  o  i/Ä,  dann  ist  die  Kettenwurzel  nur  zu  gebrauchen 
falls  die  Wurzel  nicht  imaginär  wird,  und  diese  hängt  von  n  ab. 

Wir  unterlassen  Untersuchungen  über  n ,  da  wir  nur  vom  2 
Grade  ab  die  Gleichungen  mit  Kettenwurzeln  lösen.  Lineare  Glei- 
chungeu  ergeben  folgende  parallelen  Gebilde.   Z.  B. 

x-f  x  —  l 
*  -  1—  x 

x=  l-(l-x)  ~  1 -(l-(l-(l  _  x)))) 
x  ~  l-l-f  1  —  1  -f-  1  —  1  -f- 

während  x  hier  J  beträgt. 

3)  Die  Näherungswerte  einer  Kettenwurzel  von  der 
Form 

H 

«•■«+1       a  l/b+tcn 

werden  immer  grösser,  und  sie  nähern  sich  dem  wahren 
Werte  der  ganzen  Ketten wurzel. 

Beweis:  ähnlich  wie  bei  2)  und  3). 

ktem.  d.  Math  u.  Phy«  2..  Reihe,  T.  XVI.  ;J 
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4)  Die  Kettenwurzeln  von  der  Form 

>« 

uod  die  letzte  Art  wo  a  Yb  positiv,  hangen  von  ähnlichen  Umstäu  - 
den,  wie  einige  in  2)  erwähnte  Fälle,  ab. 

Für  ein  negatives  «  brauchen  wir  uns  nicht  vorzubereiten,  da 
der  Exponent  stets  positiv  gemacht  werden  kann. 

4. 

Ein  numerisches  Beispiel. 
-\-x  =  e 

für    rr  —  3,1416 
e  -  2,7183 

y  —  0,6180  (das  Verhältniss  des  goldenen  Schnittes.) 
Es  ist 

n 

*  

Es  ist 

71  ? 
tr,  —  y«,       M*t  —  Yc  Ifj     U'  S.  W. 

setzt  man  nun  die  Werte  ein,  so  erhält  man 

=  1,500 
ws  =  1,6351 
?r3  =  1,6167 
tr3  -  1,6192 
ir5  -  1,0188 

U.  8.  W. 

Nebenbei  sieht  man,  dass  x  dem  Werte  von  \  nahe  kommt,  es  ist 
nämlich 
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Die  Gleichuug  des  goldenen  Schnittes  ergiebt  parallele  Werte,  da  hier 
bn-i  =  a*  ist 

x«+z  =  1 


i 

jt  = 


VI 

während  a-  —  ^  ist. 

Die  Gleichung  für  v  ist 

ac«— x  —  1  und  sie  ergiebt 


merkwürdigerweise,  da  tj>  auch  —  -  beträgt. 
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Graeber:  Eine  Lösung  der  Gleichung  T7\-y»=zz7. 


III. 

Eine  Lösung  der  Gleichung 

(Beitrag  zu  den  pythagoreischen  Zahlen). 

Von 

Graeber,  Oberlehrer  in  Höxter. 


Man  eonstruire  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypotenuse 
2  und  den  beideu  Katheten  r  und  y  und  in  dasselbe  den  eingeschrie- 
benen Kreis. 

I.  Die  vom  Berührungspunkt  auf  x  gebildeten  Abschnitte  be- 
zeichne man  mit  m  und  n,  die  auf  y  mit  n  uud  u.    Es  ist  dann: 

x       tu  -j—  n 

V  —  «  +  « 
z  -=»  m  -f-  « 

Nach  dem  Pythagoras  ist: 

(•+«)•  -(«-fn)*  +  (»  +  «)« 

oder 

w*  -f  u*  +  2  m«  =  w»  +  «*  +  2  m  n  +  «*  +  n»  -f  2  «  u 
Hieraus  ergiebt  sich 

f»2-|-w  •  » 

W   MM   !—  

m —  » 

mithin  ist 
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+ w*  -j-  m  n       m*  4-  m2 
  —  
to  —  n         m  —  n 

+ i*,4-TOn       2  tun 
m  —  n         m— n 

x  —  m  -f-  » 

Demnach  sind  für  rationale  Werte  von  m  und  n  die  Ausdrucke 

m24-n2  2r»n 

 ,  — ,  m-f-n 

»n  —  n      to  —  n 

rationale  Werte  von  c,  y,  <r,  welche  der  gegebenen  Gleichung 

:2  -  **-f  y2 

auch  dann  noch  genügen,  nachdem  man  sie  mit  m  —  n  multiplicirt 
bat;  also  sind  für  beliebige  ganze  Zahlen  to  und  n  die  Ausdrücke 

z  ■*  to2  -f-  »2     y  =  2  to  n;    a:  =  to2  —  n" 

■ 

ganze  Zahlen,  welche  der  vorgelegten  Gleichung  genügen. 

II.  Bezeichnet  mau  die  vom  Berührungspunkt  auf  *  gebildeten 
Abschnitte  mit  m  und  n,  dann  ist 

%  =  TO-f-n 

x  =»  n-f-u 

y  —  m-j-u  und 

(TO-f  n)>«  (to  +  «0*4-  («+»)* 

oder 

m5J4_n«_|_2m  .  n  -  TO2-f  M8-f-2TOw-hn»-|-H4-f-2»  H 
Hieraus  ergiebt  sich 

1)    „  =  -  m-^-   ±  \  Ymt  +  ^+Ö-,*  .  n 

Soll  «  eine  rationale  Zahl  sein,  so  muss  der  Ausdruck  n^  +  n* 
-f  6m  .  n  eine  Quadratzahl  sein.   Es  ist 

m  -J-  „  OT  z,  mithin 
n  «  5  —  to 

Dann  ist 

m»4_n»_|_3m  .  n  =  to2+(ä  — to)24,-6to(«— m)  =  r-2 

oder 

v*z=  -  4to2  +  4*  .  f»4-32 
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*)  Man  setze: 

2,*(._4„l«+4,„t  +  *>)  _  (qm+f9)* 

Hieraus  ergiebt  sich 

m  =  (2P  .  q  .  z-4Ph)  .  (-  4P* 

oder 

Es  muss  m  eine  ganze  Zahl  sein;  denn  bezeichnet  man  die 
Seiten  eines  beliebigen  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  a,  *,  c,  wo  c  die 
Hypotenuse  bedeutet,  und  mit  e  den  Radius  des  einbeschriebenen 
Kreises,  so  ist 

ff  =  S  -  <?,  wo 

»S«  ^(a-fÄ-f-c)  bedeutet. 

Da  in  dem  pythagoreischen  Dreieck  «,  A,  e  ganze  Zahlen  sind, 
so  müssen,  wenn  c  eine  gerade  Zahl  ist,  a  und  6  entweder  grade 
oder  ungrade  Zahlen  sein;  denn  die  Summe  der  Quadrate  zweier 
Zahlen  ist  eine  grade  Zahl,  wenn  sie  beide  grade  odar  ungrade  sind. 
Es  ist  dann  auch  (a-\-b)  eine  grade  Zahl  und  S—  \  {a-\-b-{-e)  eine 
ganze  Zahl.  Ebenso  ist  S  eine  ganze  Zahl,  weun  e  eiue  ungrade 
Zahl  ist,  denn  dann  muss  auch  (a*-f-  b%)  eiue  uugrade  Zahl  sein.  Es 
ist  demnach  eine  von  den  Zahlen  a  und  b  eine  grade  und  die  andere 
eine  ungrade  Zahl;  folglich  muss  auch  S  «■  \(a-\-b-{-c)  eine  ganze 
Zahl  sein,  da  von  diesen  3  Zahlen  zwei  ungrade  sind  und  die  Summe 
zweier  ungradeu  Zahlen  stets  eiue  grade  Zahl  ist. 

Nun  ist,  wie  aus  der  oben  angenommenen  Bezeichnung  leicht  zu 
ersehen  ist, 

9  =  « 

Da  nun  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  müssen  auch  m  und  n  ganze  Zahlen 
sein;  denn  sonst  würde  man  für  x,  y,  z  keine  ganze  Zahlen  erhalten. 

Setzt  man  in  2)  2p  =  p\  so  ist 

zip"1—  p'q) 

'S  ' 

Der  Ausdruck      rj§*  kann  niemals  eine  ganze  Zahl  ergeben;  es 

2 

muss    ,t  ,    t  eine  ganze  Zahl  sein. 


SchlOwel  iu  Hei»'  Aufgaben  Ton  Mutthiessen  Bd.  II.  §  79.  39. 
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Nimmt  man  an 
dann  ist 

3)  m  mm  p'%  —p'q    und    n  =  q*-\-p'q 

Mithin  ist: 

4)  Vm*+n*+6mn  -  Vj>' 1 + fl*  + 4f>'* 8 — V ff" 

Mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4)  ergiebt  sich  aus  1): 

2      X "  2 

Da  m  nur  positiv  sein  kann,  so  ist  das  obere  Zeichen  zu  wählen, 
mithin  ist 

U  -  p'q  —  q* 

Hieraus  folgt 

5)  z  -  p'*  +  5«,   x  =  2p'q,   y  -  P  *-q* 

Aus  der  Annahme  2p  ■=  p'  folgt,  dass  p'  eine  grade  Zahl  ist. 
Ist  nun  q  relativ  prim  zu  j>',  also  eine  ungrade  Zahl,  so  ist,  wie 
leicht  nachzuweisen  ist  (z)  ^p'--\-qt  eine  Primzahl  vou  der  Form 
4i--f-l  oder  ein  Product  aas  Primzahlen  vou  der  Form  4t-\-l.  Die 
Bezeichuuug  (z)  soll  im  weiteren  stets  eine  ganze  Zahl  bedeuten,  die 
sich  als  die  Summe  der  Quadrate  zweier  Zahlen  darstellcu  lässt, 
von  denen  die  eine  ungrade,  die  andere  grade  ist. 

Sind  p1  und  q  verwandte  Zahlen ,  so  lasst  sich  der  Ausdruck 

p'tj^q*'  mit  der  QQadratzahl  des  gemeinsamen  Factors  von  p* 
und  q  kürzen.   Es  ist  dann,  wenn 

p'  —  up"  und  q  =»  nq  gesetzt  wird, 

m  —  — '  -  — —  and  man  erhält: 

Sind  nun  />"  und  5'  ungrade  relative  Primzahlen,  so  setze  man : 
nnd 

p"»  +  «2's  =  2{[i(p"  +  q')[i  +  fi(/'"-'z'm 
erhält  dann: 
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z(p  q)       zip"*  —p"g') 

2  •  *{[*(;"-'/' ']»  +  *(;/'  -g')-  W  +  5')! 

2.  \\W' +  *')}* +  \W'-<lV\ 

Hieraas  folgt: 

Da  />"  und  g'  ungrade  relative  Primzahlen  sind,  so  sind  diu 
Zahlen  \{p"-\-q)  und  J(;>"  —  q)  ebenfalls  relative  Primzahlen,  von 
denen  die  eine  ungrade  und  die  andre  grade  ist,  denn  ihre  Summe 
ist  ungrade. 

Aus  der  Gleichung: 

6)  p"'  +  q'*  -  2\tt(P"+q')]*  +  \k(p"-q'm  -  2<l) 

ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  zweifache  Hypotenuse  (*)  lässt  sich  als  die  Summe  der 
Quadrate  zweier  ungraden  relativen  Primzahleu  darstellen. 

Aus  diesen  Ergebnissen  folgt: 

Die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind  durch  ganze  Zahlen 
(pythagoreische  Zahlen)  darstellbar,  wenn  die  Hypotenuse  von  der 
Form  (z)  —p'*-{-q'*  oder  2(z)  oder  «*(*)  ist,  wo  (?)  sich  darstellen 
lässt  als  die  Summe  der  Quadrate  zweier  Zahlen,  von  denen  die  eine 
ungrade,  die  andere  grade  ist,  und  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Setzt  man  in  6): 

P"~2s-\-},    9' =  21+1 

so  erhält  man: 

_  2,»-}-2<*+2*  +  2<  +  l 
und  analog  den  Gleichungen  5): 

x-  2(#-/)  («-H  +  l^ 

-  4*  .  /+2*-f  2<+l 

Für  beliebige  ganze  Zahlen  für  *  und  t  und  *  >  t  geben  diese 
3  Gleichungen  fUr  »,  y  reine  pythagoreische  Zahlen,  d.  h.  solche 
Zahlen,  deren  Hypotenuse  sich  als  Summe  der  Quadrate  zweier  rela- 
tiven Primzahlen  darstellen  lässt,  von  denen  eine  ungrade  und  die 
andere  grade  ist. 
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Es  ist  oben  gezeigt  worden,  dass  der  Radius  des  in  ein  pytha- 
goreisches Dreieck  beschriebenen  Kreises  eine  ganze  Zahl  ist.  Da 
dou 

ist,  so  folgt  hieraus  für  die  pythagoreischen  Zahlen  der  Satz; 

Das  aus  den  Kathctenzahlen  gebildete  Product  ist  durch  die 
Summe  der  drei  pythagoreischen  Zahlen  ohne  Rest  teilbar. 

Bildet  man  den  Quotienten  aus  der  Summe  der  Kubikzableu: 

und  aus  der  Summe  der  eiufachen  Zahlen : 

y  =  2p*  +  2pq.  also: 
,3  +  , 3  4.  ,,a     ?y.  3p*  q*  4-  4^3  q* 

p*+pq 

==7,4_p3(Z  +  /)3<zS  +  3;)<z3 

so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Summe  der  Kubikzahlen"  der  pythagoreischen  Zahlen  ist 
durch  die  Summe  ihrer  einfachen  Zahlen  teilbar. 

Ferner  ist 

«H-  *&  +  .v5      (p2+q*)h  +  (2p<l)b  +  0»'- 
~  2/>»  +  2/„z 

^_  pio-j-K);,6^-f-  5y>V+  16  yV 

=»  p8  —  p1  q-\-  p%q*  —  p*  q3  -j-  1 1  p4  tf4  -f  5/'*g6 
—  5/>*    -f-  5  7»  <27 

ebenso : 

,7 4- xHhV     (p'4V)7-H2p-g)7-(p»  - 

_  p"  +  21p'V-f  61pV-f-  35  p^^-j-TpV» 

p*-f-p9 

=  p,I-p1»9-f-p'V-/>V  +  »V^-Mli  V  + 22p«9« 
-f  42pV~7pV  +  '/'V  -  7p*f"+7j»«" 

und 
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**±*'J  ±_£  _  (p1  +  f)*±  (v  g)»+(pt-g,)a 
*+x  +  y  V-f  »PS 

+  37  ,> "  »  5«  -  » />9    +  l  ü3  p8  r/  +  03  ;>7 

Nach  diesen  Beispielen  lässt  sich  nun  die  allgemeine  Gleichung 
aufstellen : 

,2>,-l  _|_  xä*  +  l  _|_       ♦  1         ( ;>8 _f_  ^8)2».  +  1  _j_  (-2 ;,  9  ;2«  f  1  _j_  ( pl  _.  ^  2..  f  1 

+  y  2p*+'2p  7 

2nf2»4-l)  os*+i 

+  +  »],*-.,.  +  ... 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Summe  von  gleich  hohen  ungraden  PotODZOD  der  drei 
pythagoreischen  Zahlen  ist  durch  die  Summe  ihrer  einfachen  Zahlen 
ohne  Rest  teilbar. 

» 

Bildet  mau  die  Differenz  aus  der  4.  Potenz  der  Hypotenuse 
und  der  Summe  der  4.  Potenzen  der  beiden  Katheten,  also 

*4-(**-fV)  -  8pV-f  8/>s76-l6pV 

und  dividirt  man  dieselbe  durch 

so  ergiebt  sich: 

=  4|>V  -  V73-W  +  4p75 

Ebenso  ist 
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=  6pV  -  6p7  gs  -f-  6,)«  q*  —  6>a 

und 

»*-  (g»  +  ,y»)      16p"    +  1 1 2p  "  9*  -  2Wp*  <f  4-  !  1 2ryo-H67»V4 
a+x-fy    ~  Sfj»*+2« 

-  8p»V  -8p'1  7»+  8p" 2«  -  8pV 

+ 64pV  -  6  IpV  -  64p  Y  +  64pV 

-  8pY°-f  8pV'-  8pV*-f  fy?13 

und 

,io_/cio  i  yi0\ 

"  iQpIV-iQp,V+iW-iQp,,9w 
+  13VV-  13Qp» ?74-  13  y  v-  13V  fl9 

-  J30p89>0-f  13fy*211  -  130p6912+13Vz,s 

-  iv qli + i(W 5 -  iOpy«+  i(>/z'7 

Aus  diesen  Beispielen  erkennt  man  leicht  den  allgemeinen  Satz: 
Wenn  man  die  Summen  der  gleich  hohen  geraden  Potenzen  der 
Kathetenzahlen  von  der  gleich  hohen  Poteuz  der  zugehörigen  Hypo- 
tenusenzabl  subtrahirt,  so  lässt  sich  die  so  entstandene  Differenz 
durch  die  Summe  ihrer  Gruudzahlen  ohne  Rest  teilen. 


Es  ist: 

a)  =  16pV(p'2-f-7pV  -  lepV-r-TpV-f-g«) 

-  16pV(p'-2W  +  2pV+l(W  +  2pV  +  (2») 

und 

sio_(zio_|_yiO;  =  .Op'V  +  24  p147«-52U/>'V°+  4Vryu  +  20pV° 

b)  -  2Cpy( pi«  -f 1  *.y  V  -  26p«98  +  1 2py->  -f  9i«) 

-  2<  >  W  -  q*)HpU  +  2p»  V  +  Ify  V  +  2 tyV 

uud 
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*12  —  (xl3+yU)  -  4;iV^*-«V(6j»,Ä4-l2/i1V+12Pp1V 
c)  -f  24V°5«+756/)V 

+  244|,Va+128p«312 

Aus  den  Gleichungen  a),  b),  c)  ergiebt  sich  der  Satz: 

Wenn  man  die  Summe  der  gleich  hohen  gradeu  Potenzen  der 
Kathetenzahlen  von  der  gleich  boiieu  Poteuz  der  zugehörigen  Hypo- 
tenuse ii  zu  LI  subtrahirt,  so  lässt  sich  die  so  entstandene  Differenz 
durch  das  Product  der  beiden  Katheten  ohne  Rest  teilen. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  b)  und  aus 

z*  -  (x*+t/)  -  r.yv  —  24/>V-f-  i2t>v° 

=  V!p*q*  p*+q*)* 

der  Satz: 

Die  Differenz  aus  der  Summe  der  gleich  hohen  Potenzen  vom 
2(2n  -f- 1 )  ten  Grade  ddr  Kathetenzahlen  und  der  gleich  hohen  Potenz 
der  zugehörigen  Hypotenusenzahl,  (s*l«»-H)._(*2(*"+l>-f-y8(«"+»))),  j8t 
durch  das  Product  der  Quadratzahlen,  (s**8?1),  ohne  Rest  teilbar. 
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IV. 

Ueber  die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit 
dekadischer  Zahlen. 

Von 

Prof.  Dr.  Züge. 


Im  16.  Teil  2.  Heft  dieser  Zeitschrift  ist  von  Herrn  Director 
Dr.  Theodor  Lange  ein  Verfahren  aogegehen ,  nach  dem  man  das 
Kennzeichen  der  Teilbarkeit  einer  Zahl  durch  eine  andere,  die  re- 
lative Primzahl  zu  10  ist,  leicht  ermitteln  kann.  Fast  gleichzeitig  wurde 
dasselbe  Verfahren  veröffentlicht  in  der  wissenschaftlichen  Beilage 
zum  Programm  des  Königl.  Gymnasiums  zu  Wilhelmshaven  189^,  be* 
titelt:  Allgemeine  Regeln  (Iber  die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  de- 
kadischer Zahlen    Hier  soll  ein  kurzer  Auszug  dieser  Arbeit  folgen: 

I.  Für  die  Teiler,  die  Potenzen  von  2  oder  5  sind,  gilt  be- 
kanntlich die  Regel:  Es  ist  jede  Zahl  durch  2"  oder  5U  teilbar,  wenn 
die  aus  den  letzteu  ft  Ziffern  gebildete  Zahl  durch  2^  oder  5^  teil- 
bar ist. 

Für  die  andern  Teiler  kann  man  zwei  Hauptverfahren  unter- 
scheiden : 

Entweder  entscheidet  ein  Polynom,  das  aus  den  mit  bestimmten 
Coefficienten  —  den  Teilbarkeitscoefficientcn  —  multiplicirten  Ziffern 
gebildet  ist,  Uber  die  Teilbarkeit  der  Zahl ;  ist  dieses  Polynom  durch 
den  Divisor  teilbar,  so  ist  es  auch  die  ursprüngliche  Zahl.  Hierhin 
gehören  die  gebräuchlichen  Regeln  Uber  die  Teilbarkeit  durch  3, 
9,  11. 
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Oder  es  werden  von  der  gegebenen  Zahl  eine  oder  mehrere 
Ziffern  dtr  »iedrigsten  Ordunngen  abgeschnitten,  von  der  übrig  blei- 
benden Zahl  ein  bestimmtes  Vielfaches  der  aus  den  abgeschnittenen 
Ziffern  gebildeten  Zahl  safclrahirt  und  der  Rest  auf  seine  Teilbarkeit 
nach  demselben  Verfahren  nafiersucht.  (Hierhin  gehören  die  am 
Anfang  erwähnten  Teilbarkeitsregel!»). 

II.  Das  erste  Verfahren  ist  früher  in  verschiedenen  Sehul- 
Programmarbeiten  behandelt  *). 

Mit  Rücksicht  darauf  sollen  für  das  erste  Verfahren  kier  nur 
die  Resultate  der  Ableitungen  —  bis  auf  eine  Ausuahme  —  gegeben 
werden. 

Eine  Zahl  habe  der  Reihe  nach  die  Ziffern: 

(tut     <Jm-1,     »h  -2  •    •    •  «j,     «|,  a0 

es  sei  also 

z  -  a„V  "-r-na-ilO"-»  +  .  .  .  +  a,  10«  +  «,  l««'-h«0 10° 

Bestimmt  man  nun  die  Reste  der  Potenzen  von  10  nach  dem  Mo- 
dulus      so  dass 

101  =  r„    10*  =  r2  .  .  .  ,    10"  S  »v.  mod  p 

so  muss,  wenn  «  =  0  modp  sein  soll,  auch 

n6  +  "iri  +  <'se r*  +  •      . -f- a«r„  =  0  mod;>  (1) 


*)  Dem  Verfasser  sind  folgende  bekannt  geworden: 

Broda,  Beiträge  zur  Theorie  der  Teilbarkeit  der  Zahlen.  Karolinen  - 
thal  1878. 

Hocerar,  Uobcr  das  Kombinieren  tu  einer  bestimmten  Summe.  Zar 
Lehre  von  der  Teilbarkeit  der  Zahlen.    Innsbruck  1881. 

Adam,  üeber  die  Teilbarkeit  der  Zahlen.    Clansthal  1889. 

von]  der  Heyden,  Ueber  die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  einer  Zahl 
durch  Zahlen  von  der  Form  pn  -f  1  oder  deren  Teiler ;  in  der  Festschrift  zur 
Begrüssung  der  34.  Versammlung  deutscher  Philologen  und  Schulmänner  zu 
Trier.    Bonn  1879. 

Dir  selbe.  Zur  Lehre  von  den  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  der  Zahlen  ; 
in  der  Festschrift  znr  Feier  des  25jährigen  Bestehens  der  Reallehranstalt  zn 
Essen.  1889. 

J.  Jacob,  Znr  Lehre  von  der  Teilbarkeit  der  Zahlen.  Mähr.  Neustadt. 
1893. 

Alfred  Holtxe,  Ueber  periodische  Dccimalbrtcbe  und  ihr  Analugon 
in  anderen  Zahlensystemen.    Naumburg  a'S.  1887. 
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sein.  Für  die  Grössen  r,,  rs,  r3  .  .  .  wühlt  man  zweckmässig  die 
kleinsten  positiven  oder  positiven  und  negativen  Zahlen:  dieselben 
sollen  im  besonderen  die  Teilbarkeitscoefficienten  genannt  werden. 
Für  den  Teiler  7  sind  z.  B.  diese  Coefticienten: 

1,    3,    2,      6,      4.  5 
oder  1,   3,   2,    -1,   +3,  —2 

Für  einen  Teiler,  der  die  FacUnen  2  uml  5   nicht  enthüll,  \ 

ertjieln'  sich  eine  reine  l\i  i,xle  der  Teilbarkeitscoefficieiüen.     Ks  ist  I 

gleichgültig,  wichen  dieser  Cae/ßcienten  man  bei  der  Untersuchung  l  (2) 

der  Teilbarkeit  ob  ersten  betrachtet.  ) 

Da  letztere  Eigenschaft  in  den  früheren  Arbeiten  nicht  erwähnt 
wird,  mag  hier  der  Beweis  folgen: 

Wenn  ein  Prodnct  aus  der  Zahl  z  und  einer  Potenz  von  *  durch 
p  teilbar  ist,  z.  B.  •  .  IQ",  so  ist  auch  a  durch  p  teilbar.  Sind  nun 
die  TeilbarkeiUcoefficienten  1,  r,,  »  s  .  .  .  rj,  womit  die  Periode  ab- 
schliessen  mag,  so  ist  die  Bedingung  der  Teilbarkeit  von  z  .  lO4 

0+0  .  r,  -f-0  .  ra  .   .   .  +  0  .  »,«_i-f-<«0  •  r/t-\-a)  r„+i 

4*  a8  •  '>»  2  -f-  •  •  •  =  0  mod.  p 

Dieselbe  Bedingung  gilt  auch  für  die  Teilbarkeit  von  *  durch  ?>. 
Man  kann  daher  für  z  auch  die  Periode  benutzen: 

ru,  Tft+i  .   .   .  r;.,  1,  r,  .   .  . 

Beispiel:  p  —  7;  Periode  der  Teilbarkeitscoefficienten. 

1,  3,   2,   -1,   -3,  -2 
Dafür  kann  man  nehmen  z.  B. 

2,  -1,   -3,   -2,   1,  3 

Sei  z  -  44394; 

2. 4-1. 9-». 3-2. 4+1  .4  =  - 14 
durch  7  teilbar,  daher  auch: 

FJnthält  der  Teiler  einen  Factor  '2f*  oder  5U,  bilden  die 
Teilbar keitscitefyicienten  eine  unreine  J'criudfl  mit  einer  fi-gliedrigen 
l  '»rperiode. 

Das  erste  Verfahren  kann  in  folgender  Weise  verallgemeinert 
werden : 

Teilt  man  die  Zahl  *,  von  den  Einern  anfangend,  in  Gruppe 
von  je  a  Ziffern,  so  kann  man  schreiben: 
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+  («a4-a«|.il  J -faa+210*  +  .  .  .  -f-  a2a-i  .  lU""1)  .  10' 
+  (a2«4-a2a+i  10-f-aaa+210*-}-  .  .  .  +  as«_i  10«-1)  .  IQ2« 


und  ist  10a  =  r«,  t02°  =  r2a  .  .  .  mod.  />,  so  ist  z  durch  j>  teilbar, 
wenn 

a0-f  aj  10 H-a,  10*  -j-  .  .  .  -f-  o«_ilO«-i  \ 
+  a«  +oa+i  10+ a«+2  10*  -f  .  .  .  +08a-llO°-,)r«  I 

+  (a2«  +  «2a+ll0-f-0f2x;tl108  -f-  .    .    •  +  a"?)r2a  >_Qmo(1/) 

ist.  J 

Da  für  einen  Teiler,  der  relative  Primzahl  zu  10  ist,  die  Reihe 
der  Coefficicnten  rein  periodisch  und  der  erste  Coefficicnt  gleich  1 
ist,  kann  man  zweckmässig  a  gleich  der  Anzahl  der  Periodenglieder 
setzen.    Dann  ist 

r«  =  r-in  .   .   .  =  l 
Man  kann  daher  die  Regel  aufstellen: 

Wenn  der  Teiler  relative  Ihimzahl  zu  10  ist,  und  die  Periode 
dei-  Teilharkeitscoefßcienten  a  Glieder  hat,  so  teile  man  die  Za)d 
*,  von  den  Eintin  anfangend,  in  Gruppen  von  je  a  Ziffern  und 
addiere  diese  Gruppemahlen;  ist  diese  Summe  durch  p  teilbar,  so 
auch  die  Zahl  z. 

Die  Regel  kann  bequem  angewandt  werden  für  Teiler  von  der 
Form  p  =  10°  —  1.    Denn  es  ist 

10a  =  10««  =  10*«  =  .  .  .  1 

Für  c  —  1  ergiebt  sich  die  bekannte  Regel  über  die  Teilbarkeit 
durch  9  und  3.  Für  «  =  2  ist  die  Quersumme  der  zweigliedrigen 
Gruppenzahlen  zu  bilden.  Dies  gilt  also  für  den  Teiler  99,  aber 
auch  für  seine  Faetoreu  3,  9,  11,  uud  wir  erhalten  hierbei  eine  zweite 
Regel  über  die  Teiler  3  und  9.  Entsprechende  Regeln  siud  abzu- 
leiten für  999  (a  —3)  und  deren  Factoren  3,  9  37,  111  u.  s.  w. 

Eine  noch  brauchbarere  Regel  ergiebt  sich,  wenn  die  Hälfte  der 
Teilbarkeitscoefticientcn  negative  Zahlen  sind,  die  an  absolutem 
Werte  den  positiveu  gleich  siud.  Sei  in  diesem  Falle  die  Anzahl 
der  Periodenglieder  2a,  so  ist 


\ 
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r0  -■  ria  =  r\j„  .   .   .  —  1,    r„  =  rza  —  na  .   .   .  =  —  1 

Die  Regel  lautet  dann: 

Man  teile  die  Zahl  z,  von  den  Einem  anfangend,  in  Gruppen  \ 

von  je  a  Ziffern  und  subtrahire  die  Summe  der .  ungeradsteJligen  I 

Gruppenzahlen  von  der  Summe  der  geradMelligen)   ist  dieses  tt>-  /  (6) 

lynom  durch  p  teilbar,  dann  auch  die  Zahl  z.  1 

Beispiel:    Für  p  =■  7  ist  et  —  3. 

i  =  65  |  626  I  967 
65-f967-626  -  406 

durch  7  teilbar,  daher  auch  65626967. 

Ohne  weiteres  ist  Regel  (6)  anwendbar  auf  Teiler  von  der  Form 
10* -f  1  und  deren  Factoren.    Denn  es  ist 

10«=  1,    IC«  =5-1,    10««  =1,    10*«  =  =  1  u.  s.  f. 

Für  et  —  1  ergiebt  sich  die  bekannte  Regel  für  den  Teiler  11. 
Entsprechende  Regeln  sind  abzuleiten  für  101  («  =  2)  1001(o  =  3) 
n.  s.  w.  und  die  Teiler  derselben. 

III.   Zweites  Verfahren*). 
Es  sei  eine  Zahl 

Z  mm  10x+y 

Soll  z  durch  p  teilbar  sein,  also 

10  z-f  V  =  0  mod.  p 
und  ist  q  eine  ganze  Zahl,  so  muss  auch 

I0qx+qy  =  0  mod.p 

sein.  Ist  q  relative  Primzahl  zu  p,  so  gilt  auch  das  Umgekehrte  ; 
wenn  die  letztere  Congruenz  richtig  ist,  dann  auch  die  erstere. 

Bestimmt  man  nun  q  so,  dass 


•)  Dm  «weite  Verfahren  findet  eich  nur  in  der  Broda'schan  und  der  van 
der  Heyden  Vhen  Arbeit  vor.  Bei  Broda  bleiben  jedoch  die  Teiler  auf  Prim- 
aahlen, bei  Ton  der  Heyden  auf  Teiler  von  der  Form  10*.x-f  1  be- 
achrinkt. 

Area.  i.   Math.  a.  Phys.   2.  BeiUo,  T.  XVII.  4 
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10//  =  1  *)  raod.f) 

80  folgt 

10<jz  =  r  mod.  p 

uud  da 

2»  S=  g.y 

so  ist 

10  qr -\- qy  =  r -\- qy  mod.  /> 

und  mau  erhält  als  Kennzeichen  der  Teilbarkeit: 

sr-f  qy  =  0  mod.  p  (8j 

Die  Zahlen  nun,  welche  Potenzen  von  2  oder  5  [nicht  enthalten 
müssen  von  einer  der  Formen  sein: 

10»-}- 1,    10n-f3,    10» +7,    10n  +  9 

wenn  n  eine  ganze,  positive  Zahl  bedeutet.  Die  Congruenz  (7)  wird 
mit  Hülfe  von  Kettenbrüchen  gelöst,  und  man  findet 

für  p  =  10»  -f- 1  q  »  i  fp 

„  ;>  =  lG»-f-3  q=  (3»-H)±/> 

„  p  -  10w-f-7  a  -  -  (3n+ 2)±/> 

„  p  -  10» -f9  g  -      0»  +  O±/ji 

wobei  /  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet 
Setzt  man  die  Werte  in  (8)  ein,  so  ergiebt  sich  die  Regel : 

Eine  Zahl   \0z-\-y  Ut   teilbarer  durch   eine  Zahl  von  der 
Form : 

p  =  10« -{-1,  wenn  x —  {n-\-fp)y  =  0  mod.  p 

10»-f-3,     „    x -|- (3» -h  1  -f-  fp)y  =  0  mod.  p  [  (9)*) 

10n-f7,     „   x-(3»  +  2  +fp)y  =  0  mod.  p 
10» -f  9,     „   «+(»4-1  -f-  fp)y  =5  0  mod.  p 

Indem  man  f  einen  bestimmten  Wert  erteilt  und  dann  wieder  das 
allgemeine  Glied  fpy  hinzufügt,  das  stets  durch  p  teilbar  ist, 
kann  man  die  Regeln  mannigfach  umformen,  z.  B.  so,  dass  der  Aus- 
druck, der  y  als  Factor  enthält,  überall  subtractiv  ist: 


*)  In  meiner  Arbeit  war 

10<?  EE  ~  1 

prstttt.  Die  Aenderung  (im  Ansrhluss  an  Lange)  bewitkt  eine  (allerdings 
unwesentliche)  Vereinfachung  der  allgemeinen  Regeln. 

*)  Dies  sind  im  wesentlichen  auch  die  Liingc'schrn  Regeln. 
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V  =  10t*-f  1  x  -  (»  +  fp)y  ==  0 

p  „  lO«-f3  x-  (7»+2+/y)y  =  0 

P  =  10« +  7  x  -(3n  +  2-f  fp)y  =0 

p  -  lOn-f  9  x~(9n-f-8-f  fp)y  =  0 


(10) 


1.  Beispiel:  Setzt  man  in  dar  dritten  Formel  (10)  »  —  0,  so  ist 
P  =  7. 

Eine  Zahl  ir*-|-y  ist  durch  7  teilbar,  wenn 

a)  /—      0  x  —  2y  =  0  mod.  7 

a)  /—     t  as  — 9^==0  mod.  7 

c)  f  =     2  x  —  lBy  ==  0  mod.  7 

d)  f  1  x-f-5y  =  0  mod.  7 

b)  44394  =  4403  =  413=      14  =  0  mod.  7 

c)  44  394  =  4375  =  357  ==  —  77  ==  0  mod.  7 

d)  44  394  =  4459  =  490  ==     49  =  0  mod.  7 

» 

2.  Beispiel.   Zu  untersuchen,  ob  963186  durch  213  teilbar  ist. 

Die  zweite  Formel  (9)  zeigt,  dan-  21,  dass  für  f=0  x-f-Gly 
teilbar  sein  muss. 

963186  =  96  702  =  9798  =  1491  =  213  =  0  mod.  213 

Statt  der  vier  Formeln  kann  man  auch  eine  einzige  entwickeln. 
Es  bezeichne  i  eine  der  Zahlen  1,  3,  5,  9  und  p  =10n-f-*  den  Teiler 

Um  die  Congruenz  (8)  zu  lösen,  entwickle  mau  —  in  einen  Ketten- 

V 

bmch 

10  =    10  1   1  

p^ich-i"    i  "  ,  lo -r 

n+io  — 

Näherungswerte: 

1     _1_         e  +  (lO-t)  10 
n'    n+1'    £(«4-1)  4-  »(lü  —  $)  "  p 

Man  bilde  die  Differenz  der  beiden  letzten  Näherungswerte:  v 

1         10  10-« 

daher  "+T     >~  "  ~  *»+T> 

also  -10(«  +  D+J>  •  1  - -(10-0 
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10(n+l)==10-£  mod.  p 

hieraus 

10  ;i  =  -  £  mod.  p 

Soll  nun 

10  q  =  1  mod.  p 

sei«,  so  muss  auch  sein 

—  10  tq  ==  —  i  mod.  p 
und  nach  Vorhergehendem 

—  10« q  =  10 n  mod.  p 
Da  7>  relative  Primzahl  zu  10  ist,  so  folgt 

tq  =  —  n  mod.  p  y 

d.  h.  tq  =  —  On-f-f)  ) 


(II) 


wobei  g  eine  gauze  Zahl  bedeutet  Dieselbe  muss, da  q  eine  ganze 
Zahl  sein  soll,  so  beschaffen  sein,  dass 

—  n-f  p  .  I0n 

durch  £  teilbar  ist,  und  da  n  jede  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann, 
dass 

—  l-f-10*/  =  0  mod.  £  (12) 

ist.  Da  t  nur  eine  der  Zahlen  1,  3,  7,  9  sein  kann,  deren  kleinstes 
Vielfaches  63  ist,  so  wird  der  Congmenz  (12)  genügt,  wenn 

-  1-f  10<7  =  0  mod.  63 

oder 

10g  ES  1  „ 

ist.  Diese  Congruenz  lösen  wir  wieder,  indem  wir  ^  in  einen  Ket- 
tenbruch verwandeln.: 

10  1 


63  ~  6  +  1 


3+  l 

1      3  10 
Näherungswerte:  g,    ig,  ^ 

Differenz  der  beiden  letzten  Näherungswerte: 

3  _  10  1 

19     63  ~~      19  .63 

oder  +  10  .  19  —  3  .  63  =  1 

Hieraus  ergiebt  sich  als  kleinster  Wert 
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ü  =  19 

Es  ist  somit  nach  (11) 

tq  »  _  „-{-  19(10n-J-f) 

woraus  sich  ergiebt: 

189      ,  « 
'i  7""+  19 

Somit  erhält  man  die  Regel: 

Eine  Zahl  lOz-|-y       teilbar  durch  p  10n-}-f, 

*+  (l8/  .»-H9-f-/>)y  =  Ü  mod.  /' 


(13) 


Dies  ist  die  allgemeine  Formel,  welche  die  4  Fälle  (9)  umfasst 
Man  erhält 

die  1  te  der  4  Formeln,  wenn  mau    setzt   e  =  l   f  =  —  1 9 
•2te  ,:  „      „      „       e  =  3         —  6 

3te  „  „      „      „       t  —  7  /«=  -  3 

4te  M  „      „      „       e-9  /=  -  2 

und  immer  wieder  das  allgemeiue  Glied  ±.fpy  hinzufügt. 

Man  kann  die  allgemeine  Regel  noch  in  anderer  Form  geben, 
die  hier  ohne  Ableituug  angeführt  werden  soll: 

Eine  Zahl  z  —  lOx  +  y  tri  durch  einen  Teiler  p  =  10„-f£ 


r       2         (-D 2    £t-4-  i     i  ln 

mod.  />  ist 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  £=1,3,  7,  9,  so  erhält  man 
4  Formeln,  die  den  Formeln  (9)  gleichwertig  sind,  die  dritte  mit 
positivem,  die  vierte  mit  negativem  zweiten  Gliede. 

Auch  das  zweite  Verfahren  lässt  eine  Verallgemeinerung  zu. 

Zerlegt  man  nämlich  die  Zahl  z  in  zwei  Summanden  lü*x-f  y. 
und  soll 

z  —  10**-f-y  ==  0  mod.  p 

sein,  so  muss  auch 

10k  qkx  +  qky  es  0  mod.  p 

sein,  und  ist  nun 
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10  7  =  1  mod  p 

also  auch 

\Okqk  =  1  mod,  p 
so  folgt  als  Bedingung  der  Teilbarkeit 

x-\-qky  =  0 

Benutzt  man  die  Werte  von  q  der  Formeln  (9),  so  erhält  mau  die 
Regel : 

Eine  Zahl  lLkx-^-y  ist  teilbar  durch  ritte  Zahl  von  der  Form 


(15) 


p«~  10»  4-1,  trenn  x+  \ (1  —  n)k-{-fp]y  ^  0  mod.  p 

lün4-3,       ,      x  +  [(3n  +  \)k  +  fp]y  ~0  mod.  p 
10ri4-7,     „    z-f  [(-(3n4-2))  +fv]y  =0  mod.  ;> 

10»4-9,  „    *+l(n+l)*+/»sO  mod.  p 

oder  allgemein  durch  eine  Zahl  von  der  Form  1  n-f-3,  wonn 

*+  [  y-r)      •  2«  4-      1<r~~   /  +  ^  I y  =  0  mod-  P 

Beispiel:  Es  sei  p  «=  7,  also  n  =  0.    Nach  (15)  ergiebt  sich: 

a)  für  k  =-  2:  100*4- y  durch  7  teilbar 
wenn  (/"  —  0)  x~\-^y  durch  7  teilbar 
oder  (f  =  —  1)  *  —  3y  durch  7  teilbar 

b)  für   *  -  3  xlOOOx  +  y  durch  7  teilbar 
wenn  (/  =  1)  x—y  durch  7  teilbar 

Hiernach  zu  untersuchen,  ob  201314  083  durch  7  teilbar 

20;  344  |  983 
-  9S3 

u.     201  344 
nachb)     _  m 


,  200  3 
nach  a)    _jg  3 


18 

nacha)  ±?? 
Rest  durch  7  teilbar,  daher  die  gegebene  Zahl. 

IV.    Wir  haben  bisher  in  der  Zahl  10*4-j,  bei  den  Beispielen 
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für  y  die  Einer  genommen,  jedoch  ist  eine  solche  Voraussetzung  in 
den  Ableitungen  nicht  gemacht;  y  kanu  eine  zusammengesetzte  posi- 
tive oder  negative  Zahl  seiu.  So  kann  man  z.  B.,  um  die  Teilbar- 
keit von  443394  durch  7  zu  untersuchen, 

zerlegen  44394  -  4400  .  10  -f  394 

uud  bilden  4400-2  .  394  -  3612 

ferner  ist 

3412  ^  360  .  10  +  12  =  36.)  -  2  .  12  =  336  =  0  mod.  7 

Setzen  wir  nun,  wcun  «„,  oM^  .  .  •  «j,  »ti  ab 

die  Ziffern  eiuer  Zahl  bedeuten, 

t  -  (a„  .  lL"-'-f  «„-i  .  !(.*-"  .  .  .  -h  a^lO-j-a,, 

und  ist  q  eine  der  Zahlen,  für  welche  iiu  Fall  der  Teilbarkeit  durch 
p  die  Cougruenz 

x  -\-  qy  ~  mod.  p 
erfüllt  wird,  so  erhalten  wir  als  Kenn/eichen  der  Teilbarkeit  von  i 

*at»-l+10»-2.  .  .  -{-«„lO+^-f-aogESO 
und  unter  Anwendung  desselben  Verfahrens,  indem  wir  jetzt 

ax  "f"ao</  ™  V  setzen, 

u.  s.  w.    Schliesslich  ergiebt  sich  die  Regel: 
Eine  Zahl 

z  =  anlO-'+ö»-!  lt*-1  -f  .    .    .  -f-  «,10-f-ö«, 

i>/  to'Mar  durch  eine  Zahl  I 

/>~10»  +  f  [(16)*) 

ow -J-^/Oh-i  4- •  .  •  +  a0qH  ~  0  mod.  p 

Beispiel:    44394  ist  durch  7  teilbar,  weil 
(q  2)   4  -  4  .  2  +  3  .  2»  -  9  .  23  -}-  4  .  2«  ~  0  mod.  7. 


*)  Die  Formel  ist  sehon  ron  trii  der  Heyden  aufgestellt. 
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Wollte  man  das  Kennzeichen  von  (16)  noch  vereinfachen,  so 
mttsste  man  für  die  Potenzen  von  g  dio  kleinsten  Reste  nach  dem 
Teiler  p  suchen.   Nun  folgt  aus  der  Congruenz 

10  g  =  1  mod.  p 

dass  q  und  p  relative  Primzahlen  sein  müssen,  uud  nach  dem  ver- 
allgemeinerten Fermat'schen  Satze,  nach  welchem 

9(»0      m0(j  p 

ist,  wobei  tp(p)  die  Anzahl  aller  derjenigen  Zahlen  vou  1  bis  p  be- 
zeichnet, die  relativeu  Primzahlen  zu  p  sind  ,  giebt  es  sicher  eine 
Zahl  A  (entweder  q>(p)  oder  eine  kleinere  Zahl),  für  wclcho 

g*  =  1  mod.  p 

Die  Reste  der  Potenzen  von  q  müssen  ferner  eine  reiue  Periode  bilden, 
wir  nenuen  dieselben       ö,,  a8  •  •  ^und  nehmen  also  ox  —  1  au. 

Nach  Formel  (16;  ist  nun  dio  Bedingung  für  die  Teilbarkeit 
von  z: 

00er» +  ai        •  •  ■+  °n-X<sx  ■  •  .  +  an  =  0  mod.  p 
Nach  Formel  (1)  ist  die  Bediuguug: 

Wo  +  ai  ri  +  •  •  '  +  «ir»sO  mod.  p 

Ist  nun 

1  —  r0  ~  ox  ==  g* 

so  ist 

r,  =  10r0  =  H  Vy  .  <z;-1 

und  da  10  q  =  1 

so  folgt  rj  a  7A  i 1  =  ax-i 

d.  h. 

rf  —  0A-  2 

wenn  die  kleinsten  Reste  genommen  werden.  Ebenso 

r2  =  10  r,  ==  10g  .  g*-* 
10g  =  1 

folglich 

r2  ==  gA"-  ==  CX-2 

d.  h. 

r,  =  ax-2 

Ebenso  folgt 

rs  —  <7A  i  3,    r5  —  OX—    u.  8,  f. 
schliesslich  * 

—  <F0  —  1 

Wir  erkennen,  dass  die  Perioden  der  Coefficieuteu  übereinstim- 


i 
i 
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men,  und  dass  nur  eino  Verschiebaog  derselben  in  dem  Polynomen 
gegenüber  dem  ersten  stattfindet.  Dies  aber  entspricht  unserer 
Kegel  (2)  wonach  es  gleichgültig,  welchen  Coefficienten  man  als  er- 
sten Wählt.  Es  folgt,  das»  Formel  (16)  uns  keine  wesentlich  anderen  Merk- 
male  liefert,  als  Formel  (1).    Hier  kehrt  das  zweite  Verfallen  in  das  erste 

Die  kleinsten  Reste  der  Potenzen  von  q  stimmen  also  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  mit  den  Tcilbarkeitscoefficienteu  überein ;  haben 
diese  die  Periode 

1,    r„    r,  .   .  .  r;._i 
so  sind  die  Reste  der  Potenzen  von  o  der  Reihe  nach 

°ot    <*n    °i  •  •  •  <*A-2,  o?.-i 
=  1,    r;_i,    r;._a  .   .   .  r2,  r, 

Diese  Beziehungen  ermöglichen  es  noch,  die  allgemeine  Bediuguug 
der  Teilbarkeit  nach  dem  zweiten  Verfahren  noch  in  anderer  Weise 
zu  fassen. 

Es  war 

lt>*  .  *  -f  y  e=  0  mod.  p 

wenn 

x  -f  q  ky  =  0 

Nun  ist 

qk  SS  Ok 

daher  die  Bedingung  der  Teilbarkeit: 

x  -f  Oky  es  0  mod.  p 

und  die  Regel: 

Eine  Zuld  ll*x-f-y  ist  teübar  durch 
p        |u  n-f« 
x-f  (ff*-f  /»  ==  0  mod.  /> 

roif*  tfi  derjenige  Teilbarkeitscoefficient  ist ,  t/er  tn  der  Periode 
ran  1  —  o0  06  rifcfoair/*  gezählt,  an  kter  isteile  steht,  f  aber 
eine  beliebige  ganze  Zahl  ist, 

Beispiel:  1121698172:41. 

Teilbarkeitscoefficienten  für  41: 

1,    10,    18,    16,  —4 

Nach  (7)  ist  dann,  wenn  /  —  0  gesetzt  wird: 
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lC4x-j-#  =  0  weuu  x-f-10y  =  0 
10*x-fy--0  „  jc  +  \KV~0 
10  x-j-y^O     „      r  —  iy  ==0 

1  121  69  |  8172 
+81720 

1933  |  8!) 

+  1424  32  |  8 

336  |  2  -32 
—  8  0 

durch  41  teilbar. 

Es  möge  schliesslich  noch  erwähnt  sein ,  dass  das  zweite  Ver- 
fahren gegen  das  ersterc  einen  Nachteil  hat. 

Geht  die  Zahl  z  durch  />  geteilt  nicht  auf,  so  liefert  die  Unter- 
suchung des  Ausdrucks  (1)  direet  deu  Rest  der  Division.    Denn  da 

*  =  «o~f<Tiri~r-fl*r*  •  •  •  +  a»r"  ni0i'-  P 
ist,  so  muss,  wenn 

2  =  r  mod  p 

auch 

aü  +  öiri  •  •  •  4~  a»r*  =  r  mod.  p 

seiu.  Der  Kest,  den  dieser  Ausdruck  ergiebt,  ist  auch  der  Rest  der 
Zahl  2.    Anders  ist  es  nach  dem  zweiten  Verfahren.  Int 

2  =  10x-f-  V      r  m°d-  V 
und  die  Grösse  q  bestimmt,  so  ist 

1  qx-\-qjf  S  qr 

und  da 

\0q  ==  1 

80  ist  x-\-qy  S  qr 

Stellt  man  dio  Zahl  x-\-qy  wieder  in  der  Form  10x, -f-y,  dar,  so 
folgt,  wie  vorher 

und  dann  weiter 

u.  s.  f.  Der  Verkleinerung  der  Zahl  auf  der  linken  Seite  entspricht 
eine  Vergrösserung  auf  der  rechten,  uud  mau  muss  schliesslich  noch 
eiue  Coogruenz  lösen,  um  r  zu  bestimmen.    Zur  Vereinfachung  wird 
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man  allerdings  wieder  die  kleinsten  Reste  der  Potenzen  von  q  nach 
dem  Modulus  p  benutzen,  also  dio  Grössen  <r0,  u,  ff2  .  .  .  u.  8.  w. 

Beispiel:  Zu  uutersuchen 

287539  :  13 

Teilbarkeitscoefficienten  für  13: 

1,   -3,    -4,    -1,  3,  4 

Für  q  nehmen  wir  —9 

287  53  |9=      r  mod.  13 
81 


2867  |  2  =    4r  mod.  13 
18 

284  |  9     ~     3r  mod.  13 
81 


2i  .3  =  —  r  mod.  13 

r  =  —  203  rZ5  —  8  _^  5  mod.  13 
also  r  —  5. 
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V. 

Ueber  eine  besondere  Art  der  Affinität. 

Von 

H.  E.  Timerding 

in  Strassburg. 


Eine  allgemeine  affine  Transformation  des  Kauines  lässt  sieb, 
wenn  man  den  einen  im  Endlichen  gelegenen  Tunkt,  der  hierbei 
ungeündert  bleibt,  zum  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  wählt,  in  folgender  Form  darstellen: 

!yi  =  »ii*i  +  ««*t  +  «i»*a 

indem  x„  x„  r3  die  Coordinaton  des  ursprünglichen,  yn  y,,  y3  die 
des  transformirten  Punktes  bezeichnen.  Wir  frageu  nun,  welche 
geometrische  Bedeutung  es  hat,  wenn  zwischen  den  neun  Cocffi- 
cienten  der  Substitutionsgleichungen  die  drei  Beziehungen 

(2)  a|2  —  <i„,    au  —  <?„,    ai3  =  a32 

bestehen. 

Durch  die  affine  Verwandtschaft  gehen  parallele  Gerade  wieder 
in  parallelo  Gerade  über,  und  beliebige  Paare  homologer  Strecken 
auf  zwei  entsprechenden  Geraden  stehen  zu  einander  in  demselben 
Verhältniss.  Dieses  Verhältniss  hängt  nur  von  der  Richtung 
der  ursprünglichen  oder    transformirten  Geraden  ab.    Seien  von 
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von  irgend  einer  Strecke  auf  der  erstcren  x, ,  xa,  x3  die  Projectio- 
nen  auf  die  Coordinatenaxen,  so  ist  das  zu  alleu  Geraden  vou  der- 
selben Richtung  gehörende  Vergrösserungsmass  fi  durch  die  Glei- 
chung bestimmt: 

(aux1-fa1,r8+al3T8)«+(o8ly1+^s-(-aMa-3)»-f(aslrlH-n3rr, 

fS)  ui  

(3)  *  v+v+v 

Durch  die  affine  Verwandtschaft  gehen  parallele  Ebenen  wieder 
in  parallele  Ebenen  über,  und  entsprechende  Ebenen  siud  ihrerseits 
affin  mit  einander  verwandt,  die  Flächen  aller  Figuren  in  der  trans- 
formirten  Ebene  erscheinen  den  homologen  in  der  ursprünglichen 
Ebene  gegenüber  in  demselben  Masse  vergrössert  (oder  verkleinert). 
Dieses  Vergrösserungsmass  M  wird  für  die  Ebenen 

uixl-\-utXf+-u3Zz  =  co  US  t  an  t 

durch  die  Gleichung  bestimmt: 

wenn  -4^  die  dem  Elemente  adjungirte  Unterdeterminante  der 
Determinante 

(5)  A  —  £  ±  ou«Mass 

bestimmt,  die  nicht  verschwinden  darf. 

Gelten  nun  die  Bestimmungen  (2),  so  wollen  wir  schreiben 

6)      t'Ux  ))  -  <»„ xl»-f-a,jX1J-f-aÄ3x3s-|-2ajl3xslx3-}-2cr31»3X1-r.2o1,xl  xt 

und  setzen  die  halben  partiellen  Derivirten  dieser  Function  nach 
den  Veränderlichen 

!anxi  +  + aisx&  k 
o^Xj-t-a^Xj-f  0^3X3  —  /j 

Es  ist  dann  also 

(9)     and  tf+ff+tf  -  1 

ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides  2S,  dem  die  Kugel  K  mit  dem  Ra- 
dius 1  um  den  Ursprung  0  entspricht,  uud  dessen  Radien  vectoren 
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den  reciproken  Wert  der  Linienvergrösserung  für  alle  Geradeu  ihrer 
Richtung  angeben. 

Setzen  wir  ferner 

(10)  F((u))  =  ^u«i,4-^2äV  +  ^S3"s24-2^23'*s"»  +  2All"S«*l 

und  die  halben  Derivirten  dieser  Function 

(11)  u,  +  Auut  -f  Anu3  =■  Ft 
^3iMi-M3s"»  +  M»4a«*3  =3  *3 

dann  wird 

(12)  v,  =-  £]((«)),   rs  =  Fs((r)),   »8  =  F,(f«>) 
wenn 

entsprechende  Ebenen  sind. 

13)  Ji'+jp+F,1  -  1 

ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides  £  in  Ebenencoordinateo.  Seine 
Tangentialebenen  entsprechen  den  Tangentialebenen  der  Kugel  A", 
und  die  Abstände  derselben  vom  Ursprünge  geben  den  reciproken 
Wert  der  Flächenvergrösserung  für  alle  Ebenen  von  derselben  Stel- 
lung an. 

Die  Gleichung 

(14)  f{{9))  -  l 

drückt  die  Bedingung  dafür  aus,  dass  der  Punkt  x  und  sein  ent- 
sprechender y  conjugirte  Punkte  bezüglich  der  Kugel  A'  sind  ,  deun 
diese  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben 

Ebenso  ist 

(15)  •  F((u))  -  1 

die  Bedingung  dafür,  dass  die  einander  entsprechenden  Ebenen  u 
und  v  bezüglich  der  Kugel  K  conjugirt  sind. 

Die  durch  die  Gleichungen  (14)  und  (15)  dargestellte  Fläche  F 
kann  uns  zugleich  mit  der  Kugel  K  dienen,  um  dio  Aftinität  aus 
zwei  polaren  Verwandtschaften  zusammenzusetzen.  Wir  ordnen 
einem  Punkte  seine  Polarebene  bezüglich  der  Fläche  F  zu  und  dieser 
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wieder  ihren  Pol  bezüglich  der  Kugel  A',  dann  entspricht  dieser  Pol 
dem  ersten  Punkte  in  unserer  affinen  Verwandtschaft  Wir  ersetzen 
nämlich  die  Gleichungen  (8)  durch  das  doppelte  System 

fi{{x)  =  Wi  =  yi 

indem  die  tr,  Ebenencoordinaten  bezeichnen.  Zu  einer  Ebcno  findet 
man  ihr  in  der  Affinität  entsprechende,  indem  man  ihren  Pol  bezüg- 
lich der  Fläche  F  und  von  diesem  Pole  die  Polare  bezl.  der  Kugel 
A'  sucht. 

Das  Ellipsoid  E  ist  bezüglich  der  Fläche  F  der  Kugel  K  reci- 
prok,  wird  also  von  den  Polen  ihrer  Tangentialebenen  gebildet  und 
von  den  Polaren  ihrer  Punkte  umhüllt.  Die  Hauptaxen  von  t  fallen 
darum  mit  den  Hauptaxen  von  F  zusammen.  Wählen  wir  diese 
Hauptaxen  gleichzeitig  zu  den  Axen  der  neuen  Coordinatensysteme, 
und  sei  in  diesem  dio  Gleichung  der  Fläche  F: 

dann  wird  die  Gleichung  der  Fläche  K 

wj    £-.)'+&)+&)'  -1 

Die  Affinität  wird  daun  durch  die  einfachen  Gleichungen  dargestellt 

Die  Linearvergrösseruug  wird  für  dio  Geraden  mit  den  Richtungs-, 
cosinus  l|,  ü„  A, 


und  die  Fläcbonvcrgrösserung  für  die  Ebenen,  deren  Normalen  die 
Richtungscosinus  v,,  v„  v:5  haben, 

r    aa*cr3*  1   er/  er,*  1    o,4  at* 

Bei  einer  beliebigen  affinen  Transformation  gehen  durch  den  im 
Endlichen  gelegenen,  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  drei  Gerade 
hindurch,  die  in  sich  selbst  transformirt  werdeu.  Wählt  man  sie  zu 
Axeu  eines  schiefwinkligen  Coordiuateusystems,  so  stellt  sich  die 
Transformation  durch  eben  solche  Gleichuugeu  wie  die  obigen  (19) 
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dar.   Aber  nur  für  die  oben  behandelte  besondere  Art  der  Affinität 
wird  das  schiefwinklige  Coordiuatensystem  zu  einem  rechtwinkligen 
Nach  Analogie  der  gleichseitigen  Hyperbel  and  des  gleichseitigen 
Kegels  könnte  man  diese  Art  der  Affinität  als  gleichseitige  Affinität 
bezeichnen. 

Auch  im  allgemeinen  Falle  lässt  sich  die  affine  Transformation 
aus  reciproken  Verwandtschaften  zusammensetzen.  Für  die  Ord- 
nungsflächen derselben  bilden  die  sich  selbst  entsprechenden  Linien 
ein  gemeinsames  System  conjugirter  Durchmesser.  Die  eino  der 
Flächen  ist  im  übrigen  willkürlich,  die  andere  ist  durch  sie  aber 
eindeutig  bestimmt;,  so  dass  die  quadratischen  Flächen  mit  jenem 
gemeinsamen  System  conjugirter  Durchmesser  durch  die  Affinität  in 
Paaren  einander  zugeordnet  werden. 

Auch  für  die  allgemeine  affiue  Verwandtschaft  hat  das  Ellipsoid 
E  eine  besondere  Bedeutung,  für  dessen  Punkte  der  Zähler  des  Bruches 
in  (3)  und  für  dessen  Tangentialebenen  der  Zähler  des  Bruches  in 
(4)  der  Einheit  gleich  wird.  Wenn  für  zwei  affine  Verwandtschaften 
dies  Ellipsoid  dasselbe  ist,  so  unterscheidet  sich  die  eine  von  der 
anderen  nur  durch  die  Hinzufügung  einer  blossen  Drehung.  Insbe- 
sondere ergiebt  sich  also,  dass  die  allgemeine  affiue  Transformation 
sich  aus  einer  gleichseitigen  und  einer  blossen  Drehung  zusammen- 
setzen lässt.  Irgend  eine  Figur  lässt  sich  durch  eine  gleichseitige 
Affinität  immer  in  eine  solche  verwandeln,  welche  der  aus  der  ersten 
durch  eine  ganz  beliebige  Affinität  erhaltenen  Figur  congruent  ist. 

Strassburg,  den  20.  April  1898. 
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VI. 

Ueber  Tetraeder,  deren  Seitenflächen  teilweise 
oder  sämtlich  gleich  sind,  und  über  das 
Hyperboloid  der  Höhen  beim  gleichseitigen 

Tetraeder. 

Von 

F.  August. 


Der  Herausgeber  dieses  Archivs  bat  in  der  Abhandlung:  Ueber 
aas  gleichseitige  und  das  Ilöbenscbnittstetraeder  (2.  Reihe,  Tl.  XVI, 
S.  257  and  333)  zwei  specielle  Arten  von  Tetraedern  betrachtet,  die 
durch  mancherlei  interessante  Eigenschaften  ausgezeichnet  sind. 
Namentlich  hat  er  nachgewiesen,  dass  bei  einem  gleichseitigen  Te- 
traeder, d.  h.  bei  einem  solchen,  dessen  Seitenflächen  gleich  gross 
sind,  diese  Seitenflächen  auch  congruente,  und  zwar  spitzwink- 
lige Dreiecke  sind.  Dieser  Nachweis  ist  durch  oiue  Rechnung  ge- 
fuhrt, die  zwar  ganz  einfach  ist,  mir  aber  doch  keinen  rechten  Ein- 
blick in  den  geometrischen  Zusammenhang  zu  gewähren  scheint.  Im 
Folgenden  will  ich  auf  rein  geometrischem  Wege  etwas  allgemeiner 
solche  Tetraeder  untersuchen,  bei  denen  gewisse  Seitenflächen  einander 
gleich  sind.  Hierbei  ergiebt  sich  im  besonderu  auch  der  H  oppe'sche 
Satz.  Daran  anschliesend  will  ich  die  Gleichung  des  Hyperboloids 
.aufstellen, das  durch  die  vier  Höhenlote  des  gleichseitigen  Tetraeders 
und  durch  die  vier  Höheuschnittlote,  d.  h.  die  in  den  Höhenschnitten 
der  Seitenflächen  auf  diesen  errichteten  Lote,  hindurchgeht.  Wegen 
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der  symmetrischen  Lage  dieser  acht  Geraden  beim  gleichseitigen 
Tetraeder  ist  die  Aufstellung  dieser  Gleichung  überaus  einfach, 
während  sie  beim  beliebigen  Tetraeder  bei  weitem  verwickelter  ist. 

Vorweg  sei  an  eine  bekannte  Eigenschaft  des  allgemeinen  Tetrae- 
ders erinnert :  Von  den  Goraden ,  die  die  Mitten  der  Kanten  eines 
Tetraeders  verbinden,  bilden  viermal  je  drei  die  Mittellinien  einer 
Seitenfläche  und  teilen  diese  in  vier  congruente  Dreiecke;  die  drei 
übrigen,  die  die  Mitten  der  Gegenkanten  verbinden,  halbiren  sich 
gegenseitig  im  Schwerpunkte  des  Tetraeders.  Wir  wollen  diese 
letzteren  drei  Geraden,  die  im  allgemeinen  schief  auf  einander 
stehen,  die  Tetracderaxen  neunen. 

I.   Tetraeder  mit  gleichen  Seitenflächen. 

Es  seien  Pv  P3,  J\  die  vier  Eckpunkte  eines  Tetraeders. 
(Siehe  die  Figur).  A,  C  seien  die  Halbirungspunkte  der  Kanten 
P,P„  PXP%,  PtPA,  A'B'C  diejenigen  der  Gegenkanten  P3PAt  P4P» 
P,PS. 

Die  Geraden  AA\  BB\  CG"  sind  die  Tetracderaxen.  Sie  hal- 
biren sich  im  Schwerpunkte  O. 

Sind  nun  zwei  Tetraederflächen  einander  gleich,  etwa  PtP%Pz 
und  i'jfVs,  so  sind  die  zur  gemeinschaftlichen  Kante  PtPs  in  bei- 
den gehörigen  Höhen  ciuauder  gleich,  also  auch  die  Hälften  dieser 
Höhen;  d.  h.  die  Kaute  PtP3  hat  von  den  ihr  parallelen  Geraden 
AC'  uud  A'C  gleichen  Abstand.  Projicirt  man  somit  die  Kaute  PtPs 
senkrecht  anf  die  Ebene  AC'  Ä  C,  so  hat  auch  die  Projection  von 
AC  und  A'C  gleichen  Abstand.  Sie  geht  deshalb  durch  0,  und  die 
projicirende  Ebene  enthält  die  Axe  BOB'  in  sich  und  ist  durch  die 
Punkte  PiPtB'  bestimmt.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Sind  zwei  Tetraederflächen  gleich,  so  steht  die  Ebene, 
die  durch  die  beiden  gemeinschaftliche  Kante  und  durch 
die  Mitte  der  Gegenkante  geht,  seukreebt  auf  der  Ebene 
durch  die  Mitten  der  vier  übrigen  Kanten.  Die  beiden 
gleichen  Flächen  haben  überdies  vom  Schwerpunkte  O 
gleichen  Abstaud. 

Durch  wiederholte  Anwendung  kommt  man  nun  zu  weiteren 
Folgerungen. 

Sind  zunächst  drei  Tetraederflächen  einander  gleich,  etwa  die 
drei  in  zusammenstossenden,  so  haben  sie  nach  dem  letzten  Teil 
des  ausgesprochenen  Satzes  alle  drei  von  O  gleichen  Abstand ,  und 
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die  Linie  Pt0  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  einge- 
schriebenen Kugel. 

Wichtiger  aber  erscheint  der  folgende  Fall: 

Sind  die  Tetraederflächen  paarweise  gleich,  wenn  etwa 

ptptpt  -  pxi\p3  uud  ptp,p4  -  p,/y>4 

so  stehen  nach  dem  ersten  Satze  die  Ebenen  1\PS' B'  und  P%P^B 
beide  senkrecht  auf  der  Ebene  ACA'C,  also  ist  ihre  Durchschuitts- 
kaote,  d.  h.  die  Axe  BB\  Lot  auf  dieser  Ebene  und  steht  deshalb 
auch  senkrecht  auf  den  Kanten  P,P8  und  -PaP4.  Lässt  man  das  Te- 
traeder um  BB'  eine  halbe  Drehung  macheu,  so  komm*,  es  wieder 
mit  sich  selbst  zur  Deckung,  die  gleichen  Seitenflächen  sind  con- 
gruent,  und  es  ist 

PtP%  =  P9P4    und    P9Pt  -  PJ\ 

Wir  haben  somit  weiter  den  Satz: 

Sind  von  den  Tetraederflächen  paarweise  je  zwei  ein- 
ander gleich,  so  steht  die  Axe,  die  durch  die  Mitten  der 
beiden  Kanten  geht,  in  denen  die  gleichen  Flächen  zu- 
sammenstossen ,  senkrecht  auf  jenen  Kanten  und  ist  ein 
Lot  auf  der  Ebene  durch  die  Mitten  der  vier  übrigen  Kan- 
ten. Von  diesen  vier  Kanten  sind  je  zwei  Gegenkanten 
einander  gleich.  Ueberdies  sind  die  gleichen  Flächen  auch 
congruent. 

Hieraas  folgt  danu  ohne  Weiteres: 

Im  gleichseitigen  Tetraeder  stehen  die  drei  Axeu  auf 
einander  senkrecht,  und  jede  Axe  ist  senkrecht  auf  den 
beiden  Seitenkanten,  deren  Mitten  sie  verbindet.  Die 
Gegenkanten  sind  einander  gleich.  Die  Seiteuflächen  sind 
congruent. 

In  jedem  Eckpunkt  des  gleichseitigen  Tetraeders  treten  als 
Seiten  der  körperlichen  Ecke  die  drei  Drcieckswinkel  einer  der 
cengruenten  Seitenflächen  auf.  Die  Summe  der  beiden  kleinsten 
Seiten  dieser  körperlichen  Ecke  ist  grösser  als  die  dritte,  d.  h.  die 
Summe  der  beiden  kleinsten  Winkel  einer  Seitenfläche  ist  grösser 
als  der  dritte.  Der  grösste  Winkel  der  Seitenflächen  ist  also  spitz, 
und  wir  können  den  Satz  zufügen: 
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Die  Seitenflächen  eines  gleichsoitigon  Tetraeders  siud 
congruente  spitzwinklige  Dreiecke. 

Der  Nachweis,  dass  die  Seitenflächen  spitzwinklig  sind,  ist  zu 
Anfang  des  Abschnittes  II.  noch  einmal  in  anderer  Weise  geführt. 

II.   Das  Höhenhyperboloid  beim  gleichseitigen 

Tetraeder. 

Es  seien  die  Längen  der  halben  Axen  des  gleichseitigen  Tetra- 
eders 

(JA  -  O,      OB  mm  |3,       OC  mm  y 

die  wir  im  allgemeinen  als  verschieden  annehmen.  Die  Richtungen 
dieser  drei  Strecken  seien  die  positiven  Coordinatenaxen. 

Dann  sind  die  Coordiuaten  der  Punkte 

P*  :     +  «i  -  ßt  -  y 

PA :     -  «i  —  ßi  +  f 
Die  Kanten  des  Tetraeders  sind 

a  «  Plp,  .  p,p4  _  2  Vp+ y' 

c  =  />,/><  =  />8P3=  2 
Siebt  man  die  Kanten  a,  2*,  c  als  gegeben  an,  so  ergiebt  sich 

«,  /?,  und  y  sind  also  nur  dann  alle  drei  reell,  wenn  die  Seiten- 
flächen spitzwinklige  Dreiecke  sind,  wie  am  Scbluss  des  Ab- 
schnittes I.  bereits  auf  auderem  Wege  bewiesen  war. 

Die  Seitenfläche  P9PSP^  schneidet  die  Axen  in  den  Punkten 
— «,  -  ß,  —  y,  hat  also  die  Gleichung 

a  1   ß  1   y  1 

und    dio  Richtungscosinus  ihrer   Normalen    verhalten   sich  wie 
Also  sind  durch  dio  Gleichungen 

«     P  7 
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-+(•+$  »-+(c+|> 

mit  variirendem  u  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  ersten  Höhcn- 
lotes  dargestellt. 

Um  zu  einem  der  drei  anderen  Höheulote  überzugehen ,  bat 
man  nur  vor  je  zwei  der  drei  Klammern  reebts  statt  des  positiven 
das  negative  Vorzeichen  zu  setzen. 

Ferner  sind  die  Gleichungen 

der  Ebene  durch  P„  lotrecht  zur  Geraden  PtP^  : 

(«-«)  .O-My+0)  .  20  -  {*+f)9f  -  0 
oder   (y  +  ß)ß  =  (*  +  y)y 

der  Ebene  durch  rs,  lotrecht  zur  Geraden  PAPS: 

(s-fy)y  =  (z+«)o 

der  Ebene  durch  Pi  lotrecht  zur  Geraden  P3PS  : 

(x-fa)o  -  (jr  +  ftß 

Sind  zwei  dieser  Gleichungen  erfüllt,  so  ist  es  auch  die  dritte 
Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  nämlich  in  dem 
Lote,  das  im  Höhenschnitt  des  Dreiecks  P9P9P4  auf  der  Ebene  dieses 
Dreiecks  errichtet  ist,  und  das  wir  das  erste  Ilöhenschnittlot 
nennen  wollen.   Setzt  man 

oder 

— («+;).  »—(«■»  —  (h-9 

so  beschreibt  der  Puukt  x,  y,  g  mit  variirendem  u  das  erste  Ilöhen- 
schnittlot. 

Um  zu  einem  der  drei  anderen  Höheuscbnittlote  überzugehen, 
hat  man  nur  vor  je  zwei  der  drei  Klammern  rechts  statt  des  nega- 
tiven das  positive  Vorzeichen  zu  setzen. 

Wir  haben  also  das  Resultat: 
Durch  die  Gleichungen 

i)   --±('f;).  r-±(H-£),  —  ±(h-J) 

mit  dem  Parameter  u  sind  je  nach  Wahl  der  Vorzeichen  acht  Gerade 
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dargestellt,  und  zwar  jo  eiu  Höheulot,  wenn  die  ZaLl  der  positiven 
Vorzeichen  ungerade  ist,  das  entsprechende  Höheuschnittlot  aber  bei 
entgegengesetzter  Wahl  der  Vorzeichen. 

Wir  betrachten  nun  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  der  Glei- 
chung 

2)  Ax*  +  Byt+  tV  +  /;  -  0 

und  untersuchen,  ob  es  möglich  ist,  die  Coefticieuten  derselben  so 
zu  bestimmen,  dass  sie  alle  Punkte  einer  der  acht  Geraden  1)  ent- 
hält. Dies  führt  iu  allen  acht  Fällen  auf  dieselbe  Bediugung,  näm- 
lich auf  die,  dass 

3)  A  («+  ?y  +  B  -f-  C  (y  f  ")*  +  D  -  l) 

für  alle  Werte  von  u  seiu  muss.    Hieraus  folgon  die  Gleichungen 

Aa*+Bß*+  Cy*-f  D  -  0 

4)  A+K  +  C  =0 

Aus  den  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  folgt 

A-'{1r>-lß>)>  c~i&-i«) 

und  dann  aus  der  ersten 
alio 

•vv  • D  ^ 


ft4(tfl_  y»,  +  f*4<  y4  _  B*j  +  y4  (ft*  _  (3  |} 


Mithin  ist  die  Gleichung  der  Fläche  2)  nach  einigen  Umformungen 

5)    a«  (0*  —  y«)     -f  0* (y2  -  a2) +  y2(«2  —  /J2;*2 

+(«•-  PW-yW-«1)  -  o 

Die  Gleichung  5)  stellt  also  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nuug  dar,  auf  der  die  sämtlichen  acht  Geraden  1)  d.  b. 
die  vier  Höhenlote  und  die  vier  Höhenschnittlote,  lie- 
gen.   Diese  Fläche  neunen  wir  das  Höhenbyperboloid. 
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Die  Halbaxen  des  HöhcDhyperboIoids  sind: 

Ist  o>/3>y,  so  ist  der  zwcito  dieser  drei  Werte  imaginär, 
die  beiden  andern  sind  reell.  Die  Fläche  ist  also  ein  (oinschaligea) 
Hyperboloid,  dessen  reelle  Halbaxen  in  die  x  Axe  und  in  die  *  Axe 

fallen. 

Singuläre  Fälle  treten  ein,  wenn  die  Werte  af  ß,  y  nicht  sämt- 
lich verschieden  sind. 

Sind  zwei  dieser  drei  Werte  einander  gleich,  etwa 

•  =  ß<r 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  4) 

D  -  0,    C  -  0,    A  +  B  =  0 
Die  Gleichung  der  Fläche  wird 

*»  -      -  0 

1 

Die  Fläche  zerfällt  also  in  zwei  auf  einander  senkrechte  Ebenen. 
Dieser  Fall  kann  auch  als  Grenzfall  aus  dem  allgemeinen  Falle  ab- 
geleitet werden.    Die  Gleichung  5)  behält  ihre  Gültigkeit. 

Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  sind  alsdann  gleichschenklig, 
die  Hühcnlote  schneiden  sich  paarweise,  und  ebenso  die  ihnen  ent- 
sprechenden Uöhenschnittlote. 

Sind  alle  drei  Werte  a,  ß,  y  einander  gleich,  so  ergeben  die  Glei- 
chungen 4)  nur  die  Bedingungen 

Z)«=0,  A+B+C-Q 

Alle  Gleichungen  von  der  Form 

,4(x«  — a»)+J9(y»-.«)  -  o 

bei  beliebiger  Wahl  von  A  und  B  erfüllen  die  Bedingung.  Diese 
Gleichung  stellt  eine  Schar  von  Kegeln  dar,  die  eich  in  den  vier 
Geraden 

x»  =     -  »1 
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durchschneiden.  Die  acht  Geraden  1)  fallen  paarweise  in  je  eine 
dieser  vier  Geraden  zusammen.  Das  Tetraeder  ist  regulär,  die  Höhen 
schneiden  sich  in  0  und  sind  zugleich  Höhenschnittlote. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  zwei  specielle  Fälle  besprechen: 

Soll  das  Hyperboloid  5)  eine  Umdrohungs fläche  sein,  so 
muss  seiu 

«•(jS1— 7*)  =  y»<«*— ß*)%  oder 

d  b-  '"ÄS 

Wir  fällen  im  Dreieck  AOC  von  O  die  Scukrechto  auf  AC.  Deren 

cty 

Länge  ist  gleich—.-----;  ß  muss  also  gleich  der  Diagonale  eines 

Quadrats  sein,  dessen  Seite  gleich  jener  Senkrechten  ist,  damit  das 
Höhenhyperboloid  eine  Umdrehungsfläche  sei. 

Soll  einer  der  Hauptschnitte  des  Hyperboloids  eine  gleichseitige 
Hyperbel  sein,  z.  B.  der  in  der  xy  Ebene,  so  muss  sein 

A  +  B  —  0 

Da  aber  uach  der  Gleichung  4)  allgemein 

A  +  B  +  c =  n 

ist,  so  folgt  C  —  0  Diese  Bedingung  führt  also  auf  den  oben  be- 
sprochenen singuläreu  Fall,  wo  das  Hyperboloid  in  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Ebenen  zerfällt,  und  die  Seiteuflächeu  des  Tetrae- 
ders gleichschenklig  sind. 

Berlin,  im  October  1898. 
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VII. 

Die  Stellung  der  Venus  bei  ihrem  grössten 

Glänze. 

Von 

Prof.  Dr.  F.  W.  Fischer  in  Kempen  am  Rhein. 


Wcuü  man  deo  Lauf  eines  Planeten  auch  nur  einige  Zeit  mit 
Anwendung  eines  Fernrohres  von  ganz  massiger  Vergrößerung  oder 
gar  blos  mit  freiem  Ange  verfolgt,  so  erkeunt  man  leicht,  die  Zu- 
oder  Abnahme  der  Helligkeit,  mit  welcher  derselbe  zu  verschiedenen 
Zeiten  glänzt.  Mars  hat  als  untere  Helligkeitsgrcnze  nach  Prof. 
G.  Müller  die  Grösse  des  Regulus  gleich  1,5,  als  obere  die  Grössen- 
classe  —  2,7.  Für  Jupiter  ergaben  die  Messungeu  des  Prof.  G. 
Müller,  welche  in  den  Jahren  1878-  90,  also  während  des  ganzen 
Umlaufs  dieses  Planeten  ausgeführt  wurden ,  dass  die  mittlere  Op- 
pusitionshelligkeit  desselben  — 2}  Grösse  beträgt,  während  die  grösste 
Helligkeit,  als  der  Planet   in  Opposition  nahe    dem  Perihel  war, 

—  ^'/s  Grösse  erreichte.    Die  Helligkeit  der  Venus  spielte  zwischen 

—  3  Grössenclasse  als  Minimum  und  —4,5  Grösse  als  Maximum. 

Wenn  nun  zwar  die  Differenz  der  Helligkeitsgrenzen  beim  Mars 
diejenige  der  Venus  übertrifft,  so  fällt  doch  der  Glanz  der  Venus 
in  seinem  Maximum  mehr  auf,  als  der  des  Mars,  weil  der  erstero 
im  Maximum  den  letzteren  beinahe  um  zwei  Grössenclassen 
übertrifft,  der  Glanz  der  Venus  also  dann  6  mal  so  gross  ist,  als 
der  des  Mars,  so  dass  die  Venus  zuweilen  unter  günstigen  Umstän- 
den bei  Tage  mit  freiem  Auge  gesehen  wird. 

Auffallend  ist  ferner,  dass  der  grösste  Glanz  der  Venus  nicht, 
wie  man  erwarten  sollte,  znr  Zeit  der  grössten  Elongationen  oder 
nahe  bei  den  oberen  Conjunctionen  stattfindet,  sondern  in  der  Nähe 
der  unteren  Conjunctionen.  Deswegen  haben  schon  früher  Halley 
und  andere  untersucht,  wie  die  Stellung  der  Venus  zur  Erde 
und  Sonne  sein  müsse,  dass  ihr  Lichtglanz  für  einen  Beobachter  auf 
der  Erde  den  grössten  Wert  habe.  Diese  Frage  soll  auch  hier  be- 
handelt werden. 
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Es  sei  S  die  Soune,  T  die  Erde,  V  der  Mittclpuukt  der  Venus, 
cabd  ein  Hauptkreis  derselben  in  der  Ebene  STV;  ferner  sei  ab 
senkr.  auf  SV  uud  cd  seukr.  auf  TV.  Es  ist  nun,  wenn  Bogen 
acb  —  180°  das  Mass  der  erleuchteten  Halbkugel  der  Venus,  Bogen 
ca  das  Mass  ihres  sichtbaren  Teiles;  ferner  ist  ab  die  orthogra- 
phische Protection  von  acb,  so  wie,  wenn  man  noch  ce  senkr.  auf 
ab  zieht,  ae  die  Projection  von  ac  Es  verhält  sich  also  der  er- 
leuchtete Teil  zum  sichtbaren  Teile,  wie  bca  zu  ca  oder  auch  wie 
ab  :  ae.    Bezeichnet  man  Wkl.  SVT  mit  t>,  so  ist,  weil 

Wkt.  S  VT  -  b  Vc  =  y,     Wkl.  a  Vc  =  180°  -  v 

Es  verhält  sich  also  jetzt,  wenn  man  die  Oberfläche  der  erleuchteten 
Halbkugel  =  1,  den  sichtbaren  Teil  derselben  —  m  setzt, 


daher  ist 


Ist  nun  die  Lichtstärke  der  Fläche  1  in  dor  Entfernung  J  gleich  1, 
so  ist  für  die  Fläche  m,  in  der  Entfernung  TV  —  da  die  Licht- 
stärke umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung,  die 
Lichtstärke 


Um  zu  bestimmen,  wann  dieser  Ausdruck  ein  Maximum  werde, 
differentiiro  man  ihn  und  setze  das  Differential  =  ü.   Es  wird  dann 


1  ♦  m  ssr  ab  :  ae 


oder,  wenn 


ist,  wird 


ab  —  2g  ist,  woraus 
e.a  —  g~  Ve  =  o(l-f  COS»)  =  2g  COS*^ 

v 

1  :  m  =  2y  :  2g  cos2 


dL  - 


-  0 


oder 


cos  ^  </y  =»  —  2  •  ßm  2  • tlv 


also 
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Mau  suche  jetzt  noch  einen  anderen  Wert  für  ~  aus  dem  Dreieck 

dv 

STV  Es  ist,  wenn  man  die  Entfernung  ST  der  Erde  von  der 
Sonne  mit  /?,  die  Entfernung  SV  der  Venus  von  der  Sonue  mit  r, 

die  Eutferuung  TV  mit  y  und  den  Winkel  STVf  die  Elongatiou  der 

Venus,  mit  T  bezeichnet, 

Ä«  -=  r»-f     -  2r^cosy 
wenn  man  differcutiirt, 

0  —  2ydy-\-2rys'm»dv  -  2rC0B  vdy 

dy  rya'mv 
dv  y  —  rco<io 

und  da 

r  .  sin  v  =  7*sin  T  uud 
y  —  rcosü  +  Zfcos  T  ist, 

3)  Jv  y.  taug  T 

Aus  2)  und  3)  folgt 

4)  taug  *  =  2  taug  7'   und,  da 

sin  r  —  rR  .  sint?  ist, 


w  •  81,1  " 
»      sin  T  K 


Ä     sin  *     2  .  sin  *  .  cos  -J 


008  2  (/l-^.sin«, 

siu*v  y 

Ter»"  i6  -C08  2 


R,         4  910«  j.w.^ 


4r,  -  cos*  a  +  cos*  2  =  4  cos»  :2 
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cos«  ^+  3  cos»  ä-i551 


C0S  2  6  *  V  12r«  +  36 


36 

5)  cos  \  =  ±  j/-  ^  ±  ^  V3Ä«  +  r* 

Setzt  man  iu  Gl.  5)  R  =  1  und  r  =  0,7233,  welcher  Wert  die 
Laibe  grosse  Achse  der  weuig  excentrischen  Veuusbahu  augibt,  wenu 
die  mittlere  Entfernung  der  Erde  auf  der  Souue  -»  1  ist,  so  wird 


■ 

V 


cos  2  ~  ±  0,2658 
woraus  (zuuächst  für  den  positiven  Wert) 

?~58<>f>S'  U1,d 

6)  0-117«  66' 

Ferner  erhalt  man  den  Wert  für  die  Elongation  T  aus  der 
Gleichung 

.   nt      sin  v  ■  r 

Es  ergibt  sich 

7)  T  -  39°  43' 

Aus  Gl.  6)  und  7)  findet  sich  danu  der  Wert  für  WM.  TSV  =  S, 
nämlich 

8)  5  -  22°  21' 
Um  noch  #  zu  finden,  hat  man 

R  sin  S 

y  —  — = — — 

woraus 

9)  y  =  0,4304  ist. 

Zuletzt  findet  man  nach  Gl.  1),  6)  und  9)  die  Lichtstarke 

10)  L  =  1,4347 
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Aus  Gl.  8)  ergibt  sieb,  dass  der  grösste  Glanz  der  Venus  dann 
stattfindet,  wenn  ihr  Radiusvector  mit  dem  nach  der  Erde  einen 
Winkel 

S  =  22°  21' 

macht.  Da  nun  die  mittlere  Bewegung  der  Venus  täglich  1,6  Grad, 
die  der  Erde  0,9863  Grad  beträgt,  so  eilt  die  erstore  der  letzteren 
täglich  um  0,6137  Grad  voraus;  es  werden  also  von  der  Conjunction 
beider  Himmelskörper  bis  zu  der  Stellung,  in  welcher  ihre  Radien- 
veetoren  den  Winkel 

S-  22*21' 

bilden,  so  viele  Tage  vergehen,  als  0,6137  Grad  in  22«  21'  =  22,35 
Grad  enthalten  ist,  d.  h. 

= 3M  Tagc 

Das  Licht  der  Venus  ist  also  am  stärksten  36  Tage  nach  ihrer 
onteren  Conjunction  oder  auch  vor  derselben,  da  der  Winkel  T  auch 
an  der  anderen  Seite  von  ST  liegen  kaun.  Die  Elongation  ist  dann 
39°  13'  (während  die  grössten  Elongationen  45°  bis  48°  betragen) 
and  ihre  Entfernung  von  der  Erde  beträgt  dann  0,4304  in  Teilen 
der  halben  grossen  Achse  der  Erdbahn.  Das  gefundene  Resultat 
stimmt  mit  den  Ergebnissen  der  Beobachtung  wol  überein. 

Wollte  man  die  angegebene  Rechnung  auch  auf  den  Mercur 
anwenden,  so  würde  man  durch  Substitution  von  r  0,387  und 
R  =  1  in  Gl.  5)  erhalten 


v       ,  i  /    1  ,     1  ,  


cos  3  =  ±  Vo,5y768 


l  «  39°  22' 

v  =  78°  44' 
Weiter  findet  sich 

T  =  22°  18'  20"  und 
S  =  78°  57'  40" 

Da  Mercur  täglich  ungefähr  um  4,094  Grad,  die  Erde  0,9863  Grad 
sieh  fortbewegt,   so  eilt  der  Mercur  der  Frde   tätlich  3.108  Grad 
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voraus.    Nach  25  Tagen  wird  daher  der  Winkel 

5  =  78°  57' 

sein,  d.  h.  in  25  Tagen  nach  der  untern  Conjnnction  würde  das 
Licht  des  Mercur,  bei  einerJEloogation  von  22°  18'  im  stärksten 
sein.   Die  grössten  Ausweichungen  des  Mercur  betragen  18§  bis  28°. 

Das  hier  gefundene  Resultat  kann  wol  besonders  wegen  der 
grossen  Excentricitat  der  Mercurbahn  (weshalb  man  r  nicht  als 
constant  nehmen  kann)  auf  Genauigkeit  wenig  Anspruch  machen. 


Kempen  (Rhein),  den  28.  Mai  1898. 
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VIII. 


Zum  Pappus'schen  Lehrsatz. 


Von 


1.  Verschieben  wir  das  Dreieck  ABC  in  die  Lage  ÄB'C,  so 
beschreiben  seine  Seiten  Paralellelogramme,  deren  Flächensumme 
gleich  null  ist.   Multipliciren  wir 


nach  Grassmann1)  ist 

AB  .  AA'  =  AB  .  AA'  sin  BAA' 

das  äussere  Product  der  Geraden  AB  und  AA' ,  dasselbe  ist  gleich 
dem  Flächeninhalte  des  Parallelogramms  ABB'A',  die  Relation  1) 
können  wir  somit  schreiben: 


Die  Gleichaug  (1)  drückt  den  Pappus'schen  Lehrsatz  in  seiner 
Allgemeinheit  aus. 


AB  +  BC+  CA-0 
mit    AA'  =  BB\   so  erhalten  wir  (Fig.  1.) 

AB  .  AA1  +  BC  •  BB'  +  CA  .  AA'  ==  0 


(1) 


oder 


ABB'A' -\-  BCC'B'  +  CAA'C  =  0 
ABB'A'  =  ACC'A'  +  CBB't" 


(2) 


1)  Gmsimsnn:  Die  lineare  Ansdehnangslehre  J.  Anfl.  1870.  pg.  «5. 
Tcrgl.  1.  c  5  29.  pg.  49. 
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Der  plan  im  et  risebe  Beweis  des  Satzes  ist  sehr  einfach  '),  wir 
wollen  im  folgenden  einen  trigonometrischen  Beweis  liefern  und 
daran  neue  Betrachtungen  knüpfen. 

2.   Verschieben  wir  das  Dreieck  ABC  in  der  Richtung 

6  =  Wkl.  BAA'  um  d  ==  AA' 

Nach  gewöhnlicher  Bezeichnung  haben  wir 

c  =  a  cos  ß  -j-  b  cos  a 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  d  sin  6  d.  i.  mit  der  Höbe 
des  Parallelogramms  ABB'A\  so  erhalten  wir  wegen 

cososinö  =  sin(ö— o)-f-sino  cosÖ 
cosjSsiufl  -  sin(0-f  ß)  —  sinjScosf? 

desind  —  ad  b\ü  (8 -\- ß) b  d  sin  (6 —  a)—dc08  6  (asiüß —  b&iün) 
Nun  ist 

ctsiii  ß  —  bsiu  a  sss  0,  somit 
dcs\n  0  =  a  </ sin  (0 -f Ärf sin  (0-a) 

oder 

ABB'C  —  CBB'C  +ACCA' 
u)  Wenn  0  =  90°,  so  ist 

cd  —  a n cos /?-f-£rf  cosa 

oder 

ad  —  ait,  -f  6*  (3) 

wenn  wir 

rfcos/?  —  fc„   dcosa=»fc  setzen. 

/?)    Ist  ausserdem  d  =-  c  (Fig.  2),  so  ist 

c*  =  a«COS0-f-6ccosa 

Bezeichnen  wir  mit  Au  Bx  die  Fusspunkte  der  Höhen  BAX, 
ABx,so  ist 

e  cos  «  —  AAX  —  o-f  «i 
neos,*  =■  BBX  —  *-f-6, 

wo    at  —  -CM,,   6t  —  CZ?,  ist,  somit  erhalten  wir 


1)  J.  B.  Henrici  Treutlein:  Lehrbuch  der  Klemcntur-Geometrie. 
Leipzig  1891.    Theil   1.  pg.  58.     Hoff  mann  ZUchr.  XXVI.  p.  257. 


Digitized  by  Google 


81 


ABBXAX  ist  aber  ein  Kreisvitreck,  somit  ist 

aax  =  bbx 

daher  geht  die  obige  Gleichung  über  in 


(4) 


was  den  Pythagoreischen  Lehrsatz  für  ein  schiefwinkliges  Dreieck 
gibt,  den  wir  auch  schreiben  können: 


y)  Ist  das  gegebene  Dreieck  bei  C  rechtwinklig,  somit  y  =  90°, 
so  ist  Fig.  3): 


und  3)  und  5)  gehen  in  den  gewöhnlichen  Pythagoreischen  Lehr- 
satz über. 

3.  Ist  D  Höhenschnittspnukt  des  Dreieckes  ABC,  so  können 
wir  sagen:  Der  Umkreis  des  Viereckes  AXBXAB,  sowie  der  Umkreis 
des  Viereckes  AXDBX  C  haben  AXBX  zur  gemeinschaftlichen  Sehne. 
Die  Senkrechte  im  Mittelpunkte  dieser  Sehne  ist  die  Centrale  beider 
Kreise;  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  von  AB  und  CD  hal- 
birt  die  Sehne  AXBX  senkrecht  (Fig.  2.) 

Der  Winkel  ADB  ist  Supplement  des  Winkels  ACB. 


4.  Es  sei  C  der  Schwerpunkt  des  Parallelogramms  ABB'  A\ 
ähnlich  A",  B"  für  die  Parallelogramme  BBCC\  ACC'A'  (Fig.  1.) 

Den  Eckpunkt  A  nehmen  wir  als  Anfangspunkt,  die  Seite  AB 
als  JT-achse,  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  dann  ist  c  die 
Abscisse  von  B. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  g,  t|  die  Coordinatcn  des  Scheitels 
C,  so  erhalten  wir: 

^'(ficosfl,  cfsiuö) 
Ä'(c-Heos0,  dmiß) 

kick.  d.  lUth.  u.  Vhy:  S  Ueihe,  T.  XV1L  0 


a1  -f-     —  2  ab  COS  y 


(5) 


wegen 


ax  mm  ^4Ccos(7r  — y)  «™  —  4  cos  y 


=  yliV/  =  A4' cos  a  =  y4Äcoso  =  .46'  —  b 
kx-  BN  -  BB'  cosfi  -  AB  cosß  -  BC  —  a 


Pas  Pappus'sehe  Dreieck. 
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C"(~-fdcOS0,  r/+</8iuft) 

A  V     ~  ~2~  ) 

/i  +  z/cosfl     V  +  dsmH\ 
Jf{      2  »    "     2  ) 

„  l'c-\~dcosß     r/sin  fi\ 

0  \   ~  ~  "T-; 

Das  Dreieck  A"  Jt"  C"  wollen  wir  als  das  Pappus'sche  Dreieck 
bezeichnen,  sein  Schwerpunkt 

d  sin0\ 


'    V  3  2   '    3  2 


Dieses  Dreieck  hat  folgende  Eigenschaften: 


a)  Seine  Seiten  sind  unabhängig  von  der  Grösse  der  Trans 
ation  cZ,  wie  von  der  Richtung  der  Trauslation  0,  es  ist 

A"&'  =  4?    Ä"C"  =  ^    CM"  =  ™ 

-0)  Die  Seiten  des  gegebenen  Dreieckes  sind  parallel  zu  den 
Seiten  des  Pappus'schen  Dreieckes. 

y)   /\A"B"C  ^  £  ,l£C. 

5)  Das  Pappus'sche  Dreieck  A"B"C"  liegt  zum  gegebenen 
Dreiecke  perspectivisch. 

€)  Für  gegebenes  d  ist  der  Ort  (7*")  der  Schwerpunkte  des  Pap- 
pus'schen Dreiecks  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  =  und  dessen  Mittel- 
punkt  im  Schwerpunkt   T  des  Dreieckes  ABC  liegt. 

t)  Für  gegebene  0  ist  der  Ort  (  7")  eine  Gerade,  welcho  durch 
den  Scherpunkt  T  des  gegebenen  Dreieckes  geht ,  unter  der  Rich- 
tung 0. 

i])  Wenn  Ä ,  Ii',  C"  Kreise  beschreiben  um  die  Punkte  Ay  be- 
ziehungsweise Ii,  C  mit  dem  Halbmesser  rf,  so  beschreiben  .4", 

C"  Kreise  um  (~^->        beziehungsweise  0^  mit 

dem  Halbmesser  ^  und  der  Schwerpunkt  3T    beschreibt  ebenfalls 

(>  4-  r    v  \  d 
g    .  tJj  mit  dem  Halbmesser  ^. 
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d)  Ist  T'  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes  A'B'C,  daun  ist 

rjy  'JlH    t£>"  rpt 

d.  i.  T"  halbirt  die  Strecke  Tl '. 

Involutorisch-quadratisehe  Verwandscliaft. 

5)  Die  Senkrechten  BAU  ABX  auf  die  Seiten  AC,  beziehungs- 
weise BC  schneiden  sich  im  Punkto  D  (Fig.  2).  Die  Verbindungs- 
linie DC  ist  senkrecht  zu  AB,  denn  die  Senkrechte  von  C  auf  AB, 
geht  durch  D>  den  Höhenschnittpunkt  des  Dreieckes  ABC.  So  ent- 
spricht dem  Puukte  C  eindeutig  der  Punkt  D\  und  umgekehrt,  wenn 
wir  vom  Dreiecke  ABD  statt  vom  Dreiecke  ABC  ausgehen. 

Die  Punkte  C,  D  sind  demnach  in  involutorischer  birationaler 
und  wie  wir  gleich  zeigen  werden,  quadratischer  Verwandschaft. 

Das  Coordiuateusystem  wie  in  Art.  4  vorausgesetzt ,  finden  wir 
für  den  Punkt  D 

x  ==*  'i 


woraus  wieder 


(6) 

*  =  n 

5  -  x 

x(c —  x) 

V  =    ~y    1  (7) 

folgt,  was  unsere  Behauptung  erhärtet. 

Die  Hauptpunkte  sind  den  beiden  Systemen  der  Punkte  (C) 
und  (D)  sind  die  Punkte  A  und  B  und  der  unendlich  entfernte 
Punkt  der  y  achse. 

Beschreibt  der  veränderliche  Scheitel  des  Dreieckes  ABC  die 
Gerade  <?,  welcher  kein  Hauptpuukt  angehört,  so  beschreibt  der 
Punkt  D  auf  Grund  angeführter  Verwandschaft  eine  Hyperbel,  welche 
durch  die  Punkte  A.  B  hindurchgeht  und  deren  eine  Asymptote  zur 
Geraden  AB,  die  andere  zur  Geraden  G  senkrecht  steht. 

Einer  Geraden  durch  den  Punkt  A  entspricht  eine  Hyperbel, 
welche  in  zwei  Gerade  zerfällt  und  zwar  in  die  y-Achse  und  in  die 
Gerade,  welche  durch  den  Punkt  B  hindurchgeht  und  auf  der  ge- 
gebenen Geraden  senkrecht  steht  u.  s.  w. 
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Wir  haben  also  bicr  mit  einem  Bpocielleu  Falle  einer  kvadra- 
tischen  Iuversiou  zu  tun,  welche  II ir st  in  seiner  Arbeit  „Ou  tho 
quadric  inversion  of  plane  enrves"  London  lfc(j5  untersuchte. 

6)  Entsprechende  Punkte  von  eODBtanter  Entfernung 

CD  =  d 

liegen  auf  zwei  Kreisen  (Fig.  4) 

x*-\-  y*  —  cje  i  rfy.= 0 

welche  symmetrisch  liegen  zur  A'- Achse.  Den  Punkten  des  Dogens 
LDK  entspricht  der  Bogen  ACD  des  anderen  Kreises  und  den  Bogen 
Lf)'K  des  ersten  Kreises  entspricht  der  Bogen  AC'B  des  zweiten 
Kreises.  Für  veränderliches  Verhalten  wir  ein  Kreisbüschel,  deren Ra- 
dicala/hso  die  A-achse  ist;  symmetrische  Kreise  dieses  Büschels  in 
Bezug  auf  die  Kadicalachse  gehören  zu  demselben  tl.  Für  */  —  0 
ist  C  =  D,  d.  i.  der  Kreis,  dessen  Durchmesser  AB  ist,  ist  der  sich 
selbst  entsprechende  Kegelschnitt  dieser  kvadratischen  Transfor- 
mation. 

7.  Wie  bekannt  entspricht  in  dieser  Transformation  einem 
Kegelschnitte  eine  rationale  Curve  4.  Ordnung  mit  den  Doppel- 
punkten in  den  Hauptpunkten  des  Systems.  Geht  der  Kegelschuitt 
durch  den  Punkt  J,  so  ist  die  trauslormirte  Curve  die  y  achse  und 
eine  rationale  Curve  dritter  Ordnung,  welche  eine  oder  drei  reelle 
Asymptoten  besitzt,  je  nachdem  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist.  Geht  der  Kegelschnitt  durch  die  Punkte  A  und  B, 
zerfüllt  die  transformirte  Curve  iu  die  y-achse,  und  in  die  Gerade, 
welche  durch  den  Punkt  A  geht  und  senkrecht  auf  der  Geraden  AB 
steht,  ferner  uoch  iu  einen  Kegelschnitt 

Zuletzt  wollen  wir  noch  die  Transformirte  der  Cissoide 

1/  *  ' 
»-•r^-v 

anführen.  Dieselbe  ist  die  doppelt  gezählte  y-achse  und  eine  ra- 
tionale Curve  dritter  Ordnung,  welche  einen  reellen  Doppelpunkt 
hat  für  «,  >>  c  \  einen  isolirten  Punkt  für  o,  <  c.  Für  a,  =  c  er- 
halten wir  wieder  eine  Cissoide,  welche  congruent  mit  der  gegebenen 
Cissoide,  nur  umgedreht  um  die  Seukrechte  auf  AB  im  Mittelpunkte 
S  dieser  Strecke. 
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Rationale  kvadratisch-rcciproke  Vcrurandscliaft. 

6)  Im  Art.  5.  sauen  wir,  dass  zwischen  deu  Punktsysteme»  C'(;,  ij) 
Dixy"1  eine  biratiouale  kvadratische  Vorwaudscbaft  besteht,  so  dass 
wenn  der  Puukt  C  eine  Gerade  6r(«,  v)  beschreibt,  der  outsprecheude 
Punkt  l)  eine  Hyperbel 

II  =  x(uy  —  cx)  -J-  cvx  -f-  y  —  0 

erzeugt,  welche  durch  die  Uauptpuukte  der  Puuktsysterae  (C),  (/)) 
bindorcbgeht 

9.  Eine  Asymptote  der  Hyperbel  //  ist  parallel  zur  y-aebse, 
die  zweite  steht  senkrecht  auf  der  Geraden  (i.  Umgekehrt  kann 
mau  jede  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  parallel  ist  zur  y-achse, 
und  welche  durch  deu  Anfangspunkt  und  den  Punkt  fi(e,  O)  hin- 
durchgeht, iu  eiue  Gerade  transformiren.  Eine  solche  Hyperbel  hat 
die  Gleichung 

H  —  x\nu  -\-  ny)  -j-  px  -f-  y  =  0 
Die  Coordinaten  der  zugeordneten  Geraden  siud  m,  -  n  uud 

AB  -  c  -  P~ 
m 

Bezeichnen  wir  nun  mit  St  deu  Mittelpunkt  der  Hyperbel  //, 
mit      tJt  seine  Coordiuaten,  so  ist 

1 

(«) 

(c-J-J?«)o 

*  -  -  — i- 

Dcr  Mittelpunkt  S,  liegt  demnach  immer  auf  einer  Senkrechten  auf 
der  Achse  X  iu  ihrem  Durchschnitte  mit  der  Geraden  G.  Umge- 
kehrt, wenn  wir  einen  Punkt  S,  als  Mittelpunkt  einer  Hyperbel  // 
betrachten,  so  ist  dieselbe  schon  bestimmt  (denn  wir  kennen  vou  ihr 
drei  Punkte  und  deu  Mittelpnuk)  .  Aus  deu  Gleichungen  8)  folgt 
auch  eindeutig 

1_ 

(9) 

wir  kennen  somit  «,  r,  demnach  die  Hyperbel  //  selbst. 

„Es  besteht  zwischen  der  Geraden  (!{n,  v)  und  dem  Punkte 
jS,(x,,  y, )  eine  rationale  kvadratische  Verwandschaft." 
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Eine  Curve  »ter  Ordnung,  welche  nicht  durch  die  Hauptpunkte 
hindurchgeht,  wird  in  eine  Curve  2»  ter  Ciasse  transformirt  und 
umgekehrt,  eine  Curve  »ter  Classe,  welche  nicht  die  Hauptgeraden 
zu  ihren  Tangenten  hat,  wird  in  eine  Curve  2uter  Ordnung  trans- 
formirt.   Schreiben  wir  die  Gleichung  der  Curve  »ter  Ciasso 

Cn  ~  g>H  -\-  tf  „_i  4-  •  •  •  +  Ti  4"  <Po  =  ^ 

wo  <p„  eine  homogene  Function  in  den  Tangeutialcoordinaten  u,  v 
ist,  so  ist  die  Gleichung  der  transformirtcu  Curve 

Cas^  +  t,^- «)0»-i-f-.  .  . +  x1»(2x1-c)»<D0  -  0  (lö) 

w©  Oh  das  Resultat  der  Substitution  von  — (2j,  ~c),  —  »y,  für  » 
beziehungsweise  »  in  bedeutet,  daher  ein  Polynom  fcten  Grades 
in  Bezug  auf  x„  yt  ist,  nämlich 

l 

<Da-  ==   £   (— >,  —  <?)*+* 

Die  Hauptpuukte  sind        oj   und  der  uueudlich  entfernte  Punkt 

der  y^Achse,  iu  welchem  zwei  Hauptpunkte  sich  vereinigen  Aus 
diesem  Gruudc  erhellt  auch  der  Parallelismus  der  Asymptoten  mit 
der  y-Achse,  so  wie  aus  der  Gl.  (10). 

Aehnlich  würde  man  verfahren  bei  der  Transformation  eiuer 
Curve  »ter  Ordnung  O  mittelst  der  Gleichungen  (8'. 

9.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  sich  die  Gerade  G  um  einen 
ihrer  Punkte  (roy0)  dreht. 

Für  jede  Lage  der  Geraden  G  gilt  somit: 

*o  "  +  I/o  0  +  1  —  0 

und  für  den  betreffenden  Mittelpunkt  ,y,)  zugeordneter  Hyperbel 
//  hat  man  mittelst  Gl.  (9) 

2}V  -  («+f2'o)«,i  -  .'/oy,  +  r°-  -  0  (11) 

Dreht  sich  nun  die  Gerade  g  um  ihreu  Punkt  |x0,  y0),  so  be- 
schreibt der  entsprechende  Mittelpunkt  «*>',  eine  Parabel  77.  deren 
Gleichung  (11):  d.  i.  dem  Strahleubüschcl  (xoy0)  entspricht  die  Pa- 
rabel 17,  welche  durch  die  Hauptpunkte  unserer  Transformation  hin- 
durchgeht. 

Zwei  Punkten  (*0,  y0)  (*',  y)  als  Scheiteln  zweier  Strahlen- 
büichel  entsprechen  zwei  Parabeln,  welche  ausser  den  Hauptpunkten 


Digitized  by  Google 


Zahradmk.  Zum  Pappu»'»chen  Lehrsalt. 


87 


der  Trausforniation  noch  einen  Puukt  gemein  haben,  und  zwar  den- 
jeuigeu  Punkt,  der  zugeordnet  ist  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
yoO,  (■*',  y')  nach  dem  Gesetze  («.')• 

10.  Betrachten  wir  nun  umgekehrt  die  Gerade  G^v^)  als  Ort- 
ihrer  Punkte  Sx{i{,  y,),  also 

"0*1  +  V\V\  +  1  0  0 
Beschreibt  nuu  der  Punkt  S,  die  Gerado  (/,  so  hüllt  die  dem 
Punkte  St  entsprechende  Gerade  die  Parabel 

m(u  —  cv0 1?)  —  u0  u  —  2f0  v  =»  0  (12) 

Dass  der  Kegelschnitt  (1.)  eine  Parabel  ist,  erhellt  schon  daraus, 
dass  der  Gleichung  (12)  durch  u  =  0,  t;  —  0  genüge  geleistet  wird, 
d.  i.  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt  ihn. 

11.  Die  Coordinateu  des  Scheitels  <•(»,  tj)  der  Parabel  77,  welche 
dem  Strahlenbüschel  (jr0y0^  entspricht,  sind: 


f/  —  - 

aus  welchen  wieder 


(13) 


4*-c 

(2»-«}» 


(14) 


Ist  also  ein  Puukt  7V0,.y0)  gegeben  als  Scheitel  eines  Strahlen- 
büschels ,  so  ist  hiemit  auch  der  Scheitel  V  der  Parabel  II  be- 
stimmt, und  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  (!,  »/)  als  Scheitel  einer 
Parabel  11  entspricht  ein  Puukt  (a-0y0)  als  Scheitel  eines  Strahlen- 
büschels. 

Die  Punkte  (x0,  ^0),  (*i,  ?)  stehen  somit  in  birationaler  Verwand- 
schaft und  wie  aus  deu  Gleiehuugen  (18)  oder  (14)  ersichtlich  ist, 
in  einer  kvadratischen.  Das  Punktsystem  T  ist  somit  mit  dem  Punkt- 
system V  in  Crcmouascher  Verwaudschaft,  ebenso  wie  das  Punkt- 
system C  mit  dem  Punktsystem  D. 

Dem  gemäss  können  wir  immer  eine  Gerade  Huden,  welche  durch 
einen  Punkt  T  geht,  für  welchen  St  mit  V  zusammenfällt. 

Der  Ort  der  Punkte  (7'),  für  welche  VT  constaut  ist,  ist  eine 
Curve  vierter  Ordnung. 

Bezeichnen  wir  mit  N  den  Fusspuukt  der  Senkrechten  aus  S\ 
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auf  die  Gerade  tf,  so  linden  wir  geometrisch  oder  analytisch  gleich, 
üass  der  Ort  der  Punkte  S,,  welche  von  der  entsprechenden  Geradeu 
eine  constante  Entfernung  d  haben,  eine  Curve  vierter  Ordnung  ist, 
nämlich 

*ajrt*-*<[fcfc-e]'+A«)-.0 

Die  Einhüllende  der  Geraden  G,  welche  von  ihren  entsprechen- 
den Punkten  eino  constante  Entfernung  d  haben,  ist  eine  Curve 
sechster  Gasse 

C(i  =  u4(«*-{-p'i)i/!!-(2-fctt)i»4  =  0 
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IX. 

Zur  Kegelschnittslehre. 

Von 

Dr.  K  Zahradnik 


I.  Tangentenconstruction. 

Die  Coordinaten  ar,  y  eines  beliebigen  Punktes  M  des  Kegel- 
schnittes 

yt  <=,  2px  -<F*  1) 

können  wir  bekanntlich  rational  ausdrucken  mit  Hilfe  eines  Para- 
meters   u  —  tgJ/OJf,  nämlich 


2pu 


Die  Tangente  des  Kegelschnittpunktes  M  lautet: 

2uy  -  (u*  —  q)x  —  IV 

Dieselbe  schneidet  die  Tangente  d  3  Scheitels  4,  welcher  zum 
Anfangspunkt  O  der  Coordiuaten  diametral  liegt,  im  Punkte  3itt 
dessen  Coordinaten 

sind. 
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Der  Leitstrahl  OM  des  Punktes  M  schneidet  die  Tangente  des 
Scheitels  A  im  Punkte  Ji,  dessen  Coordinaten 


(4) 


sind.  Der  Punkt  A/,  halbirt  somit  die  Strecke  AB  (Fig.  1),  woraus 
sich  nachstehende  Tangentenconstruction  eines  Centralkegclschnittes 
ergiebt. 

Aus  dem  Centrum  »S  des  gegebenen  Kegelschnittes 
ziehe  eine  Parallele  mit  dem  Leitstrahl  OM,  welche  die 
Tangente  des  Scheitelpunktes  A  im   Punkte    Mt  trifft. 

A/A/,  ist  die  verlangte  Tangeuto". 

2.  Hätten  wir  einen  anderen  Punkt  O'  zum  Anfangspunkt  der 
Coordiuaten  genommen,  dessen  Durchmesser  zur  A'-achse  und  dessen 
Tangente  zur  )'achse,  ändert  die  Kegelschnittsgleichung  ihre  Form 
nicht;  der  Parameter  ?*  ist  in  diesem  Falle  das  Teilverhältniss  des 
Strahles  OM  in  Bezug  auf  die  Coordinatonachsen  nämlich 

M  ~~  sin (MOV) 

Da  nun  weder  die  Gleichuugeu  (3)  noch  die  Gleichungen  (4) 
ihre  Form  ändern,  kommen  wir  zu  folgender  Tangentenconstruction 
des  Kegelschnittes.  „Der  Leitstrahl  O' M  schneidet  die  Tangente 
„des  Diametralpuuktes  Q  von  (7'  im  Punkte  IV.  Die  Verbindungs- 
linie des  Halbiruugspunktes  der  Strecke  QB  mit  dem  Punkte  .1/ 
,,die  verlangte  Tangeute  des  Punktes  Jf.*1 

Die  Coordinaten  der  Punkte  B  und  A/,  hängen  bloss  von  der 
Länge  der  Hauptachse  des  Kegelschnittes  und  vom  Parameter  u  ab, 
wir  können  somit  sagen:  Gegeben  sei  ein  Kegelschnittsbüschel  mit 
gemeinschaftlicher  Hauptachse  OA.  Durch  den  Puukt  O  ziehen  wir 
einen  Strahl,  welcher  die  Kegelschnitte  des  Büschels  in  den  Punkten 
J|W  schueidet,  und  die  Taugeute  des  andereu  gemeinschaftlichen 
Scheitels  A  im  Punkte  B.  Die  Verbindungslinien  A/,A/(r>  des  Hal- 
biruugspunktes A/,  der  Strecke  AB  mit  den  Punkten  A/<r>  sind 
Taugenten  an  die  entsprechenden  Kegelschnitte  des  Büschels. 

Dass  statt  der  Hauptachse  ein  Durchmesser  mit  den  Taugenten 
der  Endpunkte  gegeben  sein  kann,  ohne  dass  sich  die  Construction 
ändern  würde,  ist  nach  dem  vorhergehendem  klar. 
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3.  Es  sei  wieder  OA  dio  Hauptachse ,  Ta  die  Scheiteltangente, 
8  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  OA  dio  Xaehse  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems,  ferner  sei  O'Q  ein  Durchmesser  des  Kegel- 
schnittes, 7",  die  Tangente  des  Punktes  Q.  Projiciren  wir  deu  Punkt 
M  des  Kegelschnittes  aus  den  Punkten  O,  O'  auf  die  Tangenten  7«, 
beziehungsweise  Tq.  Es  seien  7J,  ii'  die  betreffenden  Projectionen. 
Nach  Art.  1  liegen  die  Halhirungspunkte  M'  der  Strecken  QB\ 
welche  den  Punkten  O'  (bei  veränderlichem  O'  am  Kegelschnitte) 
an  einer  Geraden,  welche  den  gegebenen  Kegelschnitt  im  Puukte  M 
berührt. 

Es  seien  umgekehrt  nun  die  Punkte  O,  O'  fest  am  Kegelschnitte, 
und  der  Punkt  M  veränderlich.  Für  jedi-n  Punkt  M  erhalten  wir 
zwei  Punkte  /i,  B' ,  ersten  auf  7a,  zweiten  auf  7«.  Bei  veränder- 
lichem M  umhüllen  die  Verbindungslinien  BB'  einen  Kegelschnitt, 
welcher  die  Tangenten  Ta  uud  Ty  berührt.  Synthetisch  ist  der  Be- 
weis an  der  Haud.  Projiciren  wir  nämlich  die  Puukte  des  gegebenen 
Kegelschnittes  aus  dessen  Scheitel  0  auf  seiue  Tangente  Ta ,  so  er- 
halten wir  auf  T„  eine  Punktreihe  (B).  Aehnlich  erhalten  wir  eine 
Ponktreihe  (B')  auf  7'7,  wenn  wir  aus  O'  die  Puukte  des  Kegel- 
schnittes auf  die  Tangente  des  Punktes  Q  projiciren,  welcher  zu  O 
diametral  liegt. 

Diese  zwei  Parameter  sind  projectivisch.    Denn  gehen  wir  von 

B  an  7a  aus,  so  betimmt  OB   den   Punkt  M    am  Kegelschnitte. 

0.\f  trifft  die  Tq  im  zugeordneten  Punkte  B' .  Umgekehrt  kom- 
men wir  eindeutig  vom  Punkte  B'  zum  Punkte  B.  Dio  Punkte 
B'  der  Geradeu  7'a,  Tq  sind  somit  in  eindeutiger  Verwandtschaft, 
d.  i.  die  Punktreihen  (B)  und  (B  )  sind  projectivisch,  was  zu  be- 
weisen war. 

4.  Analytisch  stellt  sich  der  Beweis  ebenso  leicht.  Es  sei  t 
de:  Parameter  vom  Punkte  O'  des  gegebenen  Kegelschnittes  und 
-r,  y  seiue  Coordinaten.  Der  Parameter  o  des  Punktes  Q,  welcher 
zu  O'  diametral  liegt,  folgt  aus  der  Relation 

Iv  «—  —  q 

ist  somit 


Bezeichnen  wir  mit  x',  y  dio  Coordinaten  von  Q,  so  erhalten  wir: 

V 

fo) 

f  -  - 
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Dasselbe  erhellt  auch  geometrisch,  denn  es  ist: 

x>  =  OA  -  KA  -  2  l-  —  x 

<i 

y'  -  UK~-y 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  wieder 

x         q  q 

y'  ~  ~-y         <  ~  9 

Die  Gleichung  der  Tangente  '/',,  ist 

2  qt  y  -f  q(q  -t*)jc  -  —  -2p  /-  (6) 
und  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  OM  ist 

(<-f  u)y  -(tu  =q)x  =  2p  (7) 

Die  Taugente  Y'v  schneidet  die  Verbindungslinie  OM  im  Punkte 
B',  dessen  Coordinaten 


'>pl(2q+t*  +  tu) 
</•'-' "H/M'  "  «0 

y  ^ 


(8) 


q  f  +  q){t—u) 

Als  Coordinaten  |,      der  Verbindungslinie         erhalten  wir: 

-</*-h'i(<*  +  </)«ä 

(9) 


\V(q-yiuf- 


-glqiu+t)  +-'"f-J 

Es  sei  uun  u  veränderlich,  d.  i.  der  Punkt  M  ändert  seine  Laue 

am  gegebenen  Kegelschnitte.  Die  Verbindungslinie  HU'  umhüllt 
eine  Curve,  welche  wie  ans  (9)  ersichtlich,  zweiter  Classe  ist,  und 
in  Tangenteucoordiuaten  oben  durch  die  Gleichungen  ('.')  dargestellt 
wird.    In  rechtwinkligen  Punktcoordinaten  lautet  ihre  Gleichung 

[3 tx  +  (q+»i*)f  - 4ptf+  4 [q  (<«  +  q  )  *H-2p^]  \qx  + 1  y  -  >p]  =  0 

(10) 

Aus  dieser  Gleichung  erkennen  wir,  dass  unabhängig  vou  der 
Lage  des  Punktes  O'  auf  dem  Kegelschnitte  die  Envcloppe  immer 
durch  den   Anfangspunkt  der  Coordinaten  O  geht  und  den  Leit- 
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strahl  OA*  des  Punktes  A',  welcher  diametral  zu  O'  ist,  in  O  berührt. 
Duron  den  Punkt  O'  d.  i.  mit  dem  Parameter  /  ist  schon  der  Kegel- 
schnitt (10)  bestimmt. 

Vier  Punkte  /2,  /3,  /4  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  ent- 
sprechen vier  Kegelschnitte  (10),  welche  sich  im  Punkte  0  unter  dem- 
selben Doppel verhältuiss  schueiden,  welche  jenen  Punkteu  entspricht, 
Dämlich  (<,,  U,  /s,  f4). 

5.  Allen  Punkten  des  gegebenen  Kegelschnittes  entspricht 
eine  Reihe  von  Kegelschnitten,  dessen  Enveloppo  eine  Curve  zwölfter 
Ordnung  ist.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  vier  Kegelschnitte 
(10)  hindurch,  welche  den  vier  Parametern  ^,  '2,  fa,  tA  somit  vier 
Punkten  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  entsprechen. 

Der  Ort  des  Punktes  {xy\  dessen  Kegelschnitte  harmonischen 
Punktgruppen  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  entsprechen,  oder 
anders  gesagt,  deren  entsprechende  vier  Kegelschnitte  sich  im  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  harmonisch  schueiden,  finden  wir,  weuu 
wir  die  Gleichung  (10)  nach  fallenden  Potenzen  von  t  ändern, 
nämlich 


Da  nuu  Au  Functionen  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  a-,  y  sind, 
so  ist  der  geometrische  Ort  eine  Curve  sechster  Ordnung. 

15.    Wenn  die  Coefhcieutcu  von  (11)  der  Bedingung 


so  schneiden  sich  die  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  den  Punkt 

(zy)  hindurch  gehen,  acquianharmouisch.  Aus  der  Gleichung  (12) 

folgt  unmittelbar,  dass  der  geometrische  Ort  solcher  Punkte  eine 
Curve  vierter  Ordnung  ist. 

7.  Aus  der  Gleichung  (8)  folgt  wieder,  dass  der  Ort  der  Punkte 
B\  wenn  M  fest  und  O'  veränderlich  ist,  eine  rationale  Curve  dritter 
Ordnung  ist,  welche  drei  reale  Asymptoten  hat,  wenn  der  gegebene 


A0 f4  -\-Att3-{-  A^t* -f  A*t  -f  At  =  0 
Die  Bedingung  der  Harmonicität  ')  ist 


(11) 


(12) 


1)  D.  H.  Durege,  „Eben?  Curven  dritter  Ordnung  1871.  Leipzig 
Po-  !*>• 
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Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  die  Curve  hat  eine  reale  und 
zwei  imaginäre  Asymptoten,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine 
Ellipse  ist. 

Die  unendlich  feruen  Punkte  der  rationalen  Curve  vierter  Ord- 
nung entsprechen  dem  Punkte  AI  und  den  unendlich  fernen  Punkten 
des  gegebenen  Kegelschnittes. 

8.  Für  die  Parabel  gilt  dieselbe  Taugenteuconstruction ,  man 
muss  bloss  darauf  Rücksicht  nehmen,  dass  der  Mittclpuukt  der  Parabel 
im  Unendlichen  liegt,  somit  alle  Durchmesser  parallel  sind. 

Ist  uuu  ein  Puukt  O  der  Parabel  gegeben,  dessen  Durch- 
messer und  seine  Tangente,  ausserdem  auch  ein  Puukt  der  Parabel, 
so  ziehen  durch  diesen  Punkt  eine  Parallele  mit  dem  Durchmesser 
OXy  welchen  die  Tangeute  OK  im  Punkte  B  schneidet  (Fig.  2.)  Die 

Verbindungslinie  MXM  des  Halbiruugspuuktes  Atx  der  Strecke  OB 
mit  dem  Punkte  AI  ist  die  verlangte  Taugeute.  Da  uun  DO  —  oP 
doun  es  ist  OAIt  —  PC  —  CM ,  so  ersehen  wir  das  Verhältuiss,  in 
dem  diese  Construction  der  Tangente  mit  jener  vermittelst  der  Sub- 
tangente  steht. 

9.  Die  angeführte  Taugenteuconstruction  folgt  auch  aus  dem 
Pascarschen  Satze,  wenn  wir  den  Kegelschnitt  als  gegeben  betrachten 
durch  zwei  parallele  Tangenten  mit  ihren  Berührungepunkteu  in  A 
resp.  B,  und  den  Punkt  AI.  Aus  dem  Pascal'schen  Sechsecke 
AABBMM,  wo  z.  B.  AA  die  gegebene  Tangeute  1*  mit  dem  Be- 
rührungspunkte A  ist,  findet  man  nach  dem  Schema  (Fig.  3). 

Ta  .  .  -  BAI  —  P  \ 

AB  .  .  •  MAI  (  n 

Tb   .    •  .  AIA  —  Q  ) 

Die  Verbindungslinie  PQ  von  7*«,  BAI  und  Th  .  MÄ  ist  die  Pas- 
calscbe  Gerade  des  Sechseckes  AA  B  BAI  AI.     Bestimmen  wir  nun 

R~  AB  .  PQ,  so  ist  AIR  die  gesuchte  Tangente  im  Punkte  AI  des 
gegebenen  Kegelschnittes.' 

Da  nun  Tn  ||  7*,  halbirt  AIR  die  Strecke  AP  im  Puukte  C,  und 
die  Strecke  BQ  im  Puukte  D.  Der  Halbirungspuukt  S  des  Durch- 
messers AAI  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  uud  somit  gilt 
wie  früher  SD  |  AAI,  DM=  'lm. 

Neue  Eigenschaft  eines  C'eutral-Kegelselinittes. 

10.  Gegeben  seien  zwei  Durchmesser  des  Kegelschnittes 
Q'Q,  AIN.    Die  Verbindungslinie  O' AI  schneidet  die  Taugenten  der 
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zu  O'M  diametralen  Punkte  Q,  N  in  den  Punkten  P,  Ä,  so,  dass 
man  bat  : 

MP  -  HO' 

Diese  Eigenschaft  beweisen  wir,  indem  wir  zeigen,  dass  die 

orthogonalen  Parallelprojectionen  dieser  Abschnitte  in  die  JC-achse 
gleich  sind.    (Fig.  4.) 

Es  seien  u,  t  dio  Parameter  der  Punkte  M,  O'.   Der  Parameter 

des  Punktes  Q  ist  —  *  (Art.  4),  somit  sind  die  Coordiuaten  von  V 

(Art  4.  Gl.  (6),  (7),  (8) 

•>?)/(2</-H»H-  tu) 

(8') 

2p  (-  5»  +  /*«) 

und  die  Coordinaten  des  Punktes  R  erhalten  wir,  wenn  wir  in  (8') 
t  mit  u  vertauschen,  nämlich : 

2pu(2q-\-n*  +  tu) 

x™  g(»«  +  q)  l«  -  I) 

(13) 

y     <z(«*-f  <z>(«-0 

Die  orthogonale  Projection  von  MP  in  die  X-achse  ist  gleich 
dem  Unterschiede  der  Abscissen  der  Puukte  P  uud  A/,  somit  gleich 

2pt(2qjj-t*+tu)  2P 

qit*  +  q)(t-u)  u*-fq 

oder 

2Pt  2pt<tu-\-<i)  2p 

Ebenso  bekommen  wir  für  die  orthogonale  Projection  von 
HC?  in  die  W  achse 

2p         _2pn  2pu(iu  +  q) 

**+q  ~  91»- U  «Z<«*-f 

Diese  Projectioncn  siud  identich  gleich,  denn  es  besteht 

2pt  2IAUu+g)  2p  2p  2pu_ 

q{t*  +  q)(t-u)       u*  +  q- P+q'T  ,/(<-«) 

Vpujtu  +  q) 


9G  Zahradnik:  Zur  Krgelschnitulehre. 

Uebertragen  wir  alle  Glieder  auf  die  linke  Seite,  und  kürzen  mit 

2» 

so  erhalten  wir  uaeh  kurzer  Reduction: 

</> 
oder 

(<*  +  q)  («z + g)  +  5«  =  e*  «f «2  +  2«) 
wo  die  Identität  schon  evident  ist.   Hieinit  ist  bewiesen,  dass 

MP  —  110' 

11.    Im  Falle  der  Ellipse  können  wir  kürzer  den  Beweis  fassen. 

Projiciren  wir  die  Figur  4.  orthogonal,  so  dass  die  Ellipse 
einen  Kreis  zur  Projection  hat  (Fig.  5.),  so  sind  die  Dreiecke  O'QP 
und  MNR  congruont,  denn  sie  sind  rechtwinklig,  ferner  ist 

Wkl.  NMR  =  Wkl.  PO'Q    uud    O  Q  -  MN 

somit  ist 

HM  -  o'P 

daher  auch 

MP  —  72  ()' 

Da  nun  diese  Relation  durch  parallele  Projection  sich  nicht 
ändert,  gilt  sie  auch  für  die  Ellipse. 
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X. 

Ableitung  der  Formeln  für 

sm(ß±y)    und   cos(|3  +  y) 

aus  trigonometrischen  Dreiecksfonneln. 

Von 

Dr.  Bochow 

in  Milseburg. 


Nach  den  neuen  Lehrplänen  arbeitet  der  Unter-Secundaner  be- 
reits mit  trigonometrischen  Dreiecksformeln,  während  erst  der  Ober« 
Sekundaner  die  goniometrischen  Additionsformeln  lernt.  So  ist  Gelegen  - 
beit  geboten,  den  Beweis  dieser  Additionsformeln  an  das  frühere 
Pensum  anzuknüpfen.  Und  mir  scheint,  dass  wir  diese  Gelegen- 
heit wol  benutzen  dürfen:  ist  es  doch  möglich,  den  Beweis  in  einer 
sehr  anschaulichen  Weise  an  einer  Figur  zu  führen,  welche  sich 
leicht  dem  Gedächtniss  einprägt.  Man  betrachte  Fig.  I.,  wie  über- 
sichtlich dieselbe  die  Teilausdrücke  bietet,  aus  denen  die  Additions- 
formeln zusammengesetzt  sind. 

Ich  nehme  an,  dass  der  „Sehnensatz"  in  der  Form  a  =»  2rsino 
durchgenommen  und  durch  vielfache  Anwendung  dem  Schüler  ver- 
traut sei.    Von  sonstigen  Formeln  brauchen  wir  nur 

sin  ( Jrc  —  a)  =»  cos  a,   cos  ( —  a)  —  sin  a 

sin($7r-f-«)  —  cosa,     sin(rc  —  a)  —  sin«,      cos(tc  —  a)  =  —  cosa 

Xun  sei  ABC  ein  Dreieck  im  Kreiso  M  vom  Radius  r,  ß  und  y 
seien  spitze  Winkel,  ob  o  spitz  oder  stumpf  ist,  ist  gleichgültig,  in 

Arch.  d.  Matk.  o.  Phjr».   2.  Reihe.  T.  XVII.  7 
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der  Figur  ist  a  stumpf,  ß  >  y.  Fälle  ich  die  Höhe  BD  auf  BC, 
uenue  ihren  zweiten  Schuittpuukt  mit  dem  Kreise  A'  und  ziehe  A'B 
uud  A'C\  so  ist 

Wkl.  CA'A  -  (*,    BA'A*=  y 

Die  Complementwiukel  vou  ß  und  y  nenne  ich  /S'  und  y%  also 

Wkl.  =  A'CB  =  0',    Wkl.  A'AC  =  «=  y' 

Daun  ist  nach  dem  Sehueusatz 


CA 

—  LVsiu  0 

—  2r  COS/T 

BA 

■=»  2rsiny 

—  2r  cos  y' 

BA' 

—  2rsin  ß' 

"»  2r  cos  |S 

CA' 

=  2rsiny' 

=  2rcosy 

also  die  vier  Sehnen  des  Kreises  stellen  die  vier  Functionen  Sinus 
und  Cosinus  von  ß  und  y  resp.  ß'  und  y'  dar.  Die  vier  rechtwink- 
ligen Dreiecke  bei  D  liefern  weiter 

AI)      2rsiii/2siny      LVcos     eos  y' 
CD=  2rsin0cosy  =  2r  eos.-f'sin  y' 
Iii)  =  2rsinycos0  -   2r  eosy' sin/3' 
^t'/>     2rcos/?cosy  =  2rsin  ß'  siny' 

Also  auf  den  Schenkeln  dieses  rechtwinkligen  Achsenkreuzes 
tiudeu  wir  die  Bestandteile  der  Summenformeln,  und  brauchen  nun, 
z.  B.  die  Formel  für  sin  (/*-f  y)  nur  einfach  abzuleseu: 

1)  Nach  dem  Sehnensatze  ist  einerseits 

2/ sin«  «  2m\ü(t4 +  y) 

andererseits  aber 

BC  =  CD+BD 

sss  2r sin ,i cos y-f-2r cos ß sin y 

also,  da  2r  sich  hebt, 

sin  (0  -j-  y)  =  sin  /3  cos  y -f-  cos  0  sin  y 

Dabei  sind  0  und  y  spitze  Winkel ,  es  ist  jedoch  ganz  gleichgültig 
ob  ihre  Summe  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist;  während 
bei  dem  gewöhnlich  benutzten  Beweise  bekanntlich  diese  Fälle  unter- 
schieden werden  müssen.  In  der  Figur  ist  ja  allerdings  ß-f-y^i^ 
nimmt  man  aber  anstatt  des  Dreiecks  ABC  das  andere  A'BC,  an- 
statt ß  und  y  die  Winkel  ß'  und  y\  so  ist  ß'  -\-y'  >  hn.  und  die 
Ableitung  für  sin(^'-j-y')  bleibt  dieselbe. 

2)  Ebenfalls  nach  dem  Sehneusatze  ist 
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AA'  —  2r  .  sin  ABA'  -  2r  .  sin {ß-\-y')  -  2rsiu  {ß  +  \n  —  y) 
=  2raiu[$*-f-(0-y)]  -  2>cos(0-y), 

anderseits 

AA'  —  2rcos/3co8y-f-:rsin/3siny 
also,  da  2r  sich  hebt, 

cos (ß  —  y)  —  cos/?  cos y  +  sin  ß  sin  y 

3)  Mit  einer  Hilfslinie  können  wir  diese  Formel  noch  einmal  ab- 
leiten. Wir  ziehen  (Fig.  II)  den  Durchmesser  AE  und  verbinden 
£  mit  A\  so  ist  bekanntlich 

Wkl.  A'AE  =  ß-y 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AA' E  folgt 

AA'  -  AE  .  cos(ß-y) 
2rcos  ß  cos  y  -|-  2r  sin  £  siu  y  =  2r  cos  (0  —  y ) 

4)  Aus  demselben  Dreieck  linden  wir 

EA'  =  AE  .  s\n(ß  -  y)  -  2rsin(0  —  y) 
Nun  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass 

EA1  =  CD  —  DB  —  2rsin/Jcosy  —  2rcos0siny 

also 

sin  (ß  —  y)  —  sin  jScos  y  —  y  cos  0  sin  y 

5)  Mit  Hilfe  einer  anderen  Coustruction  können  wir  das  noch 
bequemer  ableiten:  ich  trage 

DF  =  DB 

auf  DC  ab  und  verbinde  A  mit  F;  so  ist  bekanntlich 

Wkl.  CAF-  ß  —  y 

nud  uach  dem  Sinussatz 

Ch  :  AF  =»  sin  —  y) :  sin  y 
j4/\  sin(/3  —  y)  —  CF .  siny 

Nun  ist  aber 

AF  =  AB  =  2rsiny 
C'F=  CD  — BD  =  2rsiu0cosy  —  2rcos/?siny 
also,  da  2rsiny  sich  weghebt 

sinQS  — y)  •=>  sin/?cosy  — cos/? siny 

7* 


100 


Bochow:  Ableitung  der  Addition* formein 


Wir  können  auch  so  sagen:  Das  Droieck  AFC  hat  mit  dem 
Dreieck  ABC  die  Seite  AC  gemein,  es  liegen  aber  dieser  Seite  in 
den  Dreiecken  verschiedene  Winkel  gegenüber:  im  Dreieck  ABC  der 
Winkel  d,  im  Dreieck  AFC  der  Winkel  A FC,  welcher  gleich  (n-ß) 
ist;  diese  Winkel  sind  Supplementwinkel;  deshalb  ist  der  Radius 
des  Umkreises  in  beiden  Dreiecken  gleich  gross,  also  auch  für  das 
Dreieck  AFC  gleich  r,  und  da  in  diesem  der  Seite  CF  der  Winkel 
(ß  —  y)  gegenüberliegt,  muss  nach  dem  Sehnensatze 

CF  -  2rsin(0-y) 

sein;  andererseits 

CF—  CD— BD  =  2rsiu/*cosy  —  2rcos/3siny 

6)  Es  fehlt  nun  nur  noch  die  Formel  für  cos(ß-\-y).  Wir  be- 
denken, dass  es  gleich  cos  ßcosy  —  sin  tfsiny  wird,  und  bilden  diese 
Grösse,  d.  h.  wir  tragen  DG  =  DA  auf  DA'  ab  und  ziehen  GB. 
Das  Dreieck  ABA'  hat  die  Winkel 

A'AB  -  ß;    AA'B  -  y 

deshalb  ist 

Wkl.  GBA'  =  ß'-y 

und  ebenso,  wie  wir  CF  berechneten,  können  wir  linden 

A'G      2rSmGBA'  =  2r  sm(ß'-y) 

2rsin(£7r  —  3  —  y)  =  2rcos(j3-fy) 

Andererseits 

A'G  =  2rcos0cosy  —  2rsin  /Jsiny 

daher 

cos(0-f  y)  =  cos^cosy  -sinpsiny 

Hierbei  ist  ß  -f-  y  ei"  spitzer  Winkel.  Um  auch  für  den  Fall ,  dass 
die  Summe  ein  stumpfer  Winkel  wird,  die  Formel  zu  beweisen, 
nehmen  wir  ß'-\-y'.   Dies  ist  gleich 

f-H-f-r-*-0+r> 

also 

costf'+y')  =     cosjr  -  (ß+y)]  -  -  cos(/S-f  y) 
=  —  cos /J cos y  -j-  sin^siny 
=-  —  sin/S'siny'+cos/S'cosy' 

Somit  hätten  wir  alle  vier  Formeln  bewiesen,  für  spitze  Winkel, 
wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  deren  Summe  ein  spitzer  oder  ein 
stumpfer  Winkel  ist.  Die  Ausdehnung  auf  grössere  Winkel  hätte 
in  der  gewöhnlichen  Weise  zu  erfolgen,  indem  man  zeigt,  dass  die 
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Formeln,  falls  sie  für  irgend  zwei  Winkel'  ß  uud  y  gelten,  auch 
dann  noch  gültig  bleiben,  wenn  man  einen  derselben  um  \n  vermehrt. 

Noch  andere  Methoden  gibt  es:  z.  B.  man  ziehe  durch  A  za 
BC  die  Parallele,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  in  //  schneidet, 
und  verbinde  H  mit  C\  danu  ist 

WM.  HCA  -  ß  —  y 

Vergl.  hierzu  die  Trigonometrie  von  Conradt. 

Die  wichtigsten  von  diesen  Ableitungen  scheinen  mir  Nr.  1  und 
2  zu  sein.  Hat  der  Schüler  sich  das  Achsenkreuz  eingeprägt,  wel- 
ches, vou  l)  ausgehend,  nach  liuks  und  rechts  "Jrsin.^cosy  und 
2rcos£sin  y,  nach  oben  2rsin^siny,  nach  unten  2/- cos .? cos y  tragt: 
so  wird  er  die  Formeln  für  sin  ß-\-y)  und  cos(.-?  —  y)  eiufach  aus 
der  Figur  ableseu,  uud  z.  13.,  warum  die  Formel  für  cos(/2  —  y) 
rechter  Seits  ein  Pluszeichen  enthalten!  muss,  wird  ihm  uicht 
zweifelhaft  sein.  Auch 

CF  —  2rs\n(ß—  y)  «*  2r  sin,*  cosy  —  2rcos,*  sin  y 

wird  leicht  zu  behalten  sein. 
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XL 

Zur  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen. 

Von 

Berthold  Oster. 


1. 

Die  Existenztheoreme  für  die  Integrale  partieller  Differential- 
gleichungen beweisen,  dass  zu  jeder  nicht  singularen  Lösung  zn 
einer  partiellen  Differentialgleichung  eine  uuendliche  Schar  „unend- 
lich benachbarter1'  Lösungen  existirt,  welche  von  einem  Parameter 
£  abhängen,  der  hinsichtlich  seiuer  Kleinheit  keiuer,  Beschränkung 
unterworfeu  ist,  uud  welche  durch  eine  Eutwiekeluug  von  der  Form 

*  =-  2o  +  f  t  +  •  •  • 

dargestellt  werden  können.  Substituirt  man  für  z  den  vorstehenden 
Ausdruck  in  die  vorgelegte  Differentialgleichung,  entwickelt  nach 
Potenzen  des  Parameters  £  und  setzt  sodann  den  Coefficieuten  der 
ersten  Potenz  gleich  null,  so  ergibt  sich  für  f  eine  homogene, 
lineare  Differentialgleichung,  die  „Ilülfs  gleich  11  ng"  der  vorge- 
legten Differentialgleichung.  So  hat  z.  B.  die  Hülfsgieichung  einer 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

V,  5>  r,  *,  0—0 

die  Form: 

BF..  BF      .  HF     .    BF     ,    cF  BF 

Bm  *+8/>  "  +  cq  x+  dr*  +  ?.  °  +  *  T  "  0 

:  wo  die  Euler'schen  Bezeichnungen 
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dz 

dz 

a»3 

bx  =  r- 

a*  ay  ~  * 

0x~^ 

dx*  "  *' 

By  ~  ffl 

dy*  =  T 

benutzt  siud. 

Der  Begriff  der  Hülfsgleiehuug  wurde  im  Jahre  1883  von  Dar- 
boux  für  eiue  beliebige  Differentialgleichung  eingeführt1,'.  Doch 
schien  die  damalige  Notiz  nicht  die  Beachtuug  der  Mathematiker  zu 
finden,  und  es  blieb  Darboux  selbst  vorbehalten,  durch  die  erfolg- 
reiche Anwendung  auf  zwei  der  wichtigsten  und  schwierigsten  Pro- 
bleme der  Flächentheorie  die  Bedeutsamkeit  des  neuen  Begriffes 
darzu^lun 2).  In  allerletzter  Zeit  hat  ferner  Goursat5)  die 
Hülfsgleiehuug  zur  Lösuug  der  interessanten  Aufgabe  benutzt,  zu 
entscheiden,  wann  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung nach  der  von  1  arboux  begründeten  allgemeinen  Integratious- 
theorie4)  integrirt  werden  könne.  Sonst  aber  scheint  der  Begriff  der 
Hülfsgleiehuug  noch  keiner  Anwendung  gedient  zu  haben. 

Die  Bezeichnung  „Hülfsgieichung"  kann  ohne  Schwierigkeit  ver- 
allgemeinert und  auf  jedes  System  gewöhnlicher  oder  partieller  Diffe- 
rentialgleichuugeu  ausgedehnt  werden;  für  ein  jedes  System  dieser 
Art  definirt  das  zugehöreuden  „llülfssystem44  alle  zu  einer  gegebenen 
Lösuug  unendlich  benachbarte  Lösungen.  Auf  letzterer  Eigenschaft, 
der  Integrale  der  Hülfsgleiehuug  bezw.  des  Hülfssystcmes  beruht  die 
Bedeutuug  dieser  insbesondre  für  die  Differentialgleichungen  mit  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen,  da  sich  für  diese  eine  flächentheoreti- 
sche Deutung  im  dreidimensionalen  Baume  darbietet.  Einerseits  nun 
erfordern  viele  Probleme  der  Flächentheorie  ausser  der  Bestimmung 
der  eigentlichen  Lösung!  der  betreffenden  Differentialgleichung  auch 
die  der  unendlich  benachbarten.    Andererseits  aber  ist  klar,  dass 


1)  G.  Darboux,  Sur  leg  dquations  aux  dörire'es  pnrtiellcs.  Comptes 
rendus,  t   96  (1833),  p.  766. 

2)  G  Darboux,  Lec,ons  sur  la  tho'orie  nenerule  des  surfaces,  t.  IV 
(1896),  Not«  XI:  „Sur  I'equation  auxtliairc",  p.  505 — Sie. 

3)  E.  Goursat,  Leeons  sur  l'intogration  des  6quutions  aux  de'rivees 
partielle»  du  aecond  ordre,  t.  II  (1898),  Note  1:  Sur  I'equation  auxiliaire, 
p.  334 — 336.  —  Auch  zu  den  folgenden  Entwicklungen  ist  dieses  Werk  zu 
rcrgleichen. 

4)  G.  Darboux,  Sur  l  s  cquations  nux  de'rivees  partielles  du  second 
ordre.  Annales  scientifiques  de  l'Kcole  Normale  Snpe'iieure,  t.  VII  (187»), 
p.  163—173. 
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die  vollständige  Integration  eines  Systemes  von  Differentialgleichungen 
die  des  Hülfssystemes  nach  sich  zieht5),  und  dass  die  Kenntniss 
einer  particulären  Lösung  des  ersteren  die  einer  particuläreu  Lösung 
des  letzteren  vermittelt.  Dieser  einfache  Zusammenhang  legt  die 
Vermutung  nahe,  dass  das  gleichzeitige  Studium  eines  Systemes  vou 
Differentialgleichungen  und  des  zugehörenden  Hülfssystemes  vou 
Nutzen  sei.  Indem  wir  die  Prüfung  dieser  Annahme  zum  Gegen- 
stände unserer  Untersuchung  machen,  wollen  wir  uns  der  Einfach- 
heit wegen  auf  die  Betrachtung  des  Falles  einer  einzigen  partielleu 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  beschränken. 


2. 

Es  sei 

F  =  /V,  y,     p,  ff)  -  0  (1) 

die  vorgelegte  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 

^  _  cF        cF  cF 

die  zugehörende  Hülfsgleiehung,  welche  iu  £,  jt,  x  homogen  und 
linear  ist  und  deren  Coefticienten  Functionen  von  x,  y,  z,  />,  q  siud. 
Wir  beabsichtigen,  diejenigen  Functionen  z,  £  vou  z,  y  zu  bestim- 
men, welche,  zusammen  mit  ihren  beziehlichen  Ableitungen  in  die 
Differentialgleichungen 

F=F(x,  y,  t,  P,  q)  -  ü  (1) 

0>  es  <P(x,  9%  z,  C,  />,  *\      x)  -  0  (2*) 

eingesetzt,  diese  gleichzeitig  zu  Identitäten  machen.  Es  ist  dabei 
zu  beachten,  dass  die  Gleichung  F  0  die  Grössen  f,  «,  x  nicht 
enthält. 

Aus  den  Gleichungen  (1),  (2)  möge  folgen: 

V  -  *i  (3) 

2  —  <J  (*,  y,  «,  g,  »,  x)  (4) 
Die  Functionen  P,  Q  müssen  die  Iutegrabilitätsbediuguug 

dP  dQ 

dy     "  dx 

erfüllen,  wo 


5)  Vgl.  Darboux,  LcC/Ons  etc.,  t.  IV,  p.  506. 
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dp     BP  .  BP        BP        aP  BP 
Ty  ~  By  +  BYQ+BZ  *  +  a*  *  +  c*  r 

dx  -vs+cz  1  +  ai  *  +  a* *  +  a*  6 

ist.    Es  ergiebt  sich  daher  eiue  Differentialgleichung 

3,  ?i  »,       l»i  *i  *)  -  0  (:')) 

welche  s,  £  und  die  partiellen  Ableitungen  von  £  bis  zur  zweiten 
Ordnung  enthält.  Entnimmt  man  nun  aus  dieser  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  für  £  den  Wert  vou  *,  -  was  ohne 
üifferentiations-  oder  Iutegrationsproeesse  möglich  ist,  —  und  setzt 
ihn  nebst  deu  in  Bezug  auf  x  uud  y  genommenen  partiellen  Ablei- 
tungen erster  Ordnung  in  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  ein,  so  erhält 
mau  zwei  partielle  Differentialgleichuugeu  dritter  Ordnung  für  £, 
dereu  Integration  auch  den  Wert  von  z  vermöge  der  Gleichung  (5) 
ergiebt.  Hiernach  ist  das  Problem  der  gleichzeitigen  Bestimmung 
der  Integrale  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  der  unendlich  benachbarten  Integrale  im  allgemeinsten  Falle 
aequivalent  dem  Probleme  der  Integration  vou  zwei  simultanen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  dritter  Ordnung. 

Die  in  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  enthaltene  Voraussetzung 
der  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  nach  den  partiellen 
Ableitungen  p  uud  q  ist  übrigens  nicht  notweudig  zur  Aufstellung 
der  Integrabilitätsbedingung.  Differeutiirt  man  nämlich  unter  Be- 
achtung der  Relationen 

ao>    bf  a<i>  _  bf  ao>  bf 

dt  ~  dz'   Bn  "  dp'    Bx  ~  Bq  (6) 

die  Gleichungen  (1)  uud  (2)  partiell  in  Bezug  auf  x  und  y,  so  er- 
hält mau : 

BF     Bb        BF  BF 
a*+  B,?+  Bpr+  Bq*~° 

Bf    Bf    .  Bf  Bf 

Bd>  ,  c<P    .  3d>      B<P      Bf      Bf  bf 

dx  +  87  p  +      r  +  'Bq  9  +  ST  K+  BP  *  +  Bq  a  "  0 

a<i>  .  ao>   ,  a#      a<i>      bf   ,  bf  bf 

By  +Bz         Bp  *+B,l  '  +  B;  *+Bpa+Bqr~() 


Ersetzt  man  darauf  mit  Hülfe  der  Gleichung  (2)  dio  partiellen  Ab- 
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leituugen  von  <S>  durch  solche  von  F,  so  führt  die  Elimination  von 
r,  «,  t  zu  der  Gleichung: 

/BF\*  BF  (dFv1 

{     dp*  Ids]      cp  Bq  [cy J      dp  \lCx\cpl]  r  Ca  } 

BF\B  (BF\]\ 


Pr- 
ep 


Bx 


B*F[BF 


Ff o  iBF 


■x 


Bq*\B  y\      Bp  [Bx  \  Bq 
BF 


+  a 


t  B*F  p/1  B*F  \BF]  BF\B  /BF\\ 
+   )    BpBz[Bx\"Bq  Bz[By\  + Bp'\Bz  \B  -J\ 


wobei  die  Abkürzungen 


BF\B  /BF  \1) 

+a9|a*     /  J»c 


a 


a 
ar 


By  +  9  c  : 


benutzt  sind.  Sodann  ersieht  sieb  die  Integrabilittitsbedingung  (5) 
durch  Elimination  vou  p  und  q  aus  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (7). 


3. 

Es  ist  vou  Wichtigkeit,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  (.r>)  in 
jedem  Falle  partielle  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  f  wirklich 
enthalt.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
letzteres  nicht  der  Fall  sei,  ist  nämlich  die,  dass  in  der  Gleichung 

dF  <IQ 
ily  tlx 

die  Coefficienten  von      o,  t  verschwinden,  dass  also 

BF  _  BQ  BF  BQ 

Bx       Brc  vt  Bx 

ist  und  daher  die  Gleichungen  (3),  (4)  die  Form  haben: 

p  —  f{x.  y.  z.  £).T)  -ftffo  y,  z  0 

Hierzu  ist  notwendig,  dass  dio  Determiuante 
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BF        BF .  BF 


Bq  *     8t  A  -  3x  ^ 


ao>      a<z>  ?d> 


für  alle  Wertepaare  (4,  p)  verschwindet.  Diese  Determinante  hat 
aber  den  Gleichungen  (1)  und  ^6)  zufolge  den  Wert 


sein,  ein  Fall,  der  selbstverständlich  ausgeschlossen  ist. 

Unser  Problem  erfährt  eine  bedeutende  Vereinfachung  durch  die 
Annahme,  dass  in  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  die  abhängige 
Variable  ■  explicite  nicht  auftritt.  Da  alsdann  nämlich  die  Hulfs- 
uleichung  (2)  nach  ihrer  Definition  weder  z  noch  £  enthält,  so  treten 
diese  Grössen  auch  in  den  Gleichungen  3),  (4)  und  der  Integrabili- 
tätsbedingung  (5)  nicht  auf,  und  es  stellt  daher  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  (5)  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
für  $  dar.  Aus  ihrem  Integrale  ergiebt  sich  sodann  z  vermittelst 
d»*r  Gleichungen  (3)  und  (4)  durch  eine  Quadratur. 

Nach  der  soeben  gemachten  Bemerkung  sind  dieser  besondere 
und  der  iu  Nr.  2.  betrachtete  allgemeinste  Fall  die  einzigen  Mög- 
lichkeiten, die  sich  für  unser  Problem  darbieten. 


Auf  ähnliche  Weise  kann  das  allgemeinere  Problem  behandel 
werden,  zu  einem  vorgelegten  Systeme  vou  Differentialgleichungen 
ausser  den  eigentlichen  Lösungen  auch  die  zugehörenden,  jeuen  un- 
endlich benachbarten  Lösungen  zu  ermitteln.  Doch  soll  an  dieser 
Stelle  hierauf  nicht  weiter  eingegangen  werden,  ebensowenig  wio  auf 
eine  Erörterung  über  die  bei  dem  vorliegenden  Probleme  auftreten- 
den willkürlichen  Constanten  und  Functionen.  Hiusichtlich  der 
nächstliegenden  Ausdehnung  auf  partielle  Differentialgleichungen 
zweiter   und  dritter  Ordnung  möge  nur  erwähnt  werden,  dass  für 


es  müsste  also 


BF  BF 
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diese  die  einschlägigen  Untersuchungen  von  Bianehi6),  König7), 
Pen nacchietti 8)  uud  Valyi9)  mit  Nutzen  verwendet  werden 
können. 

Um  nun  wieder  zu  dem  betrachteten  Falle  des  aus  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  ihrer  Hülfsgleichuug 
bestehenden  Systemes  zurückzukehren,  so  ist  vorerst  klar,  dass  die 
im  allgemeinen  Falle  sich  ergebenden  simultaueu  Differentialgleich- 
ungen dritter  Ordnung  entweder  selbst  schon  eine  elementare  Form 
haben  oder  durch  geeignete  Combination  auf  eine  elementare  Glci- 
chuug  reducirbar  sciu  köuuen,  sodass  schon  hier  eine  Vereinfachung 
des  Problemes  (das  ja  ursprünglich  in  der  Integration  der  Gleichung 

ff,  «,  Pt  q)  =  0 

besteht)  erzielt  wäre.    Uugleich  grösser  aber  kauu  die  Vereinfachung 
l'ür  den  in  Nr.  3  betrachteten  Fall  werden,  iu  welchem  die  Glei- 
chung F  —  0  die  gesuchte  Functiou  =  nicht  enthält.    Die  partielle 
Differentialgleichung  für  £,  auf  welche  sich  hier  die  Gleichung  (5) 
reducirt  und  welche  f  selbst  explieito  nicht  enthält,  kann  sodann  ele- 
mentaren Charakter  haben  oder  aber  eiuer  schnelleren  Behandlung 
nach  den  allgemeinen  für  die  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 
Orduung  bestehenden  Integrationsmethodeu  zugäuglich  sein ,  als  es 
für  die  Gleichung  (1)  möglich  wäre.    Dass  übrigeus  bei  allen  hier 
in  Frage  kommenden  Problemen  das  Nichtauftreten  von  z  iu  der 
betreffenden  Differentialgleichung  vorausgesetzt  werden  kann  und 
nötigenfalls  durch  Hiuzunahme  einer  neuen  unabhängigen!  Veränder- 
lichen zu  erreichen  ist,  ist  bekauut. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  die  im  Vorstehenden  dar- 
gelegte Methode  auch  insofern  von  Interesse  sein  dürfte ,  als  sie 
ganze  Classen  integrablcr  Differentialgleichungen  zwoiter  Ordnung 
liefern  kann,  falls  :  in  F  nicht  enthalten  ist.  Euthält  uämlich  die 
Gleichung  (i)  eine  willkürliche  Function  und  ist  sie  nach  irgend 
welchen  bekannten  Methoden  integrirbar,  so  ist  es  auch  nach  eiuer 
oben  (Nr.  1.)  gemachten  Bemerkung  die  zugehöreude  Hilfsglci- 
chuug  und  daher  auch  die  Gleichung  zweiter  Ordnung  (5),  welche 
nun  im  allgemeinen  ebenfalls  eine  willkürliche  Function  enthält  uud 
daher  die  Repräsentantin  einer  ganzen  Classe  von  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  ist. 

Von  allen  sonstigen  Problemen,  die  sich  an  dioso  Betrachtung 

6)  Atti  della  lieale  Accaderoia  dei  Lincei,  scr.  IV,  vol«  II.  (1886), 

7)  Mathematische  Annalen,  Band  24  (1184). 

8)  Rendiconti  del  circolo  matematico  di  Palermo,  t.  VII  (1893). 

9)  Joarnal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  95  (1882). 
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anschliessen,  möge  nur  folgendes  erwähnt  werden :  „Alle  Differential- 
gleichungen erster  Orduung 

y»    fl)  -  0 

zu  bestimmen,  fUr  welche  die  Integrabilitätsbedinguug  (5)  eine  vor- 
geschriebenene  Gestalt  hat".  Soll  die  Gleichung  (5)  z.  B.  eine  La- 
place'schc  Gleichung  sein,  also  die  Form 

haben ,  so  erhält  man  für  F  eine  Function  zweiten  Grades  von  p 
q,  deren  Coefßcienten  drei  willkürliche  Functionen  von  x  und  y  ent- 
halten; für  die  sich  so  ergebenden  Gleichungen  F=  0  ist  auf  Grund 
von  Iraschenetsky  und  Darboux  über  die  Laplace'schen  Glei- 
chungeu  augestellten  Untersuchungen  das  Intcgrationsproblem  ohne 
weiteres  zu  erledigen. 

Die  zu  dem  lotzten  Resultate  führende  Rechnung  bietet  keine 
principielleu  Schwierigkeiten  dar  und  bedarf  daher  keiner  weiteren 
Aasführung.  Dagegen  soll  auf  eine  Erörterung  der  hier  unerledigt 
gebliebenen  Probleme  in  oiner  späteren  Arbeit  näher  eingegangen 
werden. 

Berlin,  December  1898. 
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XII. 


Ueber  die  Auflösung  der  binomischen 
Congruenzen  nten  Grades. 


Von 


G  Speckmann. 


Für  die  Auflösung  einer  binomischen  Congrueuz  2  ten  Grades 
haben  wir  in  diesem  Archiv  ein  einfaches  Verfahren  angegebeu.  — 
Durch  dasselbe  Verfahren  können  nun 

1)  alle  binomischen  Congruenzen,  deren  Exponent  eine  Potenz 
von  2  ist,  vollständig  aufgelöst  werden, 

2)  alle  binomtscheu  Congruenzen,  deren  Exponent  eine  mit  einem 
ungeraden  Teiler  behaftete  Zahl  ist,  auf  Congruenzen  mit  ungeraden 
Exponenten  zurückgeführt  werden. 

Für  die  Auflösung  der  Congruenzen  mit  ungeradem  Exponenten 
gelten  die  folgenden  Betrachtungen.  Ist  eine  Congruenz  3.  Grades 
x3  =  k  (mod.  m)  gegeben,  so  kann  man  den  Betrag  xt-\-Zx-\-2-\-r 

(r  —  Rest  von  (*^r^)  :  m)  mit  ~~2  *  multiPliciren  und  die 

entstehenden  Coefficienten  >m  nach  m  verkleinern.  (c*-}-3x-}-2 


sich  in  vielen  Fällen  leicht  finden.  —  Sodann  kann  man  für  die 
Lösung  der  binomischen  Congruenzen  mit  ungeraden  Exponenten  die 
folgende  Methode  anwenden.  Es  sei  eine  Congruenz  nten  Grades 
x"  =  &(mod.  m)  gegeben.  Die  zugehörige  Cougruenz  n  -lteu  Grades 
ist  xH_1  =  r  (mod.  m).    Man  kann  also  die  Gleichung  aufstellen 

xr     mn-fi  oder  x  —  ">W      .    Setzt  man  in  mn-f-fr  für  n  nach 

einander  die  Zahlen  0,  1,  2,  3,  .  .  .ein,  so  wird  bald  eine  Zahl 
entstehen,  die  den  richtigen  Factor  r  enthält.  Dann  ist  die  Con- 
gruenz gelöst. 


x  ist  kleiner  als 


m — 3 


2 


und  lässt 
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Zur  Erläuterung  der  obigen  Ausführungen  mögen  einige  Beispiele 
hier  folgen: 

1)  Es  sei  die  Congruenz  x8  =  17  (mod.  43)  gegeben.  Wir  führen 
diese  Congruenz  zunächst  auf  eine  Cougruenz  4.  Grades  uud  dann 
auf  eine  solche  2.  Grades  zurück  und  lösen  die  Congruenz  2ten 
Grades  auf. 

43.+ 17-  11.    (43-_1j2=  11  (mod.  43) 

„  -  0,    6  =  2*  +  2 

43—  1  43-1-1 

-p-  —  2  -  19   und  — f-  +  2  =  24  sind  Wurzeln. 

43»  +  24-11 

13  =  3*+ 4 

,,  _  i.    5G  -  7*  +  7 

43  -  1  434-  i 

~2  7  =  14     und     ~  f-7  —  29  sind  Wurzeln. 

33«  -f  24  —  11 

„^O.    3-  1«  +  2 

„  -  1.    4G  -  G*  +  ;o 

»-2.    89  =  9*  +  8 

»  =  3.    132  =  lla-fll 

43  —  1  43  4-  1 

2     -  11  -  10    und       ^   4-11=  33  sind  Wurzeln. 

Damit  wäre  die  gegebene  Congruenz  8.  Grades  vollständig  gelöst. 

2)  Es  sei  die  Congruenz  x6  =  75  (mod.  97)  gegeben.  Wir 
führen  diese  Congruenz  auf  eine  Congruenz  8.  Grades  zurück. 


97 


(97  — 1\* 
■  2     J  ==73  (mod  97) 


0.    2  =1-4-1 


97—  1  97  4-  1 

Wurzeln  sind      2      —  1  -  47     und  +  1  =  50 

Jetzt  lösen  wir  die  Congruenz  3.  Grades  x3  =  47  (mod.  97)  auf. 
Nach  der  ersten  Methode  erhalten  wir 
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(x«+3x+2-f-  73)  (47-*)  x3  +  44x8-31x-|-33 

— **-f4x*-31a-  +  33  ==47  (mod.  97) 

Es  findet  sieb,  dass  a»  gleich  14  ist.  47  —  14  =33.  33  ist  Wurzel 
der  Congruenz.  —  Nach  der  2.  Methode  entsteht 


97» +  47 

n 

=  0  47 

a 

-  1  144 

n 

-  2  241 

n 

=-338 

n 

=  4  435 

n 

=  5  512 

n 

-  6  636 

-  7    72U  - 

22  ist  der  Rest  r  der  Congruenz  x*  =  r  (mod.  97)  und  33  ist  die 
Wurzel  der  Congruenz  x3  =  47  (mod.  97). 

Es  darf  noch  bemerkt  werden ,  dass  nach  il-n  Regeln  der  Po- 
tenzrechnung r|  r2  =  rfl,  r8rs  =  r5,  r8r2  =  r4,  r4r5  =  r„  U.  s.  W.  ist 
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XIII. 

Theorie  der  Fallmaschine  mit  zwei  festen  und 

einer  losen  Rolle. 

Von 

F.  Kosch, 

Oberlehrer  an  der  Kgl.  Oberreabehalc  xu  Breslau, 


Der  Umstand,  dass  Probleme  der  Mechanik,  die  sich  für  den 
Unterricht  in  der  Prima  eignen,  weit  seltener  veröffentlicht  sind, 
als  solche  der  reiuen  Mathematik,  und  dass  namentlich  die  Art  der 
Veranschaulichung  des  Resultates  als  Uebungsbeispicl  der  analy- 
tischen Geometrie  dem  Fachlehrer  willkommen  sein  dürfte,  veran- 
lasst mich ,  folgende  kleine  Untersuchung  den  Fachcollegen  vorzu- 
legen. 

Die  in  Figur  1.  skizzirte  Rollenverbinduug  zeigt  zwei  feste  und 
eine  lose  Rolle;  an  der  losen  Rolle  hängt  das  Gewicht  i',  an  den 
freien  Enden  der  Schnur  hangen  die  Gewichte  Px  und  1\.  Es  soll 
untersucht  werden,  mit  welcher  Beschleunigung  j>,  pu  pt  sich  diese 
Gewichte  bewegen,  wobei  von  allen  Widerständen,  sowie  von  der 
Trägheit  der  Rollen  abgesehen  werden  soll.  Wir  nehmen  die  Rich- 
tung nach  unten  als  die  positive,  die  nach  oben  als  die  negative  an . 

Senken  sich  die  Gewichte  in  der  Zeit  t  um  die  Strecken  #,  *ti 
60  ist  wegen  der  unveränderlichen  Länge  der  Schnur 

2«  +  *+*  =0 


oder  auch,  wenn  zur  Zeit  t  =■  0  die  Gewichte  sämtlich  in  Ruhe  sind : 

irttt.  d.  Math.  u.  Phj«.   2.  Reihe,  T.  ITH.  8 
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2(|p<*)  + W  +  W*  —  0'   worauB  fol«f' 

Die  Spannung  in  der  Schnur  sei  &  Denkt  man  sich  die  Schnur, 
wie  in  Figur  1.  angedeutet  ist,  zerschnitten,  so  wirken  auf  die  ein- 
zelnen Gewichte  die  Kräfte  P—  28,  1\  -S,  P,  — & 

Demnach  erhält  man  die  Gleichungen 

J 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst: 

v--       47V^»  —  m 

-  p<p,+p,)-f4AP, 

Setzon  wir  diesen  Wert  für  S  in  die  Gleichungen  (2)  ein,  so  er- 
halten wir 

P(Pt  +/'„)- 4 /',/», 
'  "  P(P,  +  P.)  +  4  PxPt  9 

Af\P,-l\^-Pt) 

4P,  P,— P(8Pt— Pt) 
ft-  p(P1+pfj-|.4P1Pi  ' 


Es  interessirt  nun  zu  wissen ,  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Beschleunigungen  positiv,  negativ  oder  gleich  null  sind,  welche  der 
Gewichte  demnach  fallen,  steigen  oder  auch  in  Ruhe  bleiben. 

Sehen  wir  nnn  P  als  constante  Einheit  an  und  nehmen  Pt  und 
Pt  als  variabele  Grössen,  als  Coordinaten  eines  Punktes  B  in  einem 
rechtwinkligen  Coordiuatensystem,  so  stellt  jeder  Punkt  der  Ebene 
einen  bestimmten  Belastungsfall  unserer  Fallmaschine  dar  (Fig.  2). 
Die  drei  Gleichungen 

p  -0 
Pt-0 
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bedeuten  dann  drei  gleichseitige  Hyperbeln ,  die  sich  ausser  im  An- 
fangspunkte 0  des  Coordinatensystems  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
A  schneiden.    Für  diesen  Punkt  ist 

pi      A  =  \l> 

und  das  Rollensystem  in  Ruhe.  Durch  jede  Hyperbel  wird  die  Ebene 
in  zwei  Teile  geteilt.  Alle  Punkte  der  Ebene  auf  der  convexeu 
Seite  der  Curve  geben  für  die  Beschleunigung  einen  positiven, 
auf  der  concaven  Seite  einen  negativen  Wert.  Die  Ebene  ist 
durch  alle  drei  Hyperbeln  in  sechs  Felder  geteilt;  alle  Punkte  des- 
selben Feldes  geben  dieselbe  Bewegungsart  der  Rollenverbiudung 
Iu  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Resultate  Ubersichtlich  zusammen- 
gestellt 


Punkt  B  liegt  | 

auf:  F 

Ji 

Die  Spannung  S 
im  Faden. 

Feld  1. 

fallt 

steigt 

steigt 

\JP>8>  p- 

ureuze  zwiscnen  0 

in* 
fallt 

in  Tinhe 

III  llulll 

«ttoi  rrt 

Feld  2. 

fällt 

fällt 

steigt 

\P 

n>s>p* 

Grenze  zwischen  - 

in  Ruhe 

fällt 

steigt 

Px>S-lP>Pt 

Feld  3. 

steigt 

fällt 

steigt 

Pt>8> 

.  _  3 
Greuze  zwischen'^ 

steigt 

fällt 

in  Ruhe 

Feld  4. 

steigt 

fällt 

fällt 

3  >  s  >  *P 

Grenze  zwischen  r 

steigt 

in  Ruhe 

fällt 

Pt>S=Pt>tP 

Feld  5. 

steigt 

steigt 

fällt 

Pt  >  s  >  • 

5 

Grenze  zwischen  ^ 

in  Ruhe 

steigt 

fällt 

rt  >s  =  \r>i\ 

Feld  6. 

fallt 

steigt 

fällt 

k  >s>p, 

1  i 

Grenze  zwischen  j 

fällt 

steigt 

in  Ruhe 

Punkt  A 

in  Ruhe 

1  in  Ruhe 

in  Ruhe 

«-  Pi  =  i\  =  \r 

Bresl  au,  im  Januar  1898. 


I 
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XIV. 
Miscellen. 


1. 

Bemerkung  Uber  den  Erdmagnetismus. 

Exncr  gibt  als  Potcntialgefiillc  der  atmosphärischen  Elektricität 
1390  Daniell  pro  meter  an. 

Rechnet  man  1  Daniell  =  0*00357  Einheiten  im  elektrostati- 
schen Masssystem,  so  wäre 

dV  ^  4-64  4- 64 
dn  ~~   1»«   D  100" 

für  die  Dichte  der  Ladung  an  der  Erdoberfläche  ergibt  sich 

1  dV 
~~  ~4n  •  </„ 

und  daher  für  die  gesamte  Ladung  der  Erde: 

d V  4  *  G4 

4t  Ji*  •  p  -  IP  .  t'  =  -  6  4*  .  10««  . 

d  n  1UO 

—  —  2  .  10lü  [cur.  gr  sec] 

wo  R  =  G-4.108lUl  den  Radius  dar  Erde  bedeutet. 

Diese  elektrische  Masse  bewegt  sich  mit  der  Geschwindigkeit 
der  Erde  in  der  Ekliptik  und  kann  daher  als  ein  elektrischer  „Ver- 
schiebungsstrom" betrachtet  werden. 

Schätzt  man  näherungsweise  die  Geschwindigkeit  der  Erde  in 
ihrer  Bahn  auf:  3  .  lü6cm,  so  ergibt  sich  für  die  pro  sec  durch  einen 
Querschnitt  der  Bahn  bewegte  Elcktricitätsmengc,  oder  für  die  In- 
tensität des  Verschiebungsstromes  im  elektrostatischen  Mass: 


Digitized  by  Google 


MiscelUn. 


117 


M.3.10«_2.  10»«, 3.  10« 

27?       _     2.64.10«    ~Ud  lu 

JJic  Stromstärke  im  elektromagnetischen  Mass  wird  daher  gleich: 

°.  -5  '  U)U  -  (,c17 
3  .  1U10  ' 

Nach  den  Maxwell'scheu  Anscbauungeu  wäre  zu  erwarten ,  dass 
ein  derartiger  Versehiebuugsstrom  auch  auf  eineu  Punkt ,  der  sich 
mit  der  elektrischen  Masse  selbst  bewegt,  magnetische  Kräfte  ausübt. 

Kür  die  Intensität  der  magnetischen  Kraft  auf  die  Einheit  der 
magnetischen  Masse  an  einem  Punkte  der  Erdoberfläche  ergäbe  sich, 
wenn  der  Strom  als  ein  geradlinig  „linearer"  aufgefasst  wird,  der  in 
der  Bahn  des  Erdmittelpunktes  circulirt, 

R       6  4.  10*      °  5  lU 

Die  magnetische  Permeabilität  des  Schmiedeeisens,  die  für  eine 
magnetisirende  Kraft  //  =  T>  etwa  gleich  2000  ist,  wird  für  geringere 
magnetisirende  Kräfte  wesentlich  grösser;  für  H  =  1°  7  ist  sie 
gleich  3'XX). 

Es  wäre  also  für  die  Permeabilität  der  Erde  bei  schwachen 
nia^netisireuden  Kräften  eine  4stellige  Zahl  vielleicht  möglich;  dem 
würde  eine  Beeinflussung  der  magnetischen  Erdkraft  durch  den 
elektrischen  Verschiebungsstrom  entsprechen,  die  schon  in  der  zweiten 
Decimalstellc  von  H  zum  Ausdruck  käme. 

Was  die  Richtung  dieser  magnetisirendcu  Kraft  anbelangt,  so 
wäre,  da  die  negativ  gcladone  Kugel  vom  Nordpol  betrachtet,  um- 
gekehrt wie  ein  Uhrzeiger  rotirt,  deri  in  der  Ekliptik  kreisende 
Strom  ersetzbar  durch  eine  magnetische  Platte ,  die  auf  der  dem 
Nordpol  zugewendeten  Seite  mit  negativem  Magnetismus  belegt  ist. 
Die  Erde  würde  also  in  einer  Richtung  senkrecht  auf  die  Ekliptik 
magnetisirt  und  müsste  beim  astronomischen  Norden  südlichen  Magne. 
tismus  zeigen,  wie  es  ja  ungefähr  den  Tatsacheu  cutspricht. 

Wessely, 
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Mitteilen. 


2. 

Ueber  die  Zerlegung  der  Zahlen  In  Faetoren. 

Scheidet  man  von  den  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  die- 
jenigen aus.  welche  resp.  durch  3"  und  5"  teilbar  sind,  so  bleiben 
nur  noch  Zahlen  von  der  Form  0h~1  zurück.  Die  Teiler  der 
Zahlen  von  der  Form  6«  -J  1  haben  alle  auch  die  Form  6h-]- 1.  Da 
immer  leicht  festzustellen  ist,  ob  eine  Zahl  einen  von  den  Teilern 
2N,  .'iM  und  5"  hat,  so  sind  für  solche  Zahlen  keine  Teilbarkeits- 
regeln mehr  nötig.  Wir  beschäftigen  uns  also  nur  mit  der  Zerlegung 
der  Zahlen  von  der  Form  6»  +  1  (mit  Ausschluss  der  mit  dem  Teiler 
5  behafteten  Zahlen). 

Ist  ein  Product  ab  =  /'  gegeben,  so  ist  bei  Anwendung  der 
Logarithmentafeln  log« -{-log/;  —  log/'.  Man  hat  also  für  das  Pro- 
dnct  einer  aus  den  beiden  Faetoren  a  und  b  zusammengesetzten  Zahl 
immer  loga-f-log/>  =  log/'.  Es  ist  also  auch  log/* — Joga  =  log 6 
und  log/'-  logA  =  log«.  Nimmt  mau  also  den  Logarithmus  von 
einem  Froduct  /',  welches  man  auf  die  Teilbarkeit  durch  eine  bestimmte 
Zahl  o  untersuchen  will,  und  subtrahirt  davon  loga,  so  muss  logi'- 
loga  den  log  des  Factors  b  dieses  Products  geben. 

Fertigt  man  sich  nun  eine  Tabelle  au,  worin  die  Logarithmen 
der  Zahlen  von  der  Form  6»  ^  1  enthalten  sind  und  nimmt  man 
den  Logorithmus  eines  zu  zerlegenden  Products  von  der  Form  fin^pi, 
so  kann  man  uach  einander  die  Logarithmen  der  Zahlenreihe  Gm+1 
von  dem  Logarithmus  des  Products  P  absetzen  und  dann  nachsehen, 
ob  der  Restlogarithuius  den  Logarithmus  einer  Zahl  ß*  +  1  dar- 
stellt. Tritt  dies  ein,  so  sind  die  Faetoren  a  uud  b  des  betreffenden 
Products  gefuuden.  Es  ist  dabei  aber  nicht  eiumal  nötig,  dass  man 
die  ganzen  Logarithmen  der  betreffenden  Zahlen  in  dio  Tabelle  ein- 
führt und  es  genügt  vollständig,  wenn  man  die  zweistelligen  Endungen 
derselben  benutzt,  da  es  selten  zutrifft,  dass  die  zweistellige  Endung 
des  Logarithmus  irgend  einer  Zahl  von  der  Form  6/H  1  mit  der 
zweistelligen  Endung  des  Logarithmus  einer  anderen  Zahl  vou  der- 
selben Form  gleii  h  ist. 

Wir  lassen  unten  eine  Tafel  der  zwcistelligeu  Endungen  der 
7  stell.  Logarithmen  der  Zahlen  von  der  Form  6n  ~\  1  «<  5UO  folgen. 
Dio  Auwenduug  ist  leicht.  Man  nimmt  die  zweistellige  Endung  des 
Logarithmus  einer  zu  teilenden  Zahl  von  der  Form  6«  f  1  uud  setzt 
von  derselben  nach  einander  die  zweistelligen  Endungeu  der  Loga- 
rithmen der  Zahlen  von  der  Form  i\u  -•  1  ab.  Findet  man  dann  in 
der  Tafel  eine  zweistellige  Endung,  die  mit  dem  Rest  übereinstimmt, 
so  sind  die  beidcu  Faetoren  der  betreffenden  Zahl  gefunden. 
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Tafel  der  zweistelligen  Endungen  der  Logarithmen  der  Zahlen 

von  der  Form  6»  3f  1  500. 


^5 

N 

— 

S  Ii  IT. 

-—  =-=• 

2 

—  tC  !* 
m  Q' — 

 - 

Zahl 

2  stell. 
Endung 
des  log 

Zahl 

B  =- 

er: 

ri .-  9 

. 

Zahl 

i     2  stell. 
Endung 

des  log  i| 

Zahl 

1  U 

!    2  stell. 
Endung 

1 

80 

97 

17 

187 

16 

281 

63 

371 

39 

457 

62 

11 

27 

101 

14 

191 

34 

283 

61 

37b 

88 

461 

09 

13 

34 

i«  3 

72 

193 

73 

287 

19 

377 

14 

463 

10 

17 

89 

107 

38 

197 

62 

2*1) 

78 

379 

92 

467 

69 

Ii» 

36 

109 

6a 

199 

293 

76 

383 

8S 

469 

28 

23 

78 

113 

8-1 

»Ql| 

— i»  j 

12 

Oft 

ATX. 

1 1 

21» 

So 

119 

70 

209 

63 

301 

65 

39i 

6S 

479 

55 

31 

17 

121 

54 

211 

25 

307 

84 

397 

05 

4*1 

51 

37 

17 

127 

Ol 

217 

97 

311 

04 

401 

!  44 

487 

90 

n 

39 

131 

13 

221 

23 

313 

43 

403 

1  50 

491 

15 

43 

85 

133 

16 

223 

49 

317 

93 

407 

493 

69 

7»» 
i  J 

lo7 

Ub 

227 

59 

319 

409 

33 

497 

64 

4ü 

61 

139 

48 

229 

55 

323 

25 

413 

Ol 

499 

03 

53 

59 

143 

6») 

233 

59 

59 

419 

40 

59 

20 

149 

63 

239 

79 

331 

80 

421 

21 

61 

98 

IM 

69 

241 

70 

337 

99 

42- 

79 

67 

48 

167 

97 

247 

7<> 

341 

44 

431 

73 

71 

t*3 

161 

59 

251 

37 

343 

41 

433 

79 

73 

29 

1 63 

76 

253 

05 

347 

95 

437 

14 

77 

07 

167 

65 

257 

31 

349 

54 

439 

45 

VJ 

71 

169 

67 

259 

98 

353 

47 

443 

37 

83 

81 

173 

61 

269 

57 

359 

44 

449 

r,3 

89 

00 

179 

30 

271 

23 

361 

72 

451 

65 

91 

14 

181 

86 

277 

93 

367 

61 

2 


G.  Speckmann. 


3. 

l'eber  Primzahlen. 

r. 

Es  lassen  sich  arithmetische  Reihen  zweiter  Ordnung  bilden,  in 
<l»'nen  sehr  viele  Zahlen  Primzahlen  sind.  Die  allgemeine  Formel 
zu  solchen  Reiheu  ist  ±.ax*-\-bx -f-/>  (/>  =  Primzahl).  Solche  Reihen 
sind  z.  B.  die  folgenden: 
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5,  11,  19,  29,  41,  55,  71,  .  .  .  (Formel:  **-f  5*-f-5) 
11,  23,  37,  53,  71,91,  113,  .  .  .  (Formel:  x*  +  ll*  f  11) 
2*,  47,  73,  101,  131,  163,  197,  .  .  .  (Formel:  **-f  2^+23) 

7,  13,  17,  19  (Formel:  —  ar*-f  7*+7) 

13,  37,  59,  79,  97,  113,  127  ...  .  (Formel:  -  **  +  25x  +  13) 

u.   8.  w. 

II. 

Für  die  Anzahl  der  Primzahlen  innerhalb  einer  Grenze  **  lassen 
sich  zu  bestimmten  Classen  von  Quadratz  ihleu  arithmetische  Reihen 
bilden.    Es  ist  z.  B. : 

Quadrat zahlgrcuze:  Anzahl  der  Primzahlen: 

(1  .  2»)»  6 
(2  .  2»)«  18 
(3  .  2*)*  34 

U.  8.  W.  U.  8.  W. 

Formel  für  die  Anzahl  der  Primzahlen:  2z*  + 10«  -f-  6 

(*  =  0,  1,  2,  .  .  .  ) 

Man  kann  diese  Verhältnisse  auch  so  ausdrücken: 

Quadratzahlgreuzc:  (n*22)s.  Anzahl  der  Primzahlen:  «(n-f-3)— 1). 
Bis  zu  der  Quadratzahl  (8  .  2*)8  =  1024  und  der  Anzahl  der  Prim- 
zahlen (8  .  11  — 1)2  =  174  stimmen  diese  Verhältnisse  genau.  Von 
hier  ab  treten  Abweichungen  ein,  die  aber  auch  von  regelmässiger 
Form  sind  und  die  Bildung  weiterer  arithmetischer  Reihen  für  die 
Anzahl  der  Primzahlen  ermöglichen.  G.  Speckmauu. 


4. 

Auflösung:  einer  Congruenz  nten  Grades. 

Es  sei  eine  Congruenz  xn  ~  a  (mod.  m)  gegeben.  —  Der  Rest 
*,  den  dio  Potenz  i»-'  nach  dem  Modul  i»  giebt,  ist  uns  nicht  be- 
kannt.  Weil  aber  zr  =  a(mod.  m)  ist,  können  wir  die  Gleichung 
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aufstellen.  In  dieser  Gleichung  sind  y  und  z  unbekannte  Grössen. 
Setzen  wir  in  dio  Gleichung  1)  für  y  nacheinander  die  Zahlen  1,  2, 
3, .  .  .  ein,  so  wird  der  Botrag  my-\-a  bald  ciue  Zahl  bilden,  die 
einen  Teiler  z  hat.  Ist  die  richtige  Zahl  getroffen,  so  ist  x  auch 
gefuuden. 


Beispiele  : 


1) 


x3ee  8  (mod.  31) 
31y  +  8 


x 


y  -  1.  31  .  1  4-  8  -  39 
j-S.  .31.2  +  8  =  70 

«  —  7,  ^  —  io 

x*  =  16  (mod.  17) 

17y  +  16 

x  =  — — 


y 
y 
v 
y 
y 
y 

y  ■ 


1.  17  .  1  +16 

2.  33  +  17 

3.  5J  +  17 

4.  67  +  17 

5.  81+17 

6.  H>1  +  17 

7.  118  +  17 

s  -  15,   x  -  9. 


35 

50 

67 

84 

KU 

118 

135 

G.  Speckmann 


5. 

Ueber  arithmetische  Reihen,  worin  Anfangsglied  und  Differenz 

teilerfremd  sind. 

Aus  einer  arithmetischen  Reihe  der  obengenannten  Art  kann 
man  immer  in  leichter  Weise  Reihen  absoudern,  welche  die  cou- 
stante  Differenz  6n  habeu  und  deren  Glieder  von  der  Form  6n+l 
sind.  Es  sei  z.  B.  eine  Reihe  mit  dem  Anfangsgliede  5  und  der 
Differenz  13  gegeben.  Um  die  in  dieser  Reihe  vorkommenden  Glieder 
▼on  der  Form  6*  +  l  zu  erhalten,  stellen  wir  die  Gleichung  auf: 
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1)     13ro  +  5  —  6n  -f  1 

oder  V3m-\-A—6n 

Man  sieht  sofort,  dass,  wenn  man  in  1 3 »m -j- 4  m  gleich  2  nimmt, 
eine  Zahl  von  der  Form  G»  entsteht.  13  .  2  +  5  31  ist  also  eine 
Zahl  von  der  Form  6n+l,  die  in  der  Reihe  13m +  5  vorkommt. 
Weitere  Zahlen  von  derselben  Form  sind 

13  .  (2  +6)-f  5  -  109 
13  .  (2+12)  +  5  -  187 
13  .  (2  +  18)  +  5  =  2<?5 

Q.     S.  W. 

Es  kommen  also  die  Zahleu  der  Reihe  78»i  +  31  in  der  Reihe 
13m+5  mit  vor.  Will  man  nun  aus  der  Reihe  78« +31  die  teil- 
baren Zahlen  ausscheiden,  so  ist  das  eine  leichte  Sache.  Da  die 
zerlegbaren  Zahlen  von  der  Form  6«  +  l  oder  von  der  Form  6n—  1 
zerlegt  werden  können,  so  kann  man  die  Gleichungen  autstellen: 

2)  (6/+  1)  (6A-+  1)  —  78n+  31 

3)  (6/-l)(6m-l)  =  78»  -81 

Nach  Multiplication  und  Rcducirung  durch  6  entstehen  hieraus  die 
Gleichungen : 

6iA+*  +  »-5 
4)     n  =   


5)     n  = 


13 

6/m  —  m  —  l  —  5 
13~ 


Die  Werte,  welcho  für  /,  i,  /,  m  in  die  Gleichungen  4)  und  5)  ein- 
geführt, Zahlen  von  der  Form  13«  entstehen  lassen,  tindet  man 
leicht.  Für  die  Gleichung  5)  sind  z.  B.  1  und  9  solche  Zahleu. 
Man  kann  also  für  bi —  1  und  bh  -1  die  Zahlen  6  uud  53  nehmen. 
Diese  sind  Teiler  einer  Zahl  von  der  Form  78» +  31.  Ebenso  sind 
die  Zahlen  vou  der  Form  78« +  5  und  78« +  53  Teiler  von 
Zahlen  der  Zahlenreihe  78« +  31.  G.  Spcckmaun. 
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6. 

Fuculttttscoiigruenzen. 

Für  eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden  Facoltäten  und  für 
einen  beliebigen  Modul  m  bestt'beu  die  folgenden  Congrucnzen : 

2!  -f  ("»-2)1  ! 
3!  -f  (»»-3)2! 
4!  -f  («1-4)3! 

==  0  (mod  m) 


(m  —  l)!-f  (m  -[In-\])(m  -  2)1 

Beispiel: 

m  -  1 1 

2!  +9  .  V  -  II 
31  +  8.2!  ^  2.'! 
4!  +  7  .  3!  =  HC 

51  +  6  .  4!  =  264 
6! -j-5.  5!  =1320 
7!  +  4  .  6!  -  7920 
8!  +  3  .  7!  -  :>5440 
91  +  2.8!—  4435.0 
10! +  1  .  9!  -  3991680 

Die  entstandenen  Producte  sind  alle  durch  11  teilbar. 

G.  Speck  mann. 


7. 

reber  periodische  KettenbrUchc. 

Diejenigen  Quadratzahlen,  welche,  wenn  mau  sie  resp.  durch 
l2,  2*,  32,  u.  s.  w.  dividirt,  den  Rest  1  geben,  lassen  sich  in  der 
Weise  bestimmen ,  dass  man  zu  jedem  Quadrate  »*  zwei  Reihen 
bildet,  in  denen  die  ersten  Wurzelzahlen  gleich  +  l  sind  und  die 
folgenden  durch  fortgesetzte  Hiuzunahmc  von  gebildet  werden.  So 
sind  z.  B.  diejenigen  Quadratzahlen,  welche,  wenn  man  sie  durch  2* 
dividirt,  den  Rest  1  geben,  die  folgenden- 

3',    7*,    ll'i  • 
5»,    9»,    13»,  .  .  . 
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Dividirt  man  nun  solche  Quadratzahlen  mich  Abzug  von  l  durch 
22  resp.  n"  uud  entwickelt  die  Quadratwurzeln  aus  den  entstehenden 
Quotienten  in  Kettenbrüchen,  so  bilden  die  so  gewonnenen  ganzen 
Zahlen  und  die  Nenner  der  Kciteubrüche  iu  bestimmter  Weise  fort- 
schreitende Reihen.  Für  «2  —  l2  uud  «2  =  22  siud  die  betreffenden 
Quotienten  oder  Determinanten  der  Pell'scheu  Gleichung  auch  iu  je 
einer  einzelnen  Reihe  darzustellen.  — »  Es  mögen  einige  Abteilungen 
der  Kettenbrucheutwicklungeu  hier  folgen. 

1)  n2  =  1».    Dcterminauteuform  .r2+4.r  +  3. 

V  3  =  1  +{1,  2)    Ganze  Zahlen,  Natürl.  Zahlenreihe. 

V  8  «=  2-f-(l,  4)    1.  Ketteubruchnenner  I. 
Vl5  -  3  +  (1,  6)    2.  Ketteubruchnenner  2x. 

V'24  -  4  +  0,  H)  (x  -  1,  2,  3,-    .  .  ) 

U.     8.  W. 

2)  »2  =  22.    Determinantenform  x2  +  3* +  2. 

V~2=  l  +  (2)       Ganze  Zahlen:  Natürl.  Zahlenreihe. 

V  6  -  2  +  (2,  4)    I.  Ketteubruchuenner  2. 

y'l2  =  3  +  (2,  0)   2.  Kettenbruchneuner  -V. 

V2ü=  4  +  (2,  8J  U  -  i',  1,  2,  .  .  .  ) 

u.   s.  w. 

3)  n2  =  32.  Determinautenform: 

9**+24*+7. 

V  7  -  2  +  (l,  1,  I,  4) 
V32  -  5+(l,  1,  1,  10) 
T/76"-  8-f  (l,  1,  l,  16) 

Viäü-  n i,  22) 

U.     8.  W. 

4)  n*  «  4*.  Determinautenform: 

l6*»+45*+  '.4. 

V  14  -  3-f  (1,  2,  1,  6) 
V6U  -  7+(l,  2,  1,  L4) 
Vl3ö=  11  +  (1,  2,  1,  22) 
l/24b  -  15  +  (1,  2,  1,  3')) 

U.     8.  W. 
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yn  =  3-f (3,  6) 

V  4u  -   6 +  (3,  12) 
y87  -   i>  +  (3,  IS) 
yiÖ2=  12  +  (3,  24) 

U.     8.  W. 

I6r2+4!>x+l*. 

V  18   =   4 +(4,  18) 

yG8  -    8+(l,  16) 

yiöO-  12+  (4,  24) 

y264  -  16 +  (4,  32) 
u.   s.  w. 


MUceilen.  |25 

5)  n*  —  5*  Determinantenform: 

25**-f  72ar-|-23.  25a*-f76x-r-27. 

VW  -  4-f-(l,  3,  1,   8)  V27  =  5-f(5,  10) 

V96~  =  9  +  (l,  3,  1,  18)  VlÖ4=lO  +  (5,  20) 

« 

V'219  =  14+(l,  3,  1,  28)  V231  -  15 +  (5,  30) 

V392  =  19         3,  1.  38)  V408  -  20  +(5,  40) 

u.    s.    w.  u.    s.  w. 

Allgemein  ist  die  Determinantenform  za     >  2  gleich 

»»*»+(«*  + 1)3  +  (»+  2) 

• 

Für  die  za  einem  jeweiligen  7t«  >  2  gehörige  1.  Determinanten- 
form ist  der  erste  Kettcnhrachnenner  gleich  1  ,  der  zweite  gleich 
m  —  2,  der  dritte  gleich  1  und  der  vierte  gleich  (n  —  1  )2  +  2».  Für 
die  /weite  Determinantenform  ist  der  erste  Kettcnbruchueuner  gleich 
2h  und  der  zweite  gleich  2nr.  Die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  ist  gleich 

ns-f(n- J) 

resp.  nx  -\-n 

G.  Speckmann. 


8. 

l'eber  Reihensystemc,  deren  Modul  ein  Vielfaches  von  6  ist. 

In  meinen  „Beiträgen  zur  Zahlenlohro"  *)  habe  ich  pag.  40  den 
folgenden  Satz  aufgestellt  und  begründet: 

„Ist  eine  Zahl  Z  von  der  Form  a-n^pi  gegeben  und 
„hat  ein  Primfactor  p  derselben  ebenfalls  die  Form  r»Tl» 

„so  ist  -f.  Pjkl  dm-dj  p  teilbar." 

n     —     n  1 

Da  nun  jede  Primzahl  >3  die  Form  6h  Tt  oder  Qxn+r  hat, 
so  kann  bei  denjenigen  Zahlen,  die  aus  Factorcn  von  der  Form 
6«  in  l  zusammengesetzt  sind,  für  den  auzuwendeuden  Modul  s  immer 
ein  Vielfaches  der  Zahl  6  gesetzt  werden.  Es  dürfte  deshalb  eine 
Aufstellung  der  primitiven  Zahlformen  für  diejenigen  Reihensysteme, 
deren  Modul  von  der  Form  6»  ist,  nicht  ohne  Nutzen  sein.  —  Es  ist 


*)  Verlag  ron  Eschen  &  Fasting  za  Oldenburg  i.  Gr. 
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nun  gleich  ersichtlich,  dass  in  einem  Reihensystem  mit  dem  Modul 
6«  nur  diejenigen  Anfangsglieder,  die  eine  Primzahl  oder  ein  unge- 
rades Vielfaches  eiuer  Primzahl  darstellen,  nebst  der  Zahl  1,  relativ 
prim  zum  Modul  seiu  können.  Es  ist  deshalb  leicht,  die  betreffenden 
Zahlformen  zu  finden.  -  Praktisch  weudet  mau  die  folgende  Regel 
an.    Man  dividire  zuuächst  den  Modul  6«  durch  2  und  stelle  fest, 

welche  Zahlen  von  der  Form  6»  -f 1  unter  ^   liegen.    Von  diesen 

Zahlen  kann  man  diejenigen  streichen,  die  mit  6«  den  gleichen  Teiler 
haben.  Setzt  man  die  übrig  gebliebenen  Zahlen  nebst  der  1  in  die 
Formel  &r»  ±r  nach  einander  für  r  ein,  so  erhält  man  für  das 
betr.  System  die  saratlichcu  Formen,  in  denen  Aufaugsglied  und 
Differenz  zu  einander  relativ  prim  sind. 

Für  die  Moduln  6,  12, 18,  24,  30  mögen  die  betreffenden  Formen 
hier  folgen. 


Modul : 

Zahlformen : 

6 

6»±I 

12 

12«  ±1 

12»  ±5 

18 

I8n±l 

18»±5 

18«  ±7 

24 

24«  ±1 

24»  ±5 

24»  ±7 

24»±U 

30 

30«  ±1 

30»  ±7 

30»  r 11 

30»  ±13 

G.  Speckmann. 


S 


Digitized  by  Google 


MucelUn.  127 
9. 

Formeln  für  die  Wurzeln  der  Pytliagor&ischen  Gleichung. 

Bei  beliebigem  x  besteht  die  Gleichung 

Nach  Multiplication  und  Reduction  entsteht  aus  Gleichung  1) 
die  Gleichung 

L>)  (a.t_2x-f2)2-(*2-2x)s  =  (2x-2)8 

Für  die  Wurzeln  A',  F,  Z  der  Pythagorüischeu  sind  also  bei  be- 
liebigem x  zu  setzen: 

X  =  r*  —  2x  -f  2 
F  =  x*  —  2x 
Z  .  2x  —  2 

G.  Speckmann. 


10. 

Ein  Satz  vom  Kreisviereck. 

Lehrsatz:  Die  Diagonalen  des  Kreisvierecks  verhalten  sich  wie 
die  Sinus  der  gegenüberliegenden  Viereckswinkel. 

Beweis.  ABCD  sei  ein  Viereck,  AC  und  BD  seine  Diagonalen 
Dann  ist  nach  trigonometrischer  Formel 

AB  AC 

siu^Cx?  —  s'mABC 

AB  BD 
sin  ADB  *~  BAD 

Geht  ein  Kreis  durch  A,  C,  ö,  so  sind  ACB  und  j4/>£  als  Peri- 
pheriewinkel auf  Bogen  AB  einander  gleich,  folglieh  auch  die  linken 
Seiten  beider  Gleichungen,  mithin  auch  die  rechten,  und  man  hat: 

AC :  BD     sin  ABC :  sin  BAD 

was  zu  beweisen  war. 

Dr.  Demeter  Danitsch, 
Professor  in  Belgrad. 


S' 
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11. 


Ueber  Darstellbarkeit  Ton  Zahlen  als  Summen  zweier  Quadrate. 

Es  ist  bekannt  und  bewiesen,  dass  jede  Primzahl  von  der  Form 


eine  Summe  zweier  Quadrate  ist.  Von  den  vielen  hieran  sich  knüpfen- 
den Folgerungen  und  Fragen,  die  jedoch  nicht  erwähnt  zu  werden 
pflegen,  möge  nur  eine  hier  Platz  finden.  Sei 


Die  Aufgabe  der  Zerlegung  des  Products  in  eine  Qnadratsumme  hat 
also  2  Lösungen.  Fügt  man  nach  derselben  Formel  dem  Product 
zzx  die  analogen  Factoren  z3  .  .  .  nach  einander  hinzu,  so  folgt, 
dass  die  Zerlegung  des  Products  zztz?  .  .  .  sm-\  im  allgemeinen 
auf  2m~l  Arten  möglich  ist.  Wendet  mau  den  oben  geuauuten  Satz 
an,  beachtet  auch,  dass 


2  -  l'-fl2 

ist,  so  lässt  sich  das  Ergebniss  folgendermassen  aussprechen  : 


Jede  Zahl,  die  durch  keine  Zahl  von  der  Form  4« — 1  teilbar 
ist,  ist  42m_1  im  allgemeinen  nicht  identischen  Summen  zweier  Qua- 
drate gleich,  wo  m  die  Anzahl  ihrer  Primfactoren  bezeichnet. 

Im  besondern  bemerkt  man  leicht,  dass  die  2  Zerlegungen  (1) 
für  z  -=  2  identisch  sind;  daher  ist  m  beschränkt  auf  die  ungera- 
den Primfactoron.  R.  Hoppe. 


s  =  4n-f-l 


dann  ist 


~  _  a*  -f  b* 


(i) 
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XV. 

Die  Entwicklung  nach  Bernoulli'schen  Functionen. 

Von 

*        Franz  Bogel. 


1.    Eindeutigkeit  der  Entwicklung. 

Sei  R  =  £  am  Dm  (ar)  eine  zwischen  gewisseu  Grenzen  eonver- 
gente  Reihe,  geordnet  nach  den  Bern oul  Ii 'sehen  Functionen 
Bm,  m  —  l,  2,  .  .  .  ,  und  bestünde  eine  von  dieser  verschiedene, 
doch  gleichwertige  Entwicklung 

R  =  EbmBm(x) 

so  gibt  die  Differenz 

Zcm  Bm(r)  =  0,    r„,      am  -  bm 

giltig  für  ein  den  obigen  Reihen  gemeinsames  Convergenzgebiet.  Für 
eine  continuirliche  Reihe  solcher  «-Werte,  für  welche  x  und  x-\-l 
innerhalb  der  Convergenzgrenzen  letzterer  Reihe  liegen,  ist  dann  auch 

2cmBm(x+l)  -0, 

daher 

£0m[ßm(m+l)  —  Bm(m)l  -  0 

oder  zufolge  einer  bekannten  Eigenschaft  dieser  Functionen  (S. 
Schlömilch  Comp.  IL  p.  207  ff.) 

£m  cmxm~l  «=>  0 

was  für  eine  stetige  aufeinanderfolgende  Reihe  von  «-Werten  nur 
bestehen  kann,  wenn  cm  —  0  oder 
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ist,  d.  h.  Gleichwertige  Entwicklungen  nach  den  Blt  sind 
identisch. 

Auf  die  hier  zu  betrachtenden  Reihen  ist,  weuu  dieselben  con- 
vergireu  ,  daher  der  Satz  der  „unbestimmten  Coefficien ten" 
anwendbar. 


3.    Entwicklung  einer  gegebenen  Function  nach  üm. 

Sei  f(r)  eine  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze  entwickelbare 
Function,  und  werde  abkürzungsweise 

f(r)(k)  =  fr,     fW(k+h)  ~f<«  (*)  -  ^r,    \  i=  « 


unter  h  nnd  k  beliebige  Constante  verstanden,  so  giebt  der  Boolee 
sehe  Satz  (Schi.  p.  2*1) 

+(-«■   <« 


wo 


/?2;  = 


-  B*Wf***i*+**W  -  •  •(«) 

6 

1 


Wird  derselbe  der  Reihe  nach  für  /*,,  /j,,  /"s,  .  •  •  derart 
in  Anspruch  genommen,  dass  für  die  f  mit  geradem  Zeiger  die 
Kestform  (ß)  und  für  jene  mit  ungeradem  Zeiger  die  Form  («) 
gewählt,  und  dass  der  Ordnumzszeiger  der  unter  dem  Integralzeichen 
stehendeu  Function  f  durchgehends  =  'In  wird,  so  entsteht,  wenn 

xr 

die  rte  Gleichung,  r  —  1,  2, .  .  .  2n  - 1  mit  ~,  multiplicirt  wird, 
das  System 

Aar/-,  —  xd—  2xJl^~  ~2!  *   *  ~  4!   '  '  * 


1 
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3!  '»  *  8]^^2  8~!^+    •  •  +  (2« -47!  sV*""2 

;2    2       s  1 

+  (2»4-3)l  3!,/  **-■«>/»*(•+«)* 
o 

;?    3  1 
~  (2^4)1  l\f  B^[t)f^{l^ht)dt 


"  (äT=T)!  ^2<-2  -  2  (2«  -  D!  ^ 

+  F!  (2»  -17!./ 
b 

(2«) !  -  (2r7M  "2*~l 

Die  Addition  ergiebt  auf  der  linken  Seite  die  Taylor'sche  Reihe, 
während  rechter  Hand  die  gewünschte,  eine  willkürliche  Constaute 
enthaltende  Entwicklung  nach  Bernoulli'schen  Functionen  hervor- 
geht: 

h[f(k  +  x)-nk)  -  JfoJ  =  ±JBt(u)+~  *t+Bfr)  h~JMu)+  ... 

^2m  |  /('  **  2n 

i 

A2i»f  1     /»  /2„    2m -1 

+  (2»)!./ 

0 

worin 
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f  — 0 

=  Ä2n (0  +  ^2h  (- u) -B2n(t- u) 

das  3f  enthaltende  Rest-Integral  ist  demnach 
i 

/,2h +  1  p 

-  (ä^J  /         ~     (« ~  «)]  /(2w) (*+A  0 * 

0 

Ä2»u2i»-1  pH 

- 1  (2^Liyi         +  (2„) !      (~  ") 
Mit  Berücksichtigung  von 

B2n(-u)  =  Ä2H(tt)4-2ntt2— i 
ist  nach  gehöriger  Reduction  und  Division  mit  A  schliesslich 

f(x+k)  -  f{h)  +  J  f       («)  +  H-  JMu)+  ~  ^Ä,<«)  + 

/,2w-2  /<2h-1 

1 


•     •  ■ 


1 


 (2) 


Die  Betrachtung  der  Restglieder  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass 

ain— 1 

und 

i 

f  Ä^r*^*+Ä')Ä""0'  Ä««(0—  •  •  -  (4) 

die  Bedingungen  der  Entwickolbarkeit  von  Functionen  der 
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genannten  Art  nach  Bcmoul  li'scheu  Functionen  sind;  denn  die 
Grenzwerte  der  anderen  Glieder  des  Restes  verschwinden  schon  zu- 
folge der  über  /  gemachten  Voraussetzung. 

Dem  Reste  kann  durch  Entfernung  der  Integralzeichen  eine 
andere  Form  gegeben  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  werde  zuerst  das  Iutervall  u  —  0,  u  =•  —  $ 
ins  Auge  gefasst,  wofür  sich  daun  vorstehendes  Integral  in  Grenzen 
einschliessen  lässt. 

In  Ansehung  dessen,  dass  für  *  nur  das  Iutervall  (0,  1)  in  Be- 
tracht kommt,  wird  t  =  n  zwischen  0  und  §  liegen,  innerhalb  welchen 
Inten  alles  B^is—u)  das  Zeichen  nicht  wechselt. 

Deun  es  besitzt  ß-2n(v)  innerhalb  (0,  1)  dasselbe  Zeichen  (— 1)" 
;Schl.  p.  215,  Fig.  41  u.  42);  nun  ist  aber 


Bm(v  +  l)  -  Bm(v)+m**~i 

woraus  hervorgeht,  dass  Bir{v)  auch  von  v  =  1  bis  v  =  2,  somit  im 
Intervall  (0,  J)  positiv  bleibt. 

Ferner  ist 

4r  +  2-(2*+«-l)/fer+i 


wegen 

stets  negativ. 

Würde  nun  B4r+2(») ,  das  samt  seiner  Ableitung  für  vsO 
verschwindet,  innerhalb  (1,  |)  sein  Vorzeichen  wechseln,  so  müssten 
in  diesem  Iutervalle,  geometrisch  gesprochen,  mindestens  zwei  Wende- 
punkte liegen,  daher  DBir\2{v)  =  Ihr(v)  zwischen  v  =  1  und  x  —  ] 
mindestens  zweimal  verschwiuden,  was  nach  dem  Vorigen  aber  nicht 
der  Fall  ist.  Bia  besitzt  daher  in  dem  Intervalle  (0,  f)  das- 
selbe Zeichen  (—  1)". 

Es  ist  somit  wegen  der  angenommenen  Stetigkeit  uud  Endlich- 
keit von  f  gestattet  zu  setzen 

f  Bin  (t  -  «)  (*  +  ht)  <U  ~  (  -1 )»  f™  (k  +  n6)  Ihn  {t  -  ■  U)dt 

b  o 

=  ((-l)-u2-)-f-^2">(fc4-AÖ),  0<Ö<1 
und  aus  demselben  Grunde  auch 
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1  1 

•  o 
folglich  ist  wegen 

/<*•)(*+ äö')  -  = 

=  «Ä/"<2«+i>(ifc-f-0Ä),   0<«,  0<#<lnun 

i: 

fl-n       P  £Ä*2»»  +  l 


o 


Endlich  kann  das  zweite  Rest- Integral  in  (2)  durch 

r2«7!/r(2")(A:+a;E)'  °<a<1 

ersetzt  werden. 

Die  Darstellungsbedingungen  (3)  und  (4)  gehen  jetzt,  wenn  noch 
^2*-i  durch  ersetzt  wird,  über  iu 

"5  t*Ä\  ß2»[n)  f™  (*  + 1»*)  =  0,   0  <  p  <  1  (5) 

lim       T(tA£M/P«+l>(fc-(-*A)-.(—  l)«tt2»/(8«)(fc-|-öÄ))  —  0  .(6) 

0<f<l,  0<fl<], 

Ein  einfacheres,  jedoch  nur  hinreichendes  — nicht  notwendiges 
Kriterium  für  die  Convergenz  der  gefundenen  Reihe 

f{x+k)  =  ZamBm(u)=R 
lässt  sich  wie  folgt  ableiten. 

Es  wird  Ii  ganz  gewiss  contergiren,  wenn 

Ii'  ee  2;  |  am  |  bm 
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wo  bm  das  absolute  Maximum  von  Bm(u)  iunerhalb  (0,  1)  vorstellt, 
convergirt. 

Für  gerade  m  ist 

bm  -  |  Bm  (i)  I  -  — aszr*Äni  (7) 

8 

Für  ungerade  m  ist  b«,  zwar  allgemein  nicht  bestimmbar,  es 
lässt  sich  aber  hiefür  eine  obere  Greuze  angeben. 

Werden  nämlich  in  den  Punkten  u  =  0,  Tangenten  an 

das  geometrische  Bild  von  Bm  (Schi.  p.  '216.  Fig.  43,  44)  ge- 
zogen, welche  sich  in  dem  Punkte  M  schueiden  mögen,  so  ist  seine 
Ordinate  (absolut  genommen) 

Dun  ist 

2«-2  _  l 

nmsomehr 

^m-l>llw  I«) 

*  2 

Wird  jetzt  in  R'  das  erste  Glied  als  uuwesentlich  ausgelassen,  und 
tflr  die  b™  (m  gerade)  ihre  Werte,  für  jene  mit  ungeradem  m  der 
iu  letzterer  Ungleichung  linker  Hand  stehende  Ausdruck  (w  —  3,  5, 
7  .  .  .  )  gesetzt,  so  entstehen  zwei  neue  Reihen 

22  —  l  2*  —  1 

n  -  I    I  — £i-    4- 1  «4 1  — *t  t  •  •  •  i 

r,  -  |  o,  |  JÄ,  +  |  o6  |  JÄ,  +  .  . 

wobei  Ä'  —  |  a,>b,  <r,  -f-rs  >8t 

Durch  Vergleich  derselben  mit  den  Reihen 

2*— 1     x*      24— 1     x*  x  x 

2«        *]  +  ~2»   "s4!"*~'  '  *  =  2ta,lg4'  -2*<*<+*« 

xrf  x*  x  x 

3£,      -f-  bBt  j-.  -}-  .  .  .  •=  1  -f  |*acosec*  ^  —  x  cot  ^» 

-2«  O  <  +  2» 

ergiebt  sich  sodann  die  Tatsache,  da ss  eine  Reihe  £amBm(n) 
zwischen  u  —  ü  und  t*  =  1  gew iss  convergirt,  wenn  bei 
jedem  geradem  m 
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nnd  bei  ungeradem  m 


l*l<(7-l)!ut 


8.  ConvergenzgreDzen. 


Wenn  die  Couvergenz  der  für  f(x-\*k)  gefundenen  Reihe 


R  —  ZamBm(u) 


festgestellt  ist,  so  lassen  sich  die  Grenzen  derselben  von  jenen 
ungleich  leichter  bestimmbaren  —  g  und  -\-g  der  Reihe 


in  einfacher  Weise  ableiten. 
Aus 

Bm(u+h)  -  Bm(u)  +  m(u»-l  -f-  .  .  .  -f 

folgt,  wenn  •»+*  so  gewählt  wird,  dass 


als  obere  Grenze  bezüglich  R  Zufolgo 

Bm(l  +  g)  -  (—l)mBm{  -g)   (Schi.  p.  211.  Formel  12) 

ist  dann  —  g  die  untere  Grenze.    Es  gilt  daher 

„Die  Convergenzßrenzen  einer  als  convergeut  befunde- 
nen Reihe  EamBm{")  sind  —  g  und  g-\-\,  wenn  jene  der 
„Reihe  £aMum  —g  und  -\-g  sind." 

Diese  Untersuchung  giebt  aber  noch  weiter  zu  erkennen,  dass 
notwendig  Divergeuz  vorhanden  ist,  wenn  sich 


z 


M  +  fc  -  1  =  g 

d.  h.  der  oberen  Grenze  von  91  ist,  sofort 
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/'[/(*  +  *  +  *)-/(*  +  *>]* 

Dicht  nach  Mac'  Laurin's  Satz  entwickeln  lässt. 

Im  bejahenden  Falle  folgt  hieraus  jedoch  noch  keineswegs  die 
Convergenz  der  Reihe  J?. 

4.    Unbedingte  Converg-enz. 

Werden  die  positiven  und  negativen  Glieder  vou  Bm(n)  zu  je 
eiuer  Gruppe 

—  "m  +  ^p- »»  «w_1 4-  i      M  -  (—  »T  Bm  (iu)))    .  .(10) 

w  -  £    1 + (r)        (;)  B<*-* + .  .  . 

=  Mm  +  iZ^mwm-i_i(iy|n(u)  +  (_0«j5w(l.tt)).    ,    ,  .(U) 

zasammengefasst,  so  ist 

und  das  als  convergent  vorausgesetzte 

R  =  £a„,Z*m  =  /(*+*) 
nimmt  hieför  die  Form  an 

R  -  /(*)  +  Rt  -  J?8,  wo 
^-.ZamSSm'    und    Rt-Za*®*"  (12; 

Da  9m1  und  SB»"  nur  positive  Glieder  enthalten,  so  sind  sie  im 
Gebiete  des  Positiven  positive  Functionen;  sind  dann  auch  noch 
sämtliche  am  positiv,  so  haben  beide  Reihen  nur  positive 
Glieder,  werden  daher  unbedi ngt  couvergiren,  folglich  auch 
R,  wenn  sich  /(x-j-fc) — /(fc),  dessen  Entwickelbarkeit  nach  den  Bernoulli. 
schen  Functionen  vorausgesetzt  wird,  derartig  zerlegen  lässt,  dass 
die  Bedingungen  für  die  Entwickelbarkeit  auch  für  dio  Teile  erfüllt 
bleiben. 
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Die  Entscheidung  wird  am  einfachsten  durch  Sumroirung  der 
ff,  uud  Ä,  herbeigeführt. 

Zufolge  (2)  und  (12)  ist 


+  g        +  —4-  «*  H  2"  j 


A  A* 
-  Ju+  z\*\H%  +  $\  ^i«3  +  •    •  • 

+  1-^"(^+^1„'  +  A28!^ü»+.  ..) 

+  i(^Ä1(ti)  +  ~^1Ät(«)  +  |^,^|(«)+.  •  •) 

4-  j(i <»«)+ Äl(»«)-4*^Bt(ti»)-^Jlfi4(£«)H-...) 

In  dieser  Form  ist  die  Summiruug  mit  Hilfe  des  Taylor'scben 
Satzes  und  mittelst  i.2)  ausführbar,  uud  ergiebt 


X 


+  ^V,*+*+*)+  -+•'(/(*+*)-/•(*)>  (13) 

ebenso  findet  sich 

r 


*-»/' 


Die  Betrachtung  dieser  Ausdrücke  führt  nun  unmittelbar  zu  dem 
wegen 

auch  für  negative  Argumente  gültigen  Satze: 

„Die  für  f(x-\-  k)  gefundene  convergente  Reihe  nach 
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,,Äm(w)  ist  sicher  unbedingt  convergent,  wenn  sämtliche 
„Coefficienteu  positiv  sind,  und 

0 

„sich  nach  Bm{u)  entwickeln  lässt" 

DlfferentUrbarkelt. 

Wird  die  für  f(x-\-k)  sich  ergebende  als  convergeut  vorausge- 
setzte Reihe 

mit  Berücksichtigung  von 
D,B2h(z) -2nB2H-i{z).  n>l, 

(Schi.  p.  213;  18,  19) 

Dt  B2n+i (*)  -  (2n  -f- 1  )[B»n(z)  +  (  -1 )— l  Bn\ 

nach  x  differentiirt ,  so  kommt,  wenu  mit  h  beiderseits  multiplicirt 
und  nach  B  und  93  geordnet  wird 

*£x-ur -p+q 

wo 

h  h%  /i  1l*A 

/'-^li1Ä1(«)  +  ir?^)  +  -  ~äfBt(u)  +  .  .  . 

/<           A*  hA 
Q  =  —  2    1    •  2 !    *  B%  ~~  4!     4  Ä*   *  '  ' 

Ist  f'{x-\-k)  -f\k)  durch  die  Bm  darstellbar,  so  ist  zufolge  (2) 

P-<rf+ (''<«+*)-/'<*)) 
Letztere  Reihe  ist  mittelst  (1)  summirbar  uud  giebt 

Q  -  Jcf,  (*)  -  * 
wenn  der  Grenzwert  des  Restes,  nämlich 

Ä2n4t  /»* 
Q 

ist  für  unendlich  zunehmende  n. 
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In  diesem  Falle  ist  daun  tatsächlich 

Das  Ergebniss  ist  daher: 

„Jene  Reihe,  welche  durch  gliedwoises  Differentiiren 
„der  sich  für  die  stetige,  endliche  differentiirbare  Fuue- 
„tion  f{x+k)  ergebende  convergente  Reihe  nach  den 
„B*  entsteht,  hat  nur  dann  f(x-\- k)  zur  Summe,  wenn 
„letzteres  sich  ebenfalls  durch  die  Bm  darstellen  lässt 
„und  ausserdem  noch 

i 

lim  ^»W/,6**l)(*  +  A0*  =  0  (35) 

'  o 

„ist". 

Beispiele. 

a)  f{x)  =  xm 

4r  =  rl  ((*+*)*-r 

+Oit^"^' *,»+. . . 

Für 

g^tangg»,   A-2  (16) 

wird 

*r  =  r\  ^)  ((^z4-l)m-r_(lv?__1)m-r) 

/m  \  sin 
2.r!       )  rm-r,    PH  =  —  ,    m-r  gerade 

«  .  /w  \  ^>  ^         COS  rim 

M^JO.-*    Q»  =  C0S„9,   m-r  ungerade 
und 
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M*-l>"  -<«z-i )•+    (i  )  0.-1  Q) 

+  ?(a)  0—1*4(5)  +  .  •  • 


m  gerade 

woraus,  da  für  negative  <p  die  P  negativ  und  die  Q  positiv  werden, 

+f  (*)«-•  *«(!)+•  •  • 

}  m  gerade  .  .  .  (17) 
fr+fr-iy.-fa-q-.l)»  2/m\  /;\ 

+  ?(a)p--ÄB»6)  +  -  •  • 

ebenso  findet  sich 

\  m  ungerade  .  .  .  (18) 

+  *  (s)^-tÄ4(|)  +  .  .  . 
b)  Kugelfunctionen  erster  Art. 

g|»MU=\    =ftl»±g'     ,  „_r  gerade 


1  1 

\  0 


m— r  ungerade 

(•+r)! 
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Für  k  —  0,  h  =  1  ist  dann 

(-l)^1  /i*,  (*)      (2»+2) ! 


T     2*»  ~\(«!)*       3!  (»-!)!  (n+1)! 

+  ö!  (»-2)!  (n+2)!     +•  •  •  J    '  *  * 

(-!)»-*/     (2«+2)l  (2n+4)!  

T    gfe+i    ^2!  «!  (n-fl)!  1I(n-l)t 

(2n-|"6*1  \ 

+  6!T^)ü^Fä7!B«(l)  "  +  •  ■•)••••••<*» 

c)  Hermite'ache  Polynome.  (M.  Hermite:  Sur  un  uouveau 
developpement  eu  serie  des  fonetions.  C.  R.  T.  LV1II.  p.  93 
et  266.) 

(-1)^„  -  (2^-2(2)  (2*)-2-j-3  .  4^)  (2x)n-4 

-4.5.  6^  (2x)«-6  +  —  .  .  . 
*'  /       0      »  ungerade 


ün(0)  -  <  « ! 


,  n  gerade 


! 


Das  nicht  weiter  reducirbare  J/„(l)  mit  c„  bezeichnet  und  k  *•  0, 
u  -=  1  genommen,  giebt  wegen 


n—r  ge- 
rade 


''  =  ((-'^(„l-r,!  ,C-- <-»>  *    ("7)  '  j 
(-  l)r2r  , :— »-rungerade 

,v  (h—  r)l 

-5iT^n«*)+-  •••)••■  (21) 
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1  C2n  +  I  2'  C>n 

2»Cft.-i 
+  3!(2n-2j!Bl'l)_-  •  • 

d)  Ex  pouential  funetionen. 

/(*)=«*,   A-0,    ^r  =  c*-l 

e*— 1      A#  ä1  Ä* 

JETi  -  fj     '•>  +  2 !  ^(M)  +  3!  B*<u)  +  *  '  '  (23) 

Da  hier 

A— i  (2*)«» 
1  °M  1  =  mF  <  m! 

z.  B.  durch  die  Annahme  h  =- log  2,  wofür  linker  Hand  —1  ent- 
steht, erfüllt  wird',  so  convergirt  die  erhaltene  Reibe  sieber  ..  :schen 
0  und  log 2;  ihre  Convergenzgrenzen  sind,  da 

2amu»>  =  lhe* 

also  für  jeden  a-Wert  gültig  ist,  —  od  und  -f-oo. 

Wird  dieselbe  mit  der  für  |  h  |  <  2*  convergirenden  Reihe  für 
multiplicirt  und  wieder  nach  Potenzen  von  A  geordnet,  so  ist 

das  Resultat  von  dem  in  (23)  erhaltenen  bis  auf  den  Factor  h  nicht 
verschieden,  woraus  geschlossen  werden  kann,  dass  die  Grenzen 
letzterer  Reihe  —  2n  <  h  <  +  2«  und  —  x  <  i  <  -|-  od  sind- 
Dasselbe  gilt  für  die  durch  algebraische  Addition  uud  Multiplication 
aus  e*  hervorgehenden  Functionen.  Z.  B,  sinar,  cos*,  r*atsinix  etc 
Es  ist  ferner 

cos(a-Hfc)  =  cos^-flcos^-r-AJ-cosAr)^,^)-!-^^)  -f  .  .  .) 

+(iio(*+*j  -»in*)  (?,  Ä.(«)+fj  *«(»)  +  .  .  .  )  (24) 


woraus  durch  Differentiation  nach  k 
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In  diesem  Falle  ist  daun  tatsächlich 

Das  Ergebniss  ist  daher: 

„Jene  Reihe,  welche  durch  gliedweises  Differentiiren 
„der  sich  für  die  stetige,  endliche  differeutiirbare  Fuue- 
„tion  f(x-\- k)  ergebende  convergente  Reihe  nach  den 
„Bm  entsteht,  hat  nur  dann  f{x-\-k)  zur  Summe,  wenn 
„letzteres  sich  ebenfalls  durch  die  Bm  darstellen  lässt 
„und  ausserdem  noch 


h2»  p 


(35) 


„ist44. 


Beispiele. 

a)  f{x)  —  xm 

Für 

fc-tg-],   g-tang«?,   Ä-2  (16) 

wird 

2,VI(DP—  m-r  gerade 

«  .  / w  \  ^  ~         COS  n«x> 

2,1  V         ^   Q"  =  cS>'  »-'•anger.de 
und 
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(T+iq-l)»  -  (.4-1)«+  Q*~lB,  (?) 


4  \3  /  *  \2, 

«»  gerade 

woraus,  da  für  negative  <p  die  P  negativ  und  die  Q  positiv  werden, 

?  (7)  «...  «,  (I) 

+r  (»)«-•*«©+•  •  • 

}  m  gerade  .  .  .  (17) 
ebenso  findet  sich  v- 

(^-"T-^-ir  --«-+!©  o-  *,  (!)   ^  - 

+?(*)*-*  Ms) +••  • 

}  to  ungerade  .  .  .  (18) 

(ar+£g— l)m— (*— u?—  1  )m 


2i 


-/,-+l,(D/,-^6) 


4  \3  /    w~8    4  V2 


b)  Kugelfunctionen  erster  Art. 


*■  \t)  ■  ( n  ■ 


0  «-r  ungerade 

(n+r)\ 
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Für  Je  —  0,  h  =  1  ist  dann 

i  *•(«)  -=  *,<«)  +  172172^-1)  i  2«  2!  8! "(2»-2)2*^(ae)  +  ~ 

/*,(«)       (2»+2)S  Bz(x) 
'      2*     \(«!)8  3!(n-l)!(n-f-l)! 

V>n+j)\Bb(x)  \  Q) 

+  5!(»-2)!(n4-2)!"  +  -  '  '  j    *  •  '  1  ' 

(-1)«-*/    (2,1+2)1  J^+il1 

+  6!(^W»W-  +  --   •)••••••  (-0) 

c)  Hermitc'sche  Polynome.  (M.  Hermite:  Sur  un  uouveau 
developpement  eu  serie  des  fonetions.  C.  R.  T.  LVIII.  p.  93 
et  266.) 

(-1)**/*  -  (2^-2(2)  (2x)—»-fS  (2x)h-4 

\«-6  J  ... 


-  4  .  5  .  GL.  (2*)«-«  + 


0      n  ungerade 


17.(0)  - 


N 


n 


'(-Da 


n! 


©' 


,  n  gerade 


(«  -  r) ! 

Das  nicht  weiter  reducirbare  UH{\)  mit  c„  bezeichnet  uud  A-  -  0, 
u  —  1  genommen,  giebt  wegen 

n-r  (n— r)! 


in  —  r  :  \ 
—    -    \    »1 — r 


— r  ge 
rade 


n!  C, 


(äöi  ,/2"(ir) "  (2»7!  B»(x)"2ü2»^-i)!  ^^änsr^i^ "  - 

-5T(„2b)!^  +  -        -  '  (21) 
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+  3112^-27!         ~~  *  '  * 


25  \ 
+  6!  (»-2)1  B*(x) 


(22) 


d)  Exponentialfunctionen. 

/(*)  =  e*,   A  — 0,        =  e*-l 

£~  "  f.  ^  +"  2!  ^(U)  +  ST  B*(U)  +  *  '  '  (23) 

Da  hier 

(2,t)m 

I  ö"  I  =  mT  <    m  ! 

z.  B.  durch  die  Annahme  A  —  log2,  wofür  linker  Hand  —1  ent- 
steht, erftt'lt  wird',  so  convergirt  die  erhaltene  Reibe  sicher  *  ;schen 
0  und  log  2;  ihre  Convergenzgrenzen  sind,  da 

also  für  jeden  x-Wert  gültig  ist,  —  oc  und  -f-  od. 

Wird  dieselbe  mit  der  für  |  A  |<  2*  convergirenden  Reihe  für 
-—  multiplicirt  und  wieder  nach  Potenzen  von  A  georduet,  so  ist 

das  Resultat  von  dem  in  (23)  erhaltenen  bis  auf  den  Factor  A  nicht 
verschieden,  woraus  geschlossen  werden  kann,  dass  die  Grenzen 
letzterer  Reihe  —  2«  <  A  <  +  2n  und  -  x  <  x  <  +  od  sind- 
Dasselbe  gilt  für  die  durch  algebraische  Addition  und  Multiplication 
aus  e*  hervorgehenden  Functionen.  Z.  B,  sin«,  cos*,  e«sin&r  etc. 
Es  ist  ferner 

cosOr-f  k)  =  cos*-f  (cos(H-A)  -  cos*)       (u)-f  ^  B3(u)  -f  •  •  •  ) 

+(8in(fc+Aj-sini-)  &Bi<*)  +  •  •  •)  (24) 

voraus  durch  Differentiation  nach  * 
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+(C08(*+*)--C08l:)(|IÄt(«)+^2l4(ii)  +.   .  .(25) 

~co8(g+Ä;)4-cosfc  _  sin  _ 


2sin^  .  siu^ 


-•to(H-g)(Äi(«)-^,Ät(«)+~Ä8(«)-  ) 

+  cos  (*+  |)  (fi  *.(«)-  £  *4<«)  +-...)  (26) 


A  ä 

-cot(H-5)(^i(«)-^i^«)+^^(»)       •  •) 

-  sin  Q,  *4(«)  +     .     )   (27) 

Für  ifc  =  0,  A  =  |  ist,  wenn  "i  für  a;  gesetzt  wird,  wegen 
2ßin8  -y  a;  —  1  —  cos  -  « 

cos**  -  l-*,(*)-  2r2Ä»(x):+3TY»Ä3(:r)+4T^  ^(x)  

+  +  .  .  .  (28) 

»II  7t  7t*  7t' 


sinT  -  *.'*)- ^^(ar)  -3,-31  ^,  2iB4(*)  -  +  +  (29) 

Wenn  /(«)  =  e°*  [  ™  J  bx,  so  ist 


.-^(öw-iar*!)) 

woraus  für 
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n 
a  x 

4       .  7t 

e     sin  -  x 


7t3  9S7  ft" 

~  4T2* BM+  gfjii        -  Täl  2"  —  •  •  • 

% 

-  +  ...)' 


7t 

4  *  » 
e       cos^  r  = 


«  ?r5  TT9 

1_  2!~2*  ^(*>+6f2«        ~  TÖT2"  +  ~  *  •  • 

71 

•  •0 

121  2»7Z,I2':r^  •  '  '  *  ) 


71 


(30) 


(31 


In  (23)  xqc'v  statt  x  und  A  pe'f  gesetzt,  ergiebt  nach  Tren- 
nung des  Reellen  vom  Imaginären 

tpwf.(x±\)  co8((x— 1)psiny)— €*(x>^cos(yg3iny)-gfco»y  cos(p8iny)-f-l 

— 2eV9  cosfpsin gö+l 

-iW.H-^iW-)+^^+  (32) 

Aiehi»  d.  Math.  n.  Phyi.  2.  Reihe.   T.  XYII.  10 
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gPco»y.(a+i) sin((y—  1  )p3imp)  -«rec0S^sin(a-p8inqD)-|- K>c"*f/sin(psin<p) 

cos(psimp)+F  ~~  ™ 

-  fr  -kw+^r2  ^w+^^-j  +  03) 

|  p  |  <  2tt,    —  oc  <  a;  <  -fco 

Für 

sin4<r  cosr« 
p  =  seeqp,   tangqp  =  t,    -  -  -  =  />.  / 

kommt 

«»HcosKa: — 1)<)  —  ercosrt  —  ccos  -|-  1 
'«»  — V«  C08i-f  l 

-  Qi  *t<*)+  3,QA(*)  +  .  .  .  ...  (34) 

e* H  sin  ((x  —  1)/)  —  ^sina-z-j-esin/ 
«*— 2eeos*-f-1 

=  ~  PtBt{x)  +  |j  /W*)  +  \ ,  73  ^(ac)  +  (35) 

|  COS*  |  >  ~,     —  00<><-{-ao 

Der  Nenner  kann  nicht  verschwinden,  weil  sonst 

sein  müs8te,  was  nicht  möglich  ist. 

Ist  <f>  ein  zulässiger  Wert,  so  ist  es  auch  n  —  <p,  wofür  aus  (34) 
und  (35)  Reihen  mit  Zeichenwcchsel  hervorgehen,  welche  mit  er- 
steren  durch  Addition  und  Subtraction  verbunden  werden  können, 
wodurch  vier  neue  Reihen  entstehen,  welche  nur  Bernoulli'schc  Func- 
tionen gerader  oder  ungerader  Orduung  enthalten  und  entweder 
P  oder  Q  zu  Cocfficieuten  haben. 

Ihre  Summen  werden  sich  von  Obigen  nur  dadurch  unterschei- 
den, dass  an  die  Stelle  der  Exponentiellen  die  hyperbolischeu  Func- 
tionen sinx  oder  cosx  treten. 

Sämtliche  bisher  abgeleitete  Reihen  sind  unbedingt  conver- 
gent  und  unbeschränkt  dif ferentiirbar. 

Barmen,  Juli  1895. 


\ 
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XVI. 

Arithmetische  Discontinuitäts-Factoren. 

Von 

Franz  Rogel. 


1.  Von  zwei  oder  mehreren  Grössen  abhängige  Ausdrücke, 
welche  bei  einem  gewissen  arithmetischen  Verhalten  einer  oder 
mehrerer  derselben  unveränderlich  bleiben,  wenn  sich  eine  Ver- 
änderliche innerhalb  vorgegebener  Grenzen  bewegt,  also  —  arith- 
metische Discontinuitätsfactoren  —  wurden  vom  Verfasser 
in  seinen  „Darstellungen  zahlentheoretischer  Func- 
tionen mittelst  trigonometrischer  Reihen  (Archiv  f.  Math, 
u.  Phys.  2.  Reihe,  T.  X,  p.  62  ff.)  zur  Lösung  arithmetischer  Pro- 
bleme verwendet. 

Dass  aber  auch  von  goniometrischen  Functionen  freie,  nur 
aus  Potenzen  und  Hinomialcoefficienteu  gebildete  Itlentitäteu,  wie 
sie  der  Verfasser  in  seinen  ., Ableitungen  von  Identitäten" 
(Archiv,  2.  Reihe,  T.  X.  p.  209  ff.)  mittelst  einer  einfachen  Methode 
entwickelte,  hiezu  tauglich  sind,  soll  im  Nachfolgenden  gezeigt 
werden. 

(mn  +  a)'  _  Q(m  Tt^l+ +        (m  i^T j+«)r  .   .  . 

■  •  •+(-i),4-,(n"1)^+«)r-f(-i)H(l,)ar  w 

*)  Eine  andere  Art  Entwicklang  ist  in  „Ei  n  Di  s  c  o  n  t  i  n  u  i  t  Iftf  fac  t  ron" 
Archir,  S.  Reihe,  T.  X.  p.  334  gegeben. 
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wo  «  und  m  beliebig,  n  und  r  positiv  ganzzablig  ist,  ge- 
wählt, so  ist  derselbe 

0,      0  "2  r  <  n 

=  J      w»  n ! ,      r  —  n 
>  0,       r  >  n 

ferner     (rj-f  1) !  w"  ^o-f  für  i ■  —  n  +  l 

Für 

m  ~  1,    d  —  0 
geht  er  über  in  den  Ausdruck 

-Qc-dm-G)«-*-  •  •  +  (-')»-(„->>' 


n' 


welcher  in  der  von  R.  Hoppe  begründeten  „Theorie  der  höheren 
Differentialquotienteu"  als  Coefficient  eine  wichtige  Rollo  spielt. 

2.  Um  einige  Eigenschaften  des  Polynoms  (1)  kennen  zu  lernen, 
werde  zunächst  —  a  an  Stelle  von  -f  a  gesetzt  uud  eine  ganze 
positive  Zahl  p  unter  der  Bedingung 


p  4- 1  m  >  a 
p » H  <^  a 

eingeführt,  so  dass 

(mn-a)^Q(mn"=l-flH         (m  ^=2  -  a)'  .  .  .  . 

+(-Dr  j  (-I)^(J^)  •  •  ■ 

.+(-l)Ä-,(Bl1)<«-«)r+(-«r(")«r}  •  (2J 
entsteht,  woraus  für 

a  —  pm  — ■ 

und 

r  <^  n 


- 
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•   •   •+(-i)M-'-1(n_^_1)("»-  <<)r}  


(3) 


hervorgeht. 

Dieser  Relatiou  kaun,  wenn  der  linksseitige  Teil  mit 


H,r 


bezeichnet  wird,  noch  die  Form 


n.r         n+r\l  n.r 

8   »(-1)  S  (4) 


oder 


p,d  i»-p,  -d 


(5) 


gegeben  werden. 

Der  Bedingung  r  <  r»  wird  durch  Vertauschuug  von  »  mit  n-f-1 

N.r  m  » 1 

und  von  r  mit  »  entsprochen  wofür    )l    in  den  Coeftieieuteu  ü 

p,d  p,d 

übergeht ,  welcher  in  der  vom  Verfasser  in  seiner  Abhandlung 
„Nullwerte  höherer  Di  ff  eren  tialqu  0  ti  e  n  teu  gewisser, 
„zusammengesetzter  Functionen*4.  (Archiv,  2.  Reihe,  T.  XI 
p.  62  ff.)  gegebenen  Summenformel  Nr.  106*)  erscheint. 

Zufolge  (5)  ist  für  d  -  0 

U  ~     ü  (6) 
p,  o  M-p,0 

d.  h.  in  dem  unter  dem  Zeichen  £  in  [10o]  stehenden  Poly- 
nome sind  für  d  =  0  di  e  Co  e  fficienteu  gleich  weit  von 
den  Endeu  abstehender  Glieder  einander  gleich. 


TO  d 

*)    £       »  *  (vm  +  </)»  =  — 
r=0 


p=n  w-rl 
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3.  Da  (1)  für  alle  r  von  r  —  0  bis  r  —  »  —  1  verschwindet,  so 
muss,  wenn  g(x)  eine  ganze  rationale  Functiou  (n— l)teu  Grades 
vorstellt,  für  dieselben  r-Werte  auch  die  Identität 

g(mn  +  a)-Q}g(tn~^l+o)  +        y(nm -2+ a)  .  .  . 
.  .  .  +(-l)»-*(n\)g(Tn+a)  +  (-\)»Qi)9(a)=J.   .  .   .  (7) 

bestehen,  welche  identisch  ist  der  zwischen  den  «  +  1  Elementen 

M0i  •   •   •  * 

einer  arithmetischen  Reihe  von  höchstens  (n-l)-ter  Ord- 
nung geltenden. 

Denn  da 

^=«o-(;)«,+(2fl)v .  ■+(-i)-i(n:1)«--i+ 

+(-D-(")«  (H) 

wo 

Jtym  —  //r-1»iw_i  —  Um 

das  erste  Glied  der  rten  Differenzenreihe  in  üblicher  Weise 
bezeichnet  und  an  Stelle  obiger  Elemente  auch  u,,  t*,^,  .  .  u<+n 
treten  können,  so  verschwindet  das  linksseitige  Jru0  für  alle  r<>. 

Wird  der  linksseitige  Ausdruck  in  (8)  durch  „j~"j  dargestellt,  so 
gilt  daher 

0,        r  <n 

>0,       r>n  iO) 

ar  n  l  »*,     r  ~»  n 


[ 


wo  ar  den  Coefficienten  von  xr  in  der  die  arithmetische  Reihe  er- 
zeugenden Function  g{mx)  bedeutet. 

Ein  bemerkenswerter  Fall  ist 

g{x\  —  xr-\  —  i 

wofür  aus  (7),  wenn  durch  r  dividirt  wird,  eine  Summe  von  Aus- 
drücken von  der  Form 

n\  q'-i  -  1 


±  (;) 
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hervorgeht,  welche  nur  für  gegen  r  tei lorfremde  q  ganze  Zahlen 
siud.   Hieraus  folgt  aber,  dass 

z  H^/Mw-'-'.H'r1 

A=l,  2,  3,  ...  \krj  r  r  r 

anter  der  Voraussetzung 

°5r<n 


eine  ganze  Zahl  zur  Summe  hat. 

4.  Die  Identität  (9)  für  n-f  1  verschiedene  arithmetische 
Reihen  «,o,  u,i,  u,2,  .  .  .  ,  u,n,  »  =  0,  1,  .  .  .  ,  «,  von  höchstens 
(»— l)-ter  Ordnung  iu  Anspruch  gonommen,  liefert  n+  1  Gleichuu- 
geu,  aus  welchen  für 

0  ^  r  <» 

durch  Elimination  der  Binominalcoefticienten  die  weitere  Identität 

±  »*oo«*n  «m  •  ■  •       ö  0  •  • 

hervorgeht. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  Herr  Dr.  F.  J.  Studni<*ka  in 
seinem  Aufsätze  „Neuer  Beitrag  zur  Theorie  der  Determinanten" 
(Prager  Bericht,  1896,  Vi.)  mittels  des  verallgemeinerten  Hankel- 
scben  Satzes  (Siehe  Bultzer,  Determ.  1875.  §  3.  1H),  wonach  eine 
Determinante  unverändert  bleibt,  wenn  au  Stello  der  Kiemeute 
die  An  fangsglieder  ihrer  Di fferenzien reihen  gesetzt  werden. 

Herr  Dr.  F.  J.  Studnirka  stellt  obige  Tatsache  (10)  als  einen 
besonderen  Fall  des  weit  allgemeineren  Satzes  hin:  „Eine  Deter- 
minante n ten  (irades  hat  den  Wert  null,  wenn  die  Ele- 
mente von  h  Zeilen  oder  C  o  I  o  u  n  e  u  a  r  i  t  h  m  e  t  i  s  c  h  e  Re  i  h  e  u 
von  hffehstens  (A-^)ter  Ordnung  vorstellen4,  —  welcher  mit 
Hilfe  eines  neuen  Determiuautensatzes  (Dr.  F.  J.  Studuuka:  „Uebur 
eine  neue  Detenniuautentranslormation",  Prag.  Bor.  1873)  bewiesen 
wird. 

Der  Beweis  lässt  sich  übrigens  auch  mittels  allgemein  bekanuter 
einfacherer  Determinanten-Eigenschaften  wie  folgt  erbringen. 

Sei  p{<C  n)  die  Ordnungszahl  der  die  Elemente  von  h  Zeilen 
repräseutireuden  Reihen,  so  besteht  zufolge  (9): 
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-f+1)^,+f+1)«a+,.  .  •+w£j:1l)*.H,f. 

-  0  .  .  .  (11) 

»'  «■  0,  1,  .  .  .  .  h 

k  =  0,  1,  .  .  .  ,    n  —  p  —  1 

Wird  nun  von  je  einer  Colonne,  von  der  Oten  bis  zur  (n— p— 2)ten, 

die  ^ ^^-fache  zweitnächste  addirt  etc  ,  so  verschwinden  gemäss 

der  Identität  (11)  in  diesen  h  Zeilen  n  —  p—  l  Colonnen. 

Die  die  Determinante  uugeändert  lassende  Vertauschung  ihrer 
Elemente  mit  den  Anfangsgliederu  ihrer  Differcnzeureihen  ergiebt 
wegen 

dasselbe. 

Nach  dem  Ja cobi 'scheu  Satze  (Determ.,  5):  „Wenn  ein  System 
in  A  Zeichen  mehr  als  n—k  Colonnen  uull  hat,  so  ist  seine  Deter- 
minaute  null",  wird  die  trausformirte  Determinante  aber  verschwin- 
den, wenn 

n  —  p  —  l  >>n  -  h 

oder 

P<h-l 

ist,  womit  obiger  Satz  bewiesen  erscheint. 

5.  Abstrahirt  man  von  der  ursprünglichen  Bedeutung  der  Grösse 
r  als  Wiederholungsexponent  und  ersetzt  sie  durch  die  jeder  Werte 
fähigen  Veränderlichen  x,  so  stellt 

•  •  ■+<-^i(Li)(-+^+(-i>-(:)«<*[:] 

eine  holomorphe  Function  von  x  dar,  von  welcher  bekannt 
ist,  dass  die  Werte  x  —  1,  x  —  2,  .  .  .,  x  —  «  -  1  Wurzeln  der- 
selben sind.    Vou  der  Beschaffenheit  etwaiger  anderer  reeller  Wur- 
zeln lässt  ßich  nur  so  viel  behaupten,  dass  dieselben  nicht  von 
der  Form 

V 
9 

sind,  wo  />,  q  endlich  und  teilerfremd  sind.  Hierausfolgt  aber, 
dass 
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t  0,   r(>  1)  Teiler  von  n 


[ 

r 


\ 


n  1       I  ^  0,   n  und  r  teilerfremd 

Dem  Wilson'schen  Satze  zufolge  ist  (p  —  l)!-f-l  nur  dann  durch 
P  teilbar,  wenn  p  eine  Primzahl  ist,  mithin  ist 

[fji  — 1>1    -1       (0,   p  Primzahl  >  r  \ 
-  )  l  (12) 

fr-i)!  +  'J       |>o,„  zusammengesetzt l 

denn  [(p  —  l)!+l]:j>  ist  für  alle  j>  >  2  kleiner  als  (p-l)l 

6.  Mit  Hilfe  der  Identität  (9)  kann  noch  eine  mauoigfaltige 
Reihe  von  Discoutinuitätsfactoren  construirt  werden ,  unter  welchen 
die  nachfolgenden  die  bemerkenswertesten  sein  dürften. 

HCl 

a)  -  )  ...  (13) 

(     arbr  (r!;*,    n  —  r 


wo  der  Accent  andeuten  soll,  dass  den  Ausdrückeu  und 


•[:] 


ver- 


schiedene arithmetische  Reihen  zu  Grunde  liegen,  uud  ar,  br  die 
Coefticionteu  der  höchsten  Potenzen  der  diese  Reihen  erzeugenden 
ganzen  Function  g(x)  sind  (m  «=•  1). 


b) 


c) 


.0,    r  <  n    oder    n  <  $ 
[r.  [J         j^O,    r  >  n    und    n  >  * 
j-a  j        |  0,    b  -  1<  r  <  a 

fr]       '  <<\    r  <  Ä  -  1    und    r  >  a 


(H) 


.  .  .  (15) 


er 


0,  r  <  n 

1,  r  >  » 


\\n\\  \  ...  (16) 


6rr! 

(arr!)        ,    r  =-  n 
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0.  &  in  a  uicht  enthalten 

(17) 

tfa^a(«!)*   «  ein  Vielfaches  von  b 
wo  ar,  br  wieder  obige  Bedeutuug  haben. 

- ß  0  ■  ■ (i8> 

„grösstes  Ganze" 

g)     A.A...  u  *  *  ~ 

„Summe  der  sten  Potenzen  der  Teiler  von  *** 

.  •  -(19) 

.s*  beliebig  reell  oder  imagiuär. 
für  *  —  1 :  Anzahl  der  Teiler  von  z 

h)    Sei  «;.<*>  <  bk0.)  -  i.  A  =  l,  2,  3,  .  .  . 

dann  ist  die  Summe  dor  «ich  Potenzen  aller  Teiler  vo  n  2, 
welche  k  nicht  übertreffen, 

H3 

-  Ä         Ulf'' » 


a«i,  2., 


i)    Sind  «,  ;>  und  5  ganze  Zahlen,  so  ist 

0,  wenn  n  in  p  und  g  enthalten  ist  .  (21) 

1  _!  M  W  }  l,  wenn  »  nur  in  einer  der  beiden  oder  in 

.,!)'  (,!>«W  M  /  keiner  enthalten  ist, 

folglich,  wenn  p  <  g 

0,  wenn  ;>  und  g  teil  er  fremd 

l  '  •  -(22) 

//  |i_  _  *       p  j.  J9J  I  =  <  1,  weuu  p  uud  </  eiu  von  1  ver- 

«il    (/»WH  WJ    j  8chiedeiie8  gemeill8chftfllichea 


Mass  besitzen 
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k)    Anzahl  der  zu  q  relativen  Primzahlen 


-'z  !,_  h\\-    1  f«Ul 


(23) 


1,  ,n1  n  Ii  *  IM  f«U-f0'« 


Primzahl 
7  zusammengesetzt 

.  •  -(24) 
.  .  .  (25) 

Summe  der  *ten  Potenzen  alier    Primzahlen  ^3; 

-  0:  Anzahl  der  Primzahlen  c. 
Barmen  im  Juni  1*97. 
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XVJI. 


Potenzschlies8er. 


Voll 


Dr.  Alfred  Hauke  in  Wieu. 


da) 


Jede  positiv-ganze  Wurzel  «mzr  der  Gleichung 


in  welcher  s  —  1,  m  —  l  und  r  positiv-ganz  gegeben  sind,  heisse  r 
ziffriger  Schliesser  wter  Potenz  oder  auch  mter  Potenzschliesser  iu 
$.  Bei  Zugrundelegung  des  Basissystems  *  bildeu  nämlich  dieSchluss- 
zifferu  von  *,"»  die  r  ziffrige  Zahl  zr  oder  schliesst  *r  die  mte  Potenz. 

Die  trivialen  Lösungen  =  0  und  xz  —  beliebig  siud  ausge- 
schlossen.   (la)  ist  also  identisch  mit  der  Gleichung 

(lb)  zr{zr  —  1)  (rrm-2  +  ^„-3  _|_  ,    ,    ,  _f_       =  f.  Är 

Aus  (1)  folgt  unmittelbar 


[n  positiv-ganzj  d.h.  mte  Polenzschliossor  sind  auch  [(w—  l)n-|-l  J  te 
iu  s.  Z.  ß.  Bchliessen  2te  Potenzschliesser  jede,  3te  jede  ungerade 
Potenz  iu  s. 

Die  Substitution  in  (I)  ergibt  die  Richtigkeit  der  Gleichung 


[9  und  r—Q  Zifferauzahlen]  d.  h.  Zahlen,  welche  aus  durch  Weg- 
lassen einer  beliebigen  Anzahl  Ziffern  von  links  au  entstehen,  schliesseu 


(2) 


mZr(m-l)»f  1  ~  isr-f  mZr 


(3) 
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mit  diesem  dieselben  Potenzen.  Da  £,  nicht  mehr  Werte  annehmen 
kann,  so  hat  man  die  einem  Qz  entsprechenden  nr     nur  unter  * 

Werten  zu  suchen. 

Im  folgenden  sind  die  in 

als  zu  einander  teilerfremd  und  in  — ^—  «  als  positiv  ganz,  zu  &a 
teilerfremd  und  als  Factor  von  «a  vorausgesetzt. 

Die  Wurzeln  von 

2(1)   zr(zr  — 1)  «=-       sind   2»r  —  A-,      -f  1 

Wie  sich  apagogisch  leicht  zeigen  lässt,  existiren  ausser  den  selbst- 
verständlichen 83,  —  0  uud  1  nur  2  Wurzeln  »tzr  und  die  in 
der  Beziehung 

Äi    +  st'  Jr  «  ^  +  1  stehen. 

Für  das  dekadische  System  *  —  2  .  5  sind  die 

0 
1 

.  .  .92256259918212890625 
.  .  .  07743740081787109376 

Die  Wurzeln  von 

s(l)*r (*r  —  1)  (*r  +  1)  —        sind  nebst  den  V 

Jt,  *,r  -f-  1  =  V  —  1  ungerade:  (2szr  — l)r,  d.  h.  die 
Klammergrösse  ohne  eventuell  r  -f- 1  to  Ziffer 
gerade  existiren  nur  für  ungerade  #. 

fttr  gerade  **  kommen  hinzu  noch  die  ungeraden 
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±1 


2t3zk 


Es  sind  demnach  sämtliche 


welche  ans  den  entspre- 
chenden durch  Addi- 
tion   resp.  Subtraction 

von  g  entstehen,  wobei 

natürlich  bloss  eine  Ope- 
rationen durchführbar  ist. 


ft  zur  höchsten  Stelle  ad- 
dirt  resp.  subtrahirt,  lie- 
fert die  *\zr 


.  9999lJ999999999999999 
.  922562599 1 821 2890625 
.  O774374O0817871U9375 
.  845125198364 '5781249 
.  15487480163574218751  ' 
.  O774374C081 787109376 
.  92256259918212890624 
\  0 

Die  allgemeine  Beziehung  zwischen  je  zwei  »3zr 

wird  durch  diese  Anordnung  illustrirt. 

i(l)zr(zr  —  1»  (*r2 -f- "f  1)  —       liefert  nebst  den  Vr 


wobei  symbolisch 

fclV-fl  —  [r*J 
(*i«ir  =  [*»J 
3<«r  von  der  Form  3»-f  1  von  deneu 


\'U>skx  3-1 


*0  —  0  und  &;.*a  ungerade  ist,  und 


hervorgehoben  sei.    Die  übrigen  enthalten  statt  #r  unter  dem  War- 
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*'tr 

ze!  zeichen  :W,r  resp.  und  köunten  [,3*;J  resp.  [r*r«;]  bezeichnet 
werden. 


Da  7  kein  Quadrat  schliesst,  sind  alle 

Von 


1  Vr  =  »Vr 


WD  %r  («r  -  1 )  f  Zr  + 1 )  (**+ 1 )  =  * 
sei  nur  erwähnt,  dass  jede  einziffrige  Zahl  05s,  ist. 

Mit  wachsendem  m  nimmt  der  größtmögliche  gemeinsame  Teiler 
o  m  -1  des  2.  und  3.  Factors  von  (H),  der  Grad  des  &.  und  im 
allgemeinen  die  Anzahl  von  dessen  Teilfactoren  zu,  wodurch  Com- 
plicationen  cintreteu. 

Anderseits  schwindet  mit  der  Anschaulichkeit  wol  auch  jedes 
allgemeinere  Iuteresse  für  höhere  Potenzschliesser. 
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XIX. 

Ueber  hyperboloidische  Gerade,  die  sich  aus 
einem  Tetraeder  und  einer  Fläche  2.  Ordnung 

ableiten  lassen. 

Von 

Dr.  Karl  Doehlemann 

in  MQncben. 


1)  Irgend  vier  Gerade  a,  i,  c,  rf,  welche  der  Reihe  nach  durch 
die  Ecken  At  B,  C\  D  des  Fundamental-Tetraeders  gehen,  seien 
gegeben  durch  die  Gleichungen: 


(1) 


x  *t 

x3  X 

«Ji 

a1$  ai4 

i  x 

=  XP    ra  *4_ 
«S3  °*4 

& 

«31  «St 

«34 

_  *«_ 

«43 

«41  «4* 

Dann  gehören  diese  der  gleichen  Regelschaar  eines  Hyperboloids 
an  oder  haben  „hyperboloidische  Lage",  wenn,  wie  Hermes  (Crelle 
Bd.  56)  gezeigt  hat, 

(2)  Oft  -  aki    (t,  k  -  1,  2,  3,  4) 
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Schneiden  sich  zwei  von  vier  solchen  Geraden  z.  B.  a  und  b, 
so  muss  die  Ebene  darch  <>  and  darch  die  Tetraederkante  Ali  iden- 
tisch sein  mit  der  Ebene  darch  b  und  die  gleiche  Kante-  Dies 
liefert  sofort  die  Bedingung 

(3)  «14  «sa  —  «*4fl«  ö  0 

Das  Verschwinden  dieser  Determinante  ist  aber  gleichzeitig  die 
Bedingung  dafür,  dass  sich  auch  die  Geraden  c  und  d  begegnen. 

Wenn  also  von  vier  hyperboloidischen  Geraden  irgend  zwei  sich 
begegnen ,  so  tun  dies  auch  die  beiden  anderen  Geraden.  Schnei- 
den sich  überdies  noch  a  und  c,  ist  also  auch 

(4)  a12  «a4  —  a.„  «14  —  0 
so  folgt  aus  (3)  und  (4)  sofort 

(5)  a*«  aJ8  —  a,s  «34  —  0 

Diess  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  sich  b  und  c  (oder  a  uftd  d) 
schneiden.  Wenn  also  die  Bedingungen  (3)  und  (4)  erfüllt  sind,  so 
schneiden  sich  die  4  hyperboloidischen  Geraden  in  einem  Punkte.  — 

Sind  endlich  vier  Gerade  in  den  Coordinatcu-Ebcuen  der  Reihe 
nach  gegeben  durch: 

*-0'  x 


(6) 


*,-(>,  ;i  x+:3+^--o 


J. 


.1 


'•-0'  ^  +1'-  +  x    ?  - 0 


**-°>y  +? •■+?  x  -° 

64,       6i¥  »|g 

so  liegen  diese,  wieder  nach  Hermes  (1.  c),  hyperboloidisch,  wenn 

(7)  b,k  =  »u,   (»,  k  -  1,  2,  2,  4) 

Es  soll  nun  folgender  Satz  bewiesen  werden: 

„Gegeben  sind  ciu  Tetraeder  ABCD  und  eino  Fläche  2.  Classe 
Greift  man  eine  Tetracderflächo  z.  B.  ABC  heraus  und  legt 
durch  jede  ihrer  Kanten  je  eine  Ebene,  welche  mit  den  durch  die  Kanten 
an  die  Fläche  gehenden  Tangentialebenen  und  mit  der  Tetraedertlächo 
ein  bestimmtes,  Übrigens  ganz  beliebiges  Doppel verhältuiss  bilden, 
yj  schneiden  sich  diese  drei  Ebenen  in  einem  Punkte  D' .  Auf 
gleiche  Weise  findet  man  unter  Beibehaltung  des  für  das  Doppel- 
Ar«»!.  4.  M«th.  n.  Pbja.    2.  K«iUe.  T.  XVII.  |  l 
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Verhältnis»  gewählten  Wertes  die  Punkte  A',  B\  C  Dann  haben 
die  Verbindungslinien  AA\  BB\  CC\  DD'  hyperboloidische  Lage/4 

Der  dual  entsprechende  Satz  für  die  Fläche  2.  Ordg.  ist  leicht 
zu  formuliren.  Aus  diesen  beiden  Sätzen  werden  sich  geometrische 
Deutungen  ergeben  für  hyperboloidische  Quadrupel,  die  allgemein 
durch  die  Gleichungen  (1;  oder  (6)  gegeben  sind.  Ferner  wird 
der  bekannte  Steiner'sche  Satz,  dass  die  Höhen  eines  Tetraeders 
hyperboloidische  Lage  haben  (Crelle  Bd.  2),  als  ein  ganz  specieller 
Fall  des  ersten  Satzes  erscheinen. 

2)  Ist  die  Fläche  2.  Classe  gegeben  durch 

/•«  Zaauiuk  -  0   (t,  k  -  1,  2,  3,  4) 

und  wird  das  gegebene  Tetraeder  als  Fundamentaltetraeder  gewählt, 
so  ist  z.  B.  für  die  Tangentialebenen  durch  die  Kante  AB 

"S  _  —  «34  ±.^34 
«*4  «33 

wobei   

4»4  "=  +V<W—  «33  «44 

Bezeichnen  wir  den  dem  positiven  Vorzeichen  entsprechenden 
Wert  mit  1„  den  andern  Wert  mit  lv   Dann  ist  eine  Ebene 

*4—  «3*3  «=0 

zu  bestimmen,  so  dass  sie  mit  den  Ebenen 

«4+  *i*3  —  0 
**+  lt**  =  0 

xA  —  0 

das  beliebige  Doppel verhältniss  «  bildet  Es  ergibt  sich  leicht 

 «44  («  —  1) 

*-^M(«_l)+4it(«+l) 

Für  die  Ebenen 

*4  —  tt|  r,  —  0   und   «4  —  u,  xs  —  0 
durch  BC  und  CA  erhält  man  ebenso: 

«44  («  — 1) 

 «44  («-D 

*      «M<«-l)  +  ^l4(a  +  l) 
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Der  Punkt  D'  als  Schnittpunkt  dieser  drei  Ebenen  hat  dann  die 
Coordinaten 

Für  die  Verbindungslinien  .U',  C'C",  />/)'  erhalten  wir  also 

die  Gleichungen: 


X 


«,,(«-l)-M„(«-H)      aJ3(o-  l)+Jls(a+l) 


*4 


»1 


nsl(a-l)-f^l(«-}-l) 


(8) 


3*9 


«»(«- 

*4 

«24(o- 

-iH-^M(H-i) 

X 

*4 

-l)+4n<«+») 

«4i(«  -i)-M4I(«+i)  ««<«-i)-M«(«+i) 

=  f:i  _  


Da  die  Bedingung  (2)  sichtlich  erfüllt  ist,  so  sind  dies  in  der  Tat 
vier  hyperboloidische  Gerade. 

Lässt  mau  «  variiren  ,  so  rücken  die  Punkte  A\  B',  C",  D'  je 
auf  bestimmten  Geraden  fort.  Auf  diesen  liegen  auch  die  Schnitt- 
punkte von  je  drei  einander  zugewiesenen  Tangentialebenen.  Die 
drei  Ebenenbüschel,  welche  für  jede  Tetraederfläche  construirt  wer- 
den, sind  perspectiv  zu  diesen  Geraden. 

3)  Bei  dieser  Ableitung  wurden  stillschweigend  immer  diejenigen 
Tangentialebenen  in  den  Doppelverhältnissen  einander  zugewiesen, 
welche  den  gleichen  Vorzeichen  der  Grössen  A&  entsprechen.  Das 
ist  aber  nicht  notwendig.    Wir  müssen  also  noch  die  andern  Zu 
orduungen  untersuchen,  für  welche  der  Satz  seine  Giltigkeit  behält. 

Man  kann  z.  B.  von  den  zwei  durch  SC  gehenden  Tangential - 
ebenen  die  dem  negativen  Quadratwurzel-Vorzcicheu  entsprechenden 
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den  Ebenen  durch  AB  und  CA  zuweisen,  die  zu  dem  positiven 
Vorzeichen  gehören.    Die  Ebene  wird  dann 

*4—  fV«,  ~0 

wobei  aber  jetzt 

,    —   

In  den  drei  ersten  Coordinaten  des  Punktes  />'  von  2)  ändert 
sich  folglich  blos  das  Vorzeichen  von  AlA.  Um  aber  jetzt  wieder 
ein  symmetrisches  System  von  Goefticienten  zu  erhalten  gemäss  der 
Bedingung  (2),  muss  in  den  Gleichungen  (8)  auch  in  der  ersten  Zeile 
der  Coefficient  AJ%  mit  negativem  Vorzeichen  auftreten.  Man|  hat 
also  auch  hier  eine  entsprechende  Aenderung  in  der  Zuweisung  vorzu 
nehmen.  Am  übersichtlichsten  erkennt  man  die  sämtlichen  Mög- 
lichkeiten, wenn  man  sich  die  Vorzeichen  der  A*  in  einem  Deter- 
minanten-Schema anschreibt: 

-      +  - 
-  + 
+   -  + 
-   +  + 

Dann  können  in  dem  herausgegriffenen  Falle  in  der  ersten  Zeile 
noch  zwei  Varzeichen,  in  der  zweiten  Zeile  noch  ein  Vorzeichen 
beliebig  gewählt  werden.  Es  ist  dann  auch  zu  berücksichtigen,  dass 
zwei  Schemata,  dio  sämtliche  Vorzeichen  entgegengesetzt  enthalten, 
die  gleiche  geometrische  Anordnung  liefern.  Eine  leichte  Abzahlung 
ergibt  dann,  dass  man  64  Zuordnungen  erhält.  Man  kann  also  64 
Quadrupel  hyperboloidischer  Geraden  angeben. 

4)  Setzt  man  o  =  —  1 ,  construirt  man  also  immer  die  vierteu 
harmonischen  Ebenen  zur  betreffenden  Tetraederfläche  bezuglich  der 
Tangentialebenen,  so  gehen  die  Gleichuugeu  (8)  über  in  die  Glei- 
chungen (1).  Die  Punkte  A\  B\  C\  D*  werden  die  Pole  der  Te- 
traederebenen in  Bezug  auf  die  Fläche  /'  und  es  folgt  also  •): 

*)  Herr  Professor  R.  Mehmke  hat  mich  in  dankenswerter  WeiBe  auf  seine 
Motis  (Annalen  188f>)  aufmerksam  gemacht:  „Bemerkung  über  die  Subdeter- 
minanten  symmetrischer  Systeme".  Der  folgende  Satz  findet  sieh  schon  bei 
Chatles,  Apercu,  bistor.    Note  XXXII. 
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„Construirt  man  zu  den  Ebenen  eines  Tetraeders  in  Bezug 
auf  eine  Fläche  2.  Classe  die  Polo  und  verbindet  sie  mit 
den  gegenüber  liegenden  Ecken  des  Tetraeders,  so  liegen 
diese  vier  Geraden  hyperboloidisch." 

Damit  ist  aber  ferner  oiue  einfache,  geometrische  Deutung  von 
vier  byperboloidischen  Geraden  gewonnen,  die  ganz  allgemein  durch 
die  Gleichungen  (1)  gegeben  sind.  Da  die  Coefficienten  an,  an, 
fl33«  a4*  8<ir  nicht  vorkommen,  so  können  sie  in  der  Fläche  2.  Classe 
beliebig  angenommen  werden.  Es  gibt  also  noch  oc3  solche  Flächen, 
in  Bezog  auf  welche  die  gegebenen  Geraden  die  in  dem  letzten  Satze 
angeführte  geometrische  Eigenschaft  zeigen. 

f>)  Hält  man  irgend  eine  Zuordnung  der  Atjt  fest,  z.  B.  die 
durch  die  Gleichungen  (8;  gegebene  und  lässt  n  variireu,  so  rücken 
i'ie  Punkte  A\  B\  C ',  D'  auf  den  Geraden  a,  b\  c',  d'  fort.  In 
Bezog  auf  die  Auordung  der  Geraden  AA',  BB',  CC,  DD'  sind 
dann  folgende  zwei  Fälle  zu  onterscheiden : 

a)  Im  allgemeinen  werden  die  Geraden  a,  b' ,  c',  d'  nicht 
durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D  bzhw.  hindurch  gehen.  Die  Strahlen 
AA',  BB',  CC,  DD'  beschreiben  dann  Strahlenbüschel  in  den  Ebenen 
U«'),  (Bf/),  (Cc')  und  (Dd'). 

b)  In  einem  spccielleu  Falle  können  die  Geraden  a',  4',  c',  d4 
der  Reihe  Dach  durch  A,  H,  C,  D  hin  durchgehen.  Daun  fallen  für 
jeden  Wert  von  a  die  vier  Geraden  AA\  BB',  CC,  DD'  mit  diesen 
vier  Geraden  a  ,  b',  c',  d'  selbst  zusammen. 

Fassen  wir  zunächst  den  ersten  Fall  ins  Auge.  Irgend  einem 
Werte  a  entspricht  ein  hyperboloidisches  Quadrupel  AA\  BB',  CC , 
DD'. 

Betrachtet  mau  die  sämtlichen  Erzeugenden,  die  zur  gleichen 
Regeischaar  wie  das  Quadrupel  gehöron,  so  erhält  man  für  ein 
variables  a  x  *  Gerade,  also  eino  Strahloncongruenz. 

Ohne  hier  auf  eine  ausführliche  Untersuchung  derselben  bereits 
eiozDgehen,  mögen  nur  Ordnung  und  Classe  derselben  durch  folgende 
leberlegungeu  ermittelt  werden. 

Hat  man  drei  windschiefe  Gerado  mit  den  Coonlinaten  p&,  pac', 
jhi",  so  lässt  sich  das  durch  sie  bestimmte  Hyperboloid  in  folgender, 
von  Professor  G.  Bauer  dahior  in  seinen  Vorlesungen  benutzten, 
Form  schreiben: 
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V\tXf\-P\*x*-\-V\ix*      l'nx\+1h'Sxz-\-Pnxi  Ptt*i*+?M*H-i»M*i 

Pi  *'*i-\-Pis**-\-Pi4xi    Ph 'ft+Pn'ss+P****  Psi*i+PMxi+PM'r4 

ftiVh^Vf*«"*«  ffaVfjWHfnT*  Ps"*i+Pnx2+Pux* 
-  0 

Nehmen  wir  als  solche  Gerado  die  3  ersten  der  durch  die  Gleichun- 
gen (1)  gegebenen  Geraden,  so  erhalt  man  für  die  p  folgende  Ver- 
hältnisszahlen: 

J>ia  —  0    7>a3  =  ff,3al4  j  ;>2|'  —  0    /'is'  —  «23«a» 


Pia0«    ;>**— «13* 

—  Ü    7*34  =  «IS  «13 


;?s4'  =»  0    j)34'  =  tf*t  a33 


l^l"  =  0  J'is"  —  «31  «34 
Pl4"  =  0     ftt"  ~  «31  «3« 

Die  Gleichuug  des  Hyperboloids  wird  dann  nach  Uuterdrückuug 
eines  unwesentlichen  Factors: 

«34(«13««»— «|4«S3)a'lir«4-«S4(«14«S3— «13«34)rl«3 
+ «S3(«1S«34— "l3«24,alaVf-«l2  «13«24  a\Aaa)XSpl 
"f«13(«l  4«23~  «12«34)-r2a,4+«l4(«IS«34^«l3«ä4)X2sr3  —  0 

Die  Klaminerausdrücke  sind  die  Dctcrininanteu  (3),  (4),  (5),  deren 
Verschwinden  nach  (1)  zur  Folge  hatte,  dass  die  vier  hyperboloidischeu 
Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden  Setzt  man  jetzt  in  dieser 
Gleichung  statt  der  a,k  die  Grösse 

a(A,k  +  (Uk)  -f-  A,k  —  mk 

so  erhält  man  Cocfticienten,  dio  in  o  den  3.  Grad  erreichen.  Durch 
einen  beliebigen  Raumpunkt  gehen  also  3  solche  Hyperboloide ,  die 
Strahleucougruenz  ist  von  der  dritten  Ordnung.  Es  folgt  dann  auch 
unmittelbar  ,  dass  sie  von  der  sechsten  Gasse,  also  iu  eiuer  belie- 
bigen Ebene  6  Strahlen  enthält.  Dio  Punkte  Ay  Ii,  C,  D  sind  siu- 
gulärc  Punkto  1.  Classe.  Durch  sie  gehen  je  uuendlich  viele  Strah- 
len, die',  in  oincr  Ebeno  gelegen,  einen  Büschel  bilden. 

6)  Den  zweiten  der  erwähnten  Fülle  können  wir  realisiron, 
wenn  wir  der  Fläche  eine  besondere  Lage  dem  Coordinaten-Tetra- 
eder  gegenüber  anweisen.  Soll  nämlich  z.  B.  die  Gerade  d'  durch  D 
gehen,  also  der  Puukt 
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a-,  —  0,    *t  =  0,    x3  —  0 
auf  ibr  liegen,  so  ergeben  sich  dafür  die  Bedingungen: 

A84  «14 
CM  C14 


*84 

-  0 

*24  *34 

C18 

e24 

«24  c34 

-  0 


-  0 


Für  a\  b',  &  erhält  man  analog  je  eine  Gruppe  von  Gleichun- 
gen. Geht  man  auf  die  A*  und  «,*  zurück ,  so  liefern  die  obigen 
Gleichungen 


«14  »84 
^14  Au 


-  0 


«24  «34 


Diese  drei  Gleichungen  geben  dio  erste  Zeile  von  folgenden  12 
Relationen: 


(9) 


0,4*0,4—  «14**11—  0     «24*«33~«34*«88-=0     «84* «11  *  «14* «88  —  0 

«M*««— «ti*«M  —  0    «41Sfaas  -«8/a44=0  a»,*«4«-«4i,«88=0 


«33  «11 


<7 


I«!)"'1     «4>*«33— «3^«44— 0     «12*«44  ~  «42*«11  Q° 


«23*«11  -«18*««=°     «43*«SJ— «83*«44— 0     «13*  «44  —  «48*  «11  =° 

Schreibt  man  diese  Gleichungen  in  folgender  Form: 


«u 

«18* 

as2 

«84* 

«81* 

«22 

«81* 

«23* 

«88 

D«34* 

«8? 

?!S 

«18* 

«14* 

an 

«21* 

_  «83* 

«83 

«34* 

«44 

"  «43* 

Si 

«18* 

«sa 

«38* 

«3, 7 

«44 

«48* 

«43^ 

«44 

«4,* 

so  erkennt  man,  dass  aus  der  Gruppe  links  die  Gruppe  rechts  von 
selbst  folgt.    Die  Gleichungen  zählen  also  für  6  Bedingungen. 

Diese  Bedingungen  sind  z  B.  erfüllt,  wenn  wir  annehmen,  dass 

«18  —  «13  ~  «14  ™  «83  "*  «84  =  «34  —  0 


Dann  wird 


At9  —  V— anant    Ain  —  V— 0^033 


etc. 


Die  Fläche  2.  Gasse  hat  dann  das  Coordinaten-Tetraeder  zum 
Polar-Tetraeder.   Die  Gleichungen  8)  gehen  über  in 


X 


(10) 


V—  «11  «88         V— «11 


«33 


=  —  -4 

V— «11«44 


x 


V-«»8«83        V~  «M«44 
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_      *1  *S  __  ,  —  T4 

*i        _        's  *»  _ 

* — — - ~2  s?       .  t ,  _  — - — -  ,  * _ 1 

V— «4  «ii        V— «41«»  "^—«44033 

Das  sind  die  Linien  «'.  c',  und  man  erkennt,  dass  hier 
überdies  die  Bediugnngeu  (3)  und  (i)  erfüllt  sind:  so  schneiden 
sich  folglich  diese  4  Linien  in  einem  Puuktc. 

Bestimmt  mau  allgemein  eine  Fläche  2.  Classe,  welche  den  Be- 
dingungen (9)  genügt,  so  besteht  zwischen  dem  Tetraeder  und  der 
Fläche  folgende  invariauto  Bcziehuug:  „Die  in  jeder  Kaute  des 
„Tetraeders  sich  schneidendeu  TetraederHächen  und  die  durch  die 
„gleiche  Kante  gehenden  Tangontialebeuon  bilden  für  alle  6  Kauten 
„das  gleiche  Doppelverhältniss." 


Wird  der  Wert  des  Doppclverhältnisscs  speciell  ■=  1,  so  geht 

ein  solches  Tetraeder  in  eiu  Polartetraoder  über.  Wie  mau  unige- 
kehrt je  einer  gegebenen  Fläche  ein  solches  Tetraeder  von  gegebenem 
Doppelverhältuiss  construirt,  soll  nicht  weiter  ausgeführt  werden. 

Die  Gleichungen  der  Linien  a',  b\  c\  d'  werden  in  diesem  Falle : 


X 


iJS     bl3  bu 


h\  h » 

Ti  _     T_*_     x  — 

Xl  _     -*  —  **-  x 

l>4i  bM  A43 

Da  dieselben  von  dem  Werte  a  unabhängig  sein  müssen,  so 
können  wir  sie  auch  aus  der  ursprüglichen  Form  (8)  erhalten, 
wenu  wir  z.  B.  n  =  —  l  setzen  ,  dann  werden  aber  die  Gleichuugen 
(8): 


X 

*3 

_  '4 

Ml 

X 

'1* 

'4 
^4, 

'l 

■r» 
"St 

X 

__  *o 

^34 

^41  - 

srs 

"  ^42 

X 
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Rechnet  man  für  diese  Form  die  Bedingungen  (3)  nach  (4)  aus, 
so  zeigt  sich,  dass  die  Gleichungen  (9)  genügen,  um  sie  zu  erfüllen. 
Es  schneiden  sich  also  die  vier  Geraden  a\  b\  c\  d'  iu  einem 
Punkte. 

7)  Für  die  Ehenc  gelten  zwei  durchaus  analoge  Sätze.  Der  erste 
lautet : 

„Gegeben  ist  eiue  Curve  2.  Gasse  uud  ein  Dreieck  ABC.  Zieht 
„man  durch  B  und  C  je  Linien,  welche  mit  den  durch  diese 
„Punkte  au  die  Curve  gehenden  Tangenten  uud  mit  der 
Dreiecks-Seito  BC  eiu  beliebiges  Doppelverhältniss  a  bil- 
den, so  schneiden  sich  diese  beiden  Linien  iu  einem  Punkte 
,,.4'.  Ebeuso  erhält  man  einen  Punkt  B'  unter  Beibehal- 
tung des  gleichen  Wertes  «  Für  die  dritte  Dreiecksseite 
„ist  dann  eine  Zuordnung  festgelegt ,  vermöge  der  sich 
„ebenso  ein  Punkt  C!  bestimmt.  Dann  gehen  die  drei 
„Verbindungslinien  AA\  BB',  VC  durch  einen  Punkt  Ak. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  ganz  der  gleiche.  Die  3  Verbin- 
dungslinien werden: 

x       [<w«-i)-Mu(«+i)]  -r«it(«-i) 

•■M„C«+l)>a  -  0 

W«-i)+^«(H-i)>i-[«8i(«-i)+^j(«+0]         X  =o 

Hier  können  auch  wieder  bei  den  A,k  negative  Vorzeichen  genommen 
werden.    Man  erhält  im  ganzen  8  Zuordnungen,  also  acht  Punkte 

■*U  A's?  -*3>  -^4- 

Lässt  man  «  variiren,  so  rücken  die  Punkte  A\  B\  C  je  auf 
Geradeu  fort,  zu  denen  die  Büschel  A,  B.  C  je  perspectiv  liegen. 
Auf  diesen  Geradeu  schueiden  sich  auch  die  einander  zugeordneten 
Tangenten  und  diese  Geradeu  gehen  je  zu  dreien  durch  die  Punkte 
}\,  Vit  r3,  F4.    Man  erhält  den  Satz: 

„Legt  man  von  drei  Punkten  A,  B,  C  an  oinen  Kegel- 
schnitt die  Tangenten,  so  bestimmen  je  zwei  solche  Tan- 
„gentenpaare  zwei  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte. 
„Die  dadurch  entstehenden  6  Geraden  sind  die  Seiten  eines 
„vollständigen  Viereckes,  d.  h.  sie  geheu  zu  je  dreien  durch 
„4  Punkte  Yu  F2,  F3,  V 
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Wählt  man  spcciell  «  —  —  1,  so  ergibt  sich  der  bekannte  Satz: 

„Construirt  man  zu  den  Seiten  eines  Dreiecks  in  Bezug  auf 
„eineu  Kegelschnitt  die  Pole  und  verbindet  sie  mit  den 
„Gegenecken,  so  gehen  diese  drei  Verbindungslinien  durch 
„einen  Punkt  JV 

Lässt  man  a  variiren ,  so  beschreibt  der  Punkt  A'  eiuen  Kegel- 
schnitt, der  aus  Ay  B  und  C  durch  projective  Büschel  erzeugt  werden 
kann.  Diese  vier  Kegelschnitte  gehen  durch  A,  /?,  C,  ferner  durch  X^. 

8)  Auch  hier  ist  wieder  der  specielle  Fall  zu  erwähnen,  dass 
die  Geraden  a\  V \  c  bzhw.  durch  At  /*,  C  gehen.  Unter  dieser 
Voraussetzung  fallen  die  drei  Linien  AA\  BB\  CC  stets  mit  a', 
b',  c  znsammen. 


Die  Bedingungen  dafür  werden  ähnlich  wie  oben: 

«81  ^31 


«18       «12       _  q  «II  ÖM 

^18  I  I  ^81  ^33 


oder  ausgerechnet 

(11)  au'au-auVn  — 0  «^'«u— «i8*«ss  -  0  aM»a11-al,fafl-0 
Man  kann  sie  auch  schreiben 

Aus  zweien  dieser  Gleichungen  folgt  die  dritte.  Diese  Bedin- 
gungen (II)  werden  z.  B.  erfüllt,  woun  wir  speciell  annehmen,  dass 

«18  —  aW  —  «14  =  0 

Dann  ist  Al%  —  V  —  anast  etc.    Das  Fundamental-Dreieck   ist  ein 

Polardreieck  für  die  Curve  2.  Classc.  Die  Linien  a',  b',  c  werden 
dann 

X   *L—  -  *» 

V—             V  «n«33 

_    ri   X  _ 

y-«««n  V—  fatOn 

V—  «33«!  1         y~ «83««2 

Im  allgemeinen  liegt,  wenn  die  Bedingungen  (II)  erfüllt  sind, 
die  Curve  2.  Classe  so  zu  dem  Coordinaten-Dreieck,  dass  die  durch 
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jede  Ecke  gehenden  Dreiecks-Seiteu  und  die  durch  die  gleiche  Ecke 
gehenden  Tangeuten  an  die  Curve  2.  Classe  für  alle  drei  Ecken  das 
gleiche  Doppelverhältniss  bilden.  Ein  solches  Dreieck  stellt  eine 
Verallgemeinerung  des  Polardreiecks  vor. 

Die  dualen  Sätze  für  die  Curve  2.  Ordnung  sind  leicht  zu  for- 
muliren. 

9)  Von  dem  Satze  über  das  Tetraeder  und  die  Fläche  2.  Classe 
verdient  eine  metrische  Specialisirung  Erwähnung,  die  sich  ergibt, 
•  wenn  mau  statt  der  Fläche  2.  Classe  den  unendlich  feruen,  imagi- 
nären Kugelkreis  wählt.  Statt  der  gleichen  Doppelverhältuisse  er- 
hält mau  dann  einen  und  denselben  Winkel  <5,  unter  dem  die  Ebenen 
gegen  die  Tetraederflächen  geneigt  sind.  Ist  also  ABC  ein  Dreieck, 
und  legen  wir  durch  desseu  Seiten  Ebenen,  welche  mit  der  Dreiecks- 
Ebene  den  gleicheu  Winkel  d  bilden  uud  zwar  alle  auf  der  gleichen 
Seite  dieser  Ebene,  so  sei  dies  kurz  so  ausgedrückt:  auf  das  Droi 
eck  ABC  ist  eine  Pyramide  von  der  Neigung  d  aufgesetzt.  Daun 
lautet  der  Satz: 

„Setzt  man  auf  die  Flächen  eines  beliebigen  Tetraeders 
„Pyramiden  von  beliebiger,  aber  gleicher  Neigung  d  und 
„zwar  alle  nach  aussen  oder  alle  nach  iunen,  so  bilden 
„die  Verbindungslinien  der  Spitzen  dieser  Pyramiden  mit 
„den  gegenüber  liegeudou  Ecken  des  Tetraeders  vier  byper- 
„boloidische  Gerade/' 

Der  Satz  ist  auch  leicht  direct  zu  beweisen.  Nehmen  wir  die 
homogenen  Coordiuaten  ct1  x2,  ar8l  r4  den  senkrechten  Abstäudeu  von 
den  Coordinatenebeneu  unmittelbar  proportioual,  so  werden  nämlich 
die  Gleichungen  der  eben  geuauntcu  Verbindungslinien,  wie  eiue 
einfache  geometrische  Betrachtung  zeigt: 

^  sin(«,2— d)      siu(«,3—  ö)  sin(o14-d) 
sin(cf2i-  d)  ""  sin(a83— d)    '  sin^r^  —  d) 

sin(a3)—  d)  "  sin(«33—  d)  sin(«34— d) 

xi   XJ  J5»  

sin(«41-  d)      sin(«4t— d)      sin(«43— dj 

Dabei  ist  a ,,.  der  Fläcbenwinkel ,  welchen  die  Tetraederebenen 
x,  —  0  und  zu  —  0  eiuBcblieBsen.   Alle  Pyramideu  haben  ihre  Spitzen 
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gegen  das  Innere  des  Tetraeders  gerichtet.   Schreibt  man  überall 
statt  —  <J,  so  sind  dio  Pyramiden  nach  aussen  gerichtet.  Im 
Innern  des  Fundamental-Tetraeders  sollen  die  vier  Coordinaten  po- 
sitiv sein. 

Lässt  man  6  variiren,  so  rücken  die  Spitien  A',  B',  C,  D'  der 
aufgesetzten  Pyramideu  auf  vier  Senkrechten  zu  den  betreffenden 
Tetraederflächen  fort,  welche  dieso  in  Al%  #2,  C*8,  D4  treffen  mögen. 
Dann  sind  dies  die  Mittelpunkte  der  den  Dreiecken  BCD,  ACl), 
ABC  eingeschriebenen  Kreise.  Kür  6  =  0  erhält  man  also  auch  iu 
AAV  £#„  C6'3,  DP4  vier  hyperboloidische  Gerado  (Hermes  L  c.). 

7t 

Für  «5=2  cudlicn  werden  A',  B\  C\  D\  die  uueudlich  fernen 

Puuktc  der  Seukrechteu,  die  Pyramiden  gehen  in  Prismen  über,  und 
es  ergibt  sich  der  Steiuer'sche  Satz  von  den  Höhen  des  Tetraeders, 
der  natürlich  auch  aus  dem  in  4)  am  Aufang  erwähuteu  Satze  sich 
folgern  lässt. 

10)  Ausser  dem  dem  Dreiecke  BCD  eingeschriebenen  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  At ,  der  alle  Seiten  innen  berührt,  gibt  es  noch 
drei  Kreise,  welche  je  zwei  der  Soiten  dieses  Dreiecks  aussen,  die 
dritte  innen  berühren.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  seien  A^  A,, 
A^.  wobei  A3At  durch  B,  AsAt  durch  Cy  AAAX  durch  D  geht.  In 
analoger  Weise  erhalten  wir  in  den  übrigen  Tetraederflächen  die 
Punkte  Bv  B3,  #4,  C\,  C2,  G'4,  I)t,  /)2,  D9.  Dann  kann  an  Stelle 
des  Punktquadrupels  AlBtCiDi  mit  den  in  diesen  Punkten  errich- 
teten Senkrechten  jedes  der  Quadrupel  AiBlC\Ds,  A.AB4(\D%, 
A4B3CiDl  mit  den  durch  sie  gehenden  Senkrechten  treten.  Man 
erhält  z.  B.  fUr  das  erste  Quadrupel  At  Bx  C\  D3  und  für  die  Neigung 
ö  folgende  hyperboloidischo  Gerade: 


sr 


s 


'  siu(o,84-ö)  0  sin(cr,3— ö)  ' '  siu(«14— <J) 


siu((isl-f  <J)  3  siu(«23— <$')      sin(a24— ö) 

rt  x2  ta 


siu(a31— d)      sin(o3X— 6)  sin(cr34-|-d) 

J^t  xt        ra  _ 


siu(o41  -  d)      siu(a42— d)  "  siu(a43-}-6) 

11)  Dem  Satze  über  die  aufgesetzten  Pyramiden  kann  ein  ent- 
sprechend allgemeiner  nicht  gegenüber  gestellt  werden.  Schneidet 
man  nämlich  auf  den  drei  durch  eine  Ecke  eines  Tetraeders  gehen- 
den Kanten  eine  gleiche  Strecke  a  ab  und  verbindet  diese  drei  End- 
punkte durch  eine  Ebene,  so  kann  man  diese  Ebene  mit  der  gegen- 
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über  liegenden  Tetraederebene  zum  Schnitte  bringen.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  vier  Gerade  in  den  Tetraederebeuen.  Können  diese 
byperboloidisch  liegen? 

Bezeichnen  wir  die  Längen  der  vier  Tetraederhöben  mit  AIt  Ä3 
A3l  A4,  ferner  die  Länge  der  Tetraederkante  AB  kurz  durch  12  etc., 
so  wird  die  Ebene,  welche  auf  den  durch  die  Ecke  .4  gehenden 
Kanten  die  Länge  a  abschneidet,  gegeben  durch 


=-  0 


H 

*4 

(12  «)A, 

aAs 

0 

0 

(13— o)Ä, 

0 

t/A3 

0 

(14-«)A, 

0 

0 

oft« 

Die  Gleichungen  der  vier  Ebenen  werden  demnach 

C\'2-a)         (13-«)  ,  (14—«) 


(21—  a)  a 

—  «2  •  r  ~T  XS  ' 


(31-«) 


(31- 

a) 

(41- 

-a) 

A,  '  -«  *  A3 
(32—«) 


(41  -«)  _ 


«  (34-«) 


(42-«), 

•  —7  +3-3 


«8 

(43- A) 


4  *  *« 


a 


Also  sind  die  Schnittgeraden  dieser  Ebenen  mit  den  gegenüber- 
liegenden Tetraederflächen  gegeben  durch 

12-«  ,         (13-«),        (14 -a) 

*j=o     x      Ar4"8,      +:K*-  A4  -° 

21 -a        ^    ,        (23-«)  (24!-«)  _ 

(31 -a)  (Fi-«)  ^.Ä^ÄrLaJ_0 


x4  =  0  a-, 


A|      '  "8*  Aa 
(41-«]        ,(42  -  a) 


(43-«) 


X  -o 


Die  Bedingung  (7)  von  1)  geht  hier  über  in 
(12)  A,  -  Ä,  -  As  =  A4 
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Bezeichnen  wir  mit/*,,  /2,  fs,  f±  die  Flächeninhalte  der  Tetraederflächen, 
so  folgt  auch: 

(13)  fi~ft~  h  =  U 

Die  genannten  Schnittgeraden  liegen  also  blos  dann  hyperboloidiscb, 
weun  für  das  Tetraeder  dio  Bedingung  (12)  od^r  (13)  erfüllt  ist. 

12)  Diesem  Satzo  über  das  Tetraeder  steht  eiu  entsprechender 
Satz  über  das  ebene  Dreieck  gegenüber,  der  aber,  im  Gegensatz 
zu  jenem  für  jedes  Dreieck  gilt.    Er  lautet: 

„Schneidet  man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  von  den 
„Ecken  aus  gleiche  Strecken  «  ab  und  zwar  entweder 
„immer  auf  den  Dreiecks-Seiten  oder  auf  ihren  Verlänge- 
„rungen,  und  bringt  die  Verbindungslinie  je  zweier  solchen 
„Punkte  /um  Schuitt  mit  der  dritten  Dreiecks-Seite,  so 
„liegen  diese  drei  Schnittpunkte  auf  einer  Geradon." 

Der  Beweis  ist  sehr  leicht  zu  erbringen.  Die  Gleichungen  der 
genannten  Verbindungslinien  werden  nämlich: 

«  (21 -a)  (81  -a) 

"^^A*    +*3'  Ä,r~° 

.        (12-«)  «    ,        (32 -a) 

+*«•-*; — x*-  \—  -° 

(13- a)  (23-a)  a 

München,  Februar  1899. 
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XIX. 

Die  Bahn-  und  Integralgleichungen  eines  Punktes 
in  einem  n-diraensionalen  Räume. 

Von 

Ernst  Schultz. 


Sind  die  Coordinaten  des  Punktes  ac„  ar,  .  .  .  xn  bezeichnet, 
ferner  t  die  Zeit,  a„  a%  .  .  .  a„,  «,  .  .  .  aH  die  2u  Integrations- 
constanten,  so  läsat  sich  die  Bahn  des  Punktes  darstellen  durch  die 
Gleichungen 

*.  —  f'iih  ai,  o«  •  •  •  an,    a„  ca  .  .  .  aw)    (»  —  1,2,.  .  .  «)  (1) 

Lösen  wir  dieses  Gleichungssystem  nach  den  Constanten  a  auf,  so 
erhalten  wir  das  System: 

a,  =-  rv      .  .  .  ar„,  et,,  oa  .  .  .  a„)      (» =1,2,.  .  .  n)  (2) 

Das  erste  System  von  Gleichungen  ergiebt  sich  direct  aus  der 
Integration  der  Lagrange' sehen  Differentialgleichungen  der  Dynamik. 
Das  System  2)  ergiebt  sich  auf  bekannte  Weise  aus  der  durch  die 
Hamilton-Jacobischen  partielle  Differentialgleichung  definirten  Func- 
tion. Es  soll  deshalb  das  System  1)  das  System  der  Bahngleichugen, 
das  System  2)  das  System  der  Integralgleichungen  genaunt  werden. 
Da  sie  in  der  weitern  Entwicklung  nicht  hervorgehoben  werden,  so 
sollen  sie  in  spätem  Formeln  nicht  genannt  werden.  Es  sollen 
hier  Bedingungen  abgeleitet  werden,  welche  die  Bahngleichungen  zu 
ort  allen  haben  sowol  im  allgemeinen  wie  im  besondern  Falle,  wo 
das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt.  In  dem  letzten  Falle  lassen 
sich  mit  Hülfe  der  Bedingungen  leicht  die  Formen  der  Integral- 
und  Bahngleichungen  ableiten.  Ferner  soll  gezeigt  werden,  wie  das 
Fehlen  einiger  Gonstanten  in  den  Bahngleichungen  das  Vorkommen 
der  Variabein  in  den  Integralgleichungen  beeinflusst. 
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1. 

Denken  wir  uns  die  durch  das  System  der  Integralgleichungen 
definirten  Werte  der  a  in  das  System  der  Bahngleichungen  substi- 
tuirt,  so  muss  dieses  System  1)  identisch  befriedigt  werden.  Diffe- 
rentiiren  wir  dann  die  einzelnen  Gleichungeu  hintereinander  nach 
a\f  .  .  .  x»,  so  erhalten  wir  Gleichungen  vou  der  Form: 

1  -  Z  dfi  l?-'-  3)  ' 

k=i  9«*  dx, 

ü  -  Z   lfi  j£*  4) 
k=l  cak  Ox,t 


fi  c=  1,  2,  .   .   .  u) 


Fassen  wir  aus  den  Systemen  3)  und  4)  die  n  Gleichuugen  zu- 


»  df)  fok     r       2,  8/i  ö/fc  A  L 


w      ,  d<a  cV,  '         *,r.i  cak  es,  *  *  1  da* 


1  *f») 


»  dfidqik  "    d/"<-f-lö>t  n      »  ö/V  8<p* 


(5) 


so  lassen  sich  j^*.  .  .  .  ^J"  durch  dio  ^  ausdrücken,  da  die 
Fuuctionaldetermiuante 

*  ~  *  ^  da,  3a,  '  '  *  8«n 

in  unserem  Falle  bekanntlich  nicht  verschwindeu  kann.  Bezeichnen 

a  f. 

wir  ferner  die  zu  ^  gehörende  Adjuncte  mit  4,*,  so  erhalten  wir 

Jjj&^Ji*     («,*-l,2f.  .  .»)  (6) 

wenu  wir  die  5)  entsprechenden  n  —  i  übrigen  Systeme  berück- 
sichtigen. 

Führen  wir  die  aus  den  Babnglcichungen  sich  ergebenden  Werte 
der  x  iu  die  Integralgleichungen  ein  ,  so  müssen  diese  dierdurch  zu 
Idcutitäten  werden.    Differeutiiren  wir  alsdann  nach  t  und  berück- 
sichtigen, dass  die  «  Constanten  siud,  so  erhalten  wir  die  n  Glei 
drangen 
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Setzen  wir  die  in  6)  erhaltenen  Werte  für  sgjjj  in  (7)  ein,  so 


ergiebt  sich: 


8a>,      «  A  ,  dxu 

dt  +*f,    A     dt   =°  (ö> 


Führen  wir  ferner  für 

i,    (,  -1,  2,  .  .  .*) 

eiu  and  heben  noch  hervor,  dass  die  e  Functionen  von  t  und  den 
Constanten  a,,  as  .  .  .  an  infolge  der  gemachten  Substitutionen  sind, 
so  erhalten  wir,  wenn  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  (8)  mit  d  mul- 
tipliciren 

cht*  dx%  dxH 

J"  ~dt  +  J"      +  •  *  •  JaX  ~dt  "  s%/j 


A  I     A      llX*  _J_  ^      dXM         ,  A 


O) 


,//   +"'2m    qt   +  •    •    •  " 

Setzen  wir 

so  ist  nach  bekannten  Deterrainantensätzen 

woraus  foli?t,  dass  Ii  niemals  null  werden  kann.  Bezeichnen  wir 
ferner  die  zu  4ki  gehörende  Adjuncte  mit  /?,*,  so  erhalteu  wir  aus  (9) 

fix.  H 
R     '  =  J  £  tk 

Da  nun 

<  "k 

ist,  so  ergiebt  sich 
oder 

Arcta.  d.  Math.  u.  Phy*.   2.  RoiUe.    T   XV«.  ,  •» 


17b  ächvllz:  Jju  Buhn-  und  JnUt/talyhühuntjtn  et»**  Punkt** 

Setzen  wir  für  £k    —  ^*  ein,  so  ergiebt  sich: 

(j_,,ü  ,  (U) 

</<  d«k  et 

Die  Bahugleichungen  müssen  also  so  beschaffen  sein,  dass  die  Glei- 
chuugeu  (10)  oder  (11)  mit  Hilfe  der  Integralgleichungen  identisch 
erfüllt  werden.  Haben  die  Bahuglcichaogoii  Functionen  von  t  zu 
Argumente«,  so  lüsst  sich  zeigen,  dass  infolge  der  Gleichungen  (10) 
t  nicht  explicito  iu  deu  liauuglcichuugeu  enthalteu  seiu  kann. 

Angenommen,  es  sei 

X,  -  /,(/,  .  .  .  v«)    («  =  h  2,  •   •  »)  (12) 

wo  1//,,  y\.  .  .  .  tN  Functionen  von  <:  und  den  n  Constanteu  «  sind. 
Difforeutiiren  wir  die  Gleichung  (12)  total  nach  /,  so  ist 
dfj      »  a/j< 

a     8y*  </<  +  & 

Differentiiren  wir  der  Reihe  nach  12)  partiell  nach  «2  .  .  •  <'»«, 
so  ergeben  sich  die  Gleichungen : 

dfu     Bf*  8^,  Bf* 

a*.  "  8*;  a«, +  0^  a«,  +  •  •  •  +  8*.  a«, 

a/.<    a/-.«  a»!',    a/**  a^L,  a/*-*  3^ 

a<7„  ~~  a»/»,  a«„    a^s  a</„  «"••*•  a«/>„  a<»„ 

Multipliciren  wir  die  Gleichangen  der  Reihe  mit  *„  tt .  .  ,  f«  und 
addiren  sie,  so  erhalten  wir: 

v   BZ*     Bf*  "     8*,     8/j.    «     8^  , 


ti  f*  a  /"* 

Setzen  wir  die  für  und  2tk  .     erhaltenen  Werte  in  (10)  ein, 

elf  C</* 

so  ergiebt  sich: 

8/"*,        Bfa&tyt     Bf*  "     au>,  a /".«     *  ci/>„ 

C/     1    4.-1  Ctyk  <H  Ü^i  a_i  C'(/;/(  |    !  d<** 

l)i»-se  Gleichung  kann  jedoch  nur  zu  einer  Identität  werden,  weuil 
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Es  dürfen  also  die  Functionen  /"  /  niclit  explicite  enthalten,  und  die 
Functionen  y  müsseu  die  Bediuguug  (13)  erfüllen. 

Wir  sind  also  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Die  Bahngleichuugeu  eines  im  n-diraeusiouatcn  Räume 
sich  bewegenden  Punktes  sind  so  beschaffen,  dass 

dfs       »  dfn 

^  f*  2  1,  2, .  .  .  «) 

dl  Cak 

wo  f,  .  .  .  i„  Functionen  von  t  und  den  Constanten  a 
siud.  Haben  die  Bahugleichungcn  Functionen  von  t  z.  B. 
%<,  (t,  a1  .  .  .  a„),  («  =  1,  "J,  .  .  n)  zu  Argumouten,  so 
können  die  Bahugleicbuugcu  t  explicite  nicht  cuthalteu 
und  die  Functionen  y  sind  so  beschaffen,  dass 

du»       "       ctyi    .  ... 

Die  Form  von  ^«(*  =  1 ,  2,  .  .  -  «)  lässt  sich  sehr  leicht  er- 
mitteln, wenn  f  gleich  einer  Constauten  y  gesetzt  wird,  d.  h. 

n  =»  yt    (*  —1,2,.  .  .  n) 

und  angenommen  wird,  dass  ij/,  uur  av  ^  nur  a9  .  .  .  V'h  nur  a„ 
von  den  Constauten  «  enthalt.    Unter  dieser  Voraussetzung  wird 


?v*  (.-1,2.  .  .») 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

seiu  muss    Dem  entsprechend  erhalten  wir  die  Bahngleichungen: 

r<  -hft*  •  •  (,4) 

uud  die  Integral  ;le'<:liuugeu  müssen  dann  die  Form  haben: 

a,-f-),*  =  <j>,(x„  ^,  .  .  .  rN)    (»  —  1,  2,  .  .  •  n)  (15) 

Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dass,  wenn  die  Bahn-  uud  Inte- 
gralgleichungen die  Formen  (14)  uud  (15)  haben,  die  partielle 
Hamilton-Jacobi'sche  Differentialgleichung  die  Zeit  t  explicite  nicht 
enthält 
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Ist  W  die  durch  die  partielle  Differentialgleichung  definirte  Func- 
tion, sind  «i  cf2  .  .  .  au  die  durch  die  Integration  eingeführten  Con- 
stanten, so  bestehen,  gemäss  der  Bildung  der  Integralgleichungen, 
die  Integralgleichungen: 

BW 

at  =  g—  ■=  —  y,/+9>i(a;1,  x8  .  .   .  *„,  at  .   .   .  or„)    (»'=1,  2  .  .  n) 

(16) 

Multipliciren  wir  diese  n  Gleichungen  hintereinander  mit 

a<(»  —  1,  2  .  .  .  «) 
addiren  sie  und  integriren,  so  orgiebt  sich 

»V—  —  y,«*!*—  y2«2«  ...  —  y„ cr„<  +  H*u  *s  •  •  •      «i  •  •  •  ««) 

(17) 

Setzen  wir  jetzt 

n  «i  +  •  •  •  y.»  «n  =  —  ßt 

und  führen  dementsprechend  für  die  Constanten  a  die  Constanten  ß 
ein,  so  erhalten  wir: 

W  -  A*-|-rfe,  xg, .  .  .      ft,  &  •  .  .  ß„)  (17a) 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

Die  Hamilton'sche  partielle  Differentialgleichung  für  dynamische  Pro- 
bleme hat  die  Form 

BW 

-  +  T-  u  _  o  (19) 

wo  und  U  die  übliche  Bedeutung  haben.  Da  nun  nach  (18) 
BW 

^  constant  sein  muss,  so  kann  in  (19)  kein  t  explicite  enthalten 
sein,  was  zu  zeigen  war. 

BV  BV  Bv 

Dies  ist  die  Form  von  Integralgleichungen,  welche  Jacobi  durch 
die  Transformation 

erhält,  wenn  in  der  partiellen  Differentialgleichung  die  Zeit  explicite 
nicht  enthalten  ist,  d.  h.  wenn  das  Princip  von  dor  lebendigen 
Kraft  gilt. 
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Es  lässt  sich  auch  direct  ohne  Benutzuug  der  partiellen  Diffe- 
reutinlgleiebung  zeigen,  dass  das  Princip  der  lobeudigeu  Kraft  gelten 
aiuss,  wenn  die  Bahn-  uud  Integralgleichungen  die  Formen  (15)  und 
(16)  haben. 

Ist  nämlich  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  uud  sind  u9 
...  »m  die  Coordinaten,  in  denen 

'-(tt'+(S)V.. (*)' 

ist,  so  muss  sich  rs  mit  Hülfe  der  Bahnglcichungeu  frei  von  t  dar- 
stellen lassen ,  wenn  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gelten  soll. 
Pa  xt%  xt  .  .  .  r*  diejenigen  Cuordinateu  sind,  in  denen  die  Inte- 
gration möglich  ist,  so  mögen  die  Trausformationsgleichungen  sein: 

u,  =  «.(ip  x»  .    .    .  jh)  [i  =  1,  2,  .   •   .  n) 

Es  ist  nun 

du,       dtu  drA  du,  <ls„ 

dt  -  dsl    dt   "T  •  '   '  er»  dt  UU) 

Nach  früherem  ist 


(»  —  1,  2,  .   .   •  n 

Infolge  der  Integralgleichungen  (15)  sind  at-\-yit  (»  —  1,2, 
.  .  .  »)  gleich  Fuuctioneu  von  (ar„  •«•*,.  .  .  x„),  folglich  wird  auch, 

d  Xi 

wenn  wir  die  Substitutioueu  in  (21)  ausführen,  d(  frei  von  t.  (t=l, 
2,  .  .   .  n) 

tl  n  i 

Infolgedessen  wird  nach  (JO)        frei  von  t  und  demnach  muss 

f*  sich  frei  von  t  als  Function  von  aj,  xt  .  .  .  arM  ergeben,  was  zu 
zeigen  war. 


2. 


Fehlen  in  den  einzelnen  Bahngleichungen  einige  Coustantcn  «, 
so  wird  dies  die  Integralgleicbungeu  beeinflussen,  und  es  wird  sich 
ergeben,  dass  in  bestimmten  Integralgleichungen  bestimmte  Variabio 
x  fehlen.  Nehmen  wir  au,  dass  die  Bahngleichuugeu  von  der  Form 
seien : 
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*\  —  f\  U  «i,  «»>  •   •   •  «»-f> 
*i  «11  H *  •   •  •  <*«-«) 

  (1 

3*/. -ff  =  /*«  —  'lO,  <*i,  ■    ■    ■  an-q) 

^w-7f  1  —  A-f|-l(<f  «i,  •    •    •  «w-y,    In— «M-f+l) 

jr»i-9fl  ~        —  q  +*  •    •    .««—  7  +  '.   .   .  «A— f+0 

xn  —  fn{t,  d|,  rts  .   .    .  «M_v,  «,i  —  «-f-1  •   •   •  "«  1  "« 
Es  wird  alsdann 


ä  -  ?/,  y,  cfx 

C«j  0(T|  C«„ —  q 


•        •        •       Ä  V         V  ... 

rtj  Ort2  ca„ — q 


dfn     q  B/n—q  tyu-q 
Crtj  C«s  P«M-g 

a^-^-fi  a/»-«+i      a/h-g+i  8r«-g+i 

c«,  o«;,  o«„  — 5  ~  fl~M 


«,  dt/s  cux—'i  ct*H—q-\-i 


^a/;  a/»_  a/» 

p«,  r«s  a«N-f+<  aflH 

Da  /4  nicht  identisch  null  sein  darf,  so  muss  mindestens  eiue  Con- 
stante  iu  einer  der  Bahngleichungen  enthalten  sein.  Um  das  Vor- 
kommen der  Variabein  x  itfdcn  Integralgleichungen  zu  uutersucheu, 
wenn  J  die  Form  (2)  hat,  ist  die  Gleichung  (6)  des  ersten  Para- 
graphen zu  berücksichtigen. 

E«  muss  nämlich  sein: 
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J  ^      mm  diy  k     (/,  k  mm  lj  2  .    •    •  ») 


Wenn  wir  die  einzelnen  Unterdeterminanten  bilden,  so  ergeben  sich 
ohne  Schwierigkeit  folgende  Werte  für  die  Unterdetermiuauten: 

dUt\  —  o,  ^».,2  —  o,  ^»i,m-i  —  o,  ^„,rt  ^  o 


> 

Jn-q+t,  »1-741  ^0  .    .       <4M_.,|.|,M  0 


>  > 


4*<0,  >0  JVH  ^  0 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  ip  folgendo  Argumente: 

"».      7»     *n       ■    •   •  J»-) 
<'>.-!  "  Vn-l('«         <Tj  ■    •    •  J»  -l) 
9  —  7>i»-Jr<,  *),  x„  .    .    .  X„_2) 


«i.  i+i  =  ri,  /s  .  .  . /„-?fi  (8) 

—  9    —   <JP»*-9 'A         Xs  .    .    .  XM— 9) 

"«-9  1  =  ra  .  .  .  x(t_,) 

"2  —  Tn  Ti  ■   ■    •  ■r"-9) 

Nehmen  wir  an,  die  Bahugleichuugen  seien  vou  der  Form : 
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x,  =     l#,  a,) 
x,  —  f%  /,  «„  at) 


(4) 


XM  «j,         «j,      •    •  «m) 

so  folgen  aus  (3)  die  Integralgleichungen: 
«i  —  <Pi  ih  *i ) 


(5) 


Die  dem  System  der  Balmgleicliungen  entsprechende  Functional- 
determiuante  ist  daun: 


da, 

8/"8  3/* 

8  a,  0  aa 

a/k  3/s  s/i 

8«,  8«,  3a3 


0  0 
0 


0    0    0  ... 


3/n    8/n  8/h 

8a,  8a  ._.  8«3 


(6) 


8/* 


Sind  alle  Glieder  bis  auf  die  der  Hauptdiagonale  gleich  null,  so  er- 
geben sich  die  Systeme: 


*t  —  fi  «i » 
xt  —  /s(*,  a8) 


(7) 


Xh  —  /h  «>■) 

«i  —         f2)    «2  —  7s  ('i  ^s)  •  •  •  rt«      Tm(',  3"«) 

Soll  jedoch  die  Anzahl  der  Argumeuto  in  den  Bahngleichungen 
des  Systems  (5)  reducirt  werden,  ohne  auf  das  System  (7)  zu  kom- 
men, so  kann  dies  nur  dadurch  erreicht  werden,  dass  bestimmte 
Bedingungen  von  den  Elementen  von  J  identisch  erfüllt  werden 
müssen. 


Damit  <p3  (f,  x,,  x2,  x3)  von  x,  unabhängig    werde*,  muss 
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seiu.    Es  ist  nun  gemäss  (& ) 


Bf, 

Bf* 

dfn  Bfu-l 

Bal 

da,t  Cd n-l 

Bf, 

Bf* 

Bat 

Da  die  Glieder  der  Hauptdiagonalc  nicht  identisch  null  sein  können, 
muss 

Bf,  8/a 


9/3  of* 


—  0  sein. 


0 


Und  allgemein  wird        =  0,  wenn  die  Determinante 

£  +  Bj\  Bf*         Bfa  df,+i  Bf* 
Bity  8a2  *  '  '  Bat—i    Bai  '  '  '  Ba$-t 

Die  Anzahl  dieser  ideutischen  Gleichungen  ist 

(»-2)(u-,l) 
2 


Wir  sind  daher  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 
Ist  die  Form  der  Bahngleichungen: 

x\  =  f\  ißy  (tl)  1     ri  ==  fi  ('»  ali  ai)  •    -  • 
xn  =  /»•(',  Oj,  a8  •    •    •  a») 

so  müssen  die  Determinanten 

Bß  Bf,  8/,_,  8/,+i  Bf. 

da,  ca2  Cfli-i     Orti  d«*-i 

identisch  null  werden ,  wenn  die  Integralgleichungen  die 
Form  haben: 

«1  —  Vi  (<i  '1);    "2  -  <P2v',  *V  '2); 

«3  "Ba  •''2»  ^3);  •    •  • 

aM_i  «=  </„-i(f,  srw-s,  a-H-i);    er«  =  <M',  r«-l, 
Die  im  letzten  Theorem  angefahrten  Bedingungen 
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v        <V,  Bft  Bfi-X  dfi\A  df* 

(8) 

zieheu  die  Bedingungen  nach  sich: 

d  fi  d  fi 

dt        **  cak 

wo  eine  Function  der  Zeit  und  der  Coustante  «|,  «2  .  •  .  <u  ist, 
wenn  in  sämtlichen  Bahnglcicbungcn  das  Argument  y, '  -|-  «j  ent- 
halten ist,  so  dass  diese  lauten: 

r*  «  /»()',,  H       «a  •  •  •  a»)  (9) 
was  die  Gültigkeit  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  voraussetzt. 
In  der  Tat,  ist  i  =  1.  »  =  3,  so  liefert  die  Bedingung  (8): 


a/j  a/a 
a/a  a/s 


=  ü 


Aus  den  Bahugleichungen  (0)  folgt  nun 

''/i      ^/i    a/3  a/i 

allgemein 


Berücksichtigen  wir  dies,  so  muss  sein: 

df9  _  df,  dft  _^  u 

tlt  cat     dt  Bat 

Bezeichnen  wir  den  Proportionalitütsfactor  mit  x..,  welcher  oino 
Function  von  /  und  den  Constuuten  a  sein  kanu,  so  ergiobt  sich 

df  df,     df3  Bfs 

Ist  ferner  i  =  l,i  =  4,  so  ergiebt  dio  Bedingung  (8): 
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Bd., 

da* 

Bf* 

da* 

Ü 

3/4 
?</., 

Berücksichtigeu  wir  die  Gleichungen  (IÜ)  und  (11),  so  muss, 
wenn  die  letzte  Gleichung  identisch  erfüllt  werdcu  soll,  sein: 


-  0 


cf. 

dt 

was  nur  möglich  ist,  wenn 


—  x 


a/4 


ist.    So  kann  man  fortfahren,  und  es  wird  sich  ergehen: 


dfi 

dt 

a* 

dft 

dt 

-  yi 

()</, 

-  x* 

dt 

-  Yi 

- 

?/& 

(12) 


3/a 


rffr        dfn        Bfu         3/n  ?/"„ 
°     S«,  ~  **  das  "  X;1  3oa  "  *  *  '  x'-1  3«*-i 

wo  y,  eine  Constante,  x3,  x3  .  .  .  xM_i  Functionen  von  /  uud  den 
entsprechenden  Coustanteu  a  sind. 

Wenn  die  Bahnglcichungen  die  Eigenschaften  (12)  besitzen ,  so 
müssen  sie  von  folgender  Form  seiu: 
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Th-\  =/,«-l  [ipn-2  {t/',.+3(  •    •    •  /"|         +       +  •    •  • 

rH  ~~  fn \yn-l{Vn-2(  .    .    .  /,  (/,  *  +  Oj)  -fo*)  -f  .    .  . 

-)-««-]},  ff«] 


Diese  Form  vou  Bahugleichungeu  ergiebt  sich  auch,  wenn  man  aus 
den  Iutegralgleichuugeu: 

a,  +  y,  /  -  qp,  (r,);     aa  =  <p* (x,,  art) ;     o,  -  9s(x*  r8)  .  .  . 

durch  Elimination  die  Bahngleichuugen  abzuleiten  sucht. 

Integralgleichungen  von  solcher  Form  ergeben  sich  aus  der 
partiellen  Differentialgleichung  •. 


in  welcher  die  B  und  Ü  Functionen  von  a-j,  xs  .  .  .  xu  siud,  da  in- 
folge der  Gültigkeit  des  Prineips  der  lebendigen  Kraft  kein  t  ex- 
plicite  in  dieser  Gleichung  vorkommen  kann.  Die  Integration  der 
Gleichung  (13)  ist  möglich,  wenn 


Bg  wo  n  eine  Constante  ist, 

//9  =  ct'  (*J ;  b3  -  cy  («,)  ey  i  *t) 
yy4  -  cv^xci'^cvW 


-  Ct'  (or3)  C3'(*t)  .   .   .  G/fo-l) 

+  CV<*,)  .    .    •  C'H_,'(.r,(|1ßM'(x„) 

Es  wird  alsdann: 


Ä-(ar1)  +  /'*UJ  +  -  •  ■*  UJ  - 


(13) 


wenn  cr„n  —  0  gesetzt  wird. 

Die  Integralgleichungen  sind  dann: 


f/.r, 
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+  ft^y*  VÄi-iM)- a,_iC3'(^3_i)-|-a,_i  f/a-,-1 

Die  hierzu  gehörenden  Bahngleicbungen  werden  dann  die  vorhin  ab- 
geleitcte  Form  haben,  was  ohne  weiteres  sich  ergiebt. 

Stettin,  August  1898. 
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XX. 

Ueber  die  Inhaltsbestimmung  von  Körpern, 
deren  Schnittt! liehen    parallel   mit  einer  Ebene 
quadratische  Functionen  ihres  Abstandes  sind. 

Von 

Prof.  Weinmeister  in  Tharandt 


Bekanntlich  ist  <iie  Simpson'sche  Regel  für  alle  Körper  genau 
gültig,  deren  parallelo  ebene  Schnitte  /  eine  kubische  Function  ihres 
Abstandes  x  von  einer  bestimmten  Ebene  sind.  Ks  sollen  nuu  im 
Folgenden  nur  solche  Körper  betrachtet  werden,  für  welche 

/•-«-{ 

uud  zwar  sei  zuerst  die  Aufgabe  («)  gestellt,  den  Inhalt  der  Schicht 
eiues  solchen  Körpers  aus  seiner  Höhe  A,  aus  drei  Schnittflachcu 
f\i  U  u,,d  deren  Abstünden  -»•„  x2,  ^  vom  Mittelsehuitt  darzu- 
stellen. Hierauf  sollen  {b)  mit  Rücksicht  auf  die  Coeftieieuten  «,  p, 
y  sechs  verschiedene  Classen  dieser  Körper  unterschieden,  und  für 
jede  Classe  besondere  Kubaturformeln  aufgestellt  werden,  l'ann 
wir  i  "gezeigt  (r),  wie  man  au  den  Grundflächen  uud  dem  Mittel- 
schuit  tiner  Schicht  die  ('lasse  des  Körpers  erkennt,  welchem  sie 
eutnomm  n  ist,  und  endlich  werden  die  bei  den  Flüchen  zweiter 
Ordnung  vorkommenden  Schichten  (</),  die  hierher  gehörigen  Polyeder 
(e)  und  die  Schichten  der  Kegel  Hachen  (/)  jenen  sechs  Classen  eiu- 
gereiht. 
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«) 

Schucidct  mau  den  Körper  durch  zwei  Ebenen,  welche  in  den 
Abständen  *  und  —  x  der  Ausgaugsebeuo  parallel  sind,  so  ist  die 
zwischen  beiden  gelegene  Schicht 

S  z=  2  ccsr  -f  $  y  r3 

Führt  mau  uun  statt  der  CoeftiVienten  a  uud  •/  jeue  drei  Schnitt- 
teuren  f$  ein  und  setzt  ausserdem  i-  =       so  erhält  man 

L 1  («i-^X*j-'i)"i'a  i*>-*i )(*,-*») 

*  <V-*»K'a-*i>J 

eine  Formel,  in  welcher  die  gebiäuehliehsteu  Iuhaltsformelu  des 
Prismatoids  als  spociclle  Fälle  ontbalton  Bind. 

Aus  derselben  ergiebt  sich  femer,  dass  uuter  der  Voraussetzung 

^1    r-J  j.jÄ* 

die  beiden  Schnittflächen  fx  und  ft  zur  Bestimmuug  von  S  aus- 
reichen.   Es  wird  dann  nämlich 

r,  — 

Von  den  weiteren  speciellcn  Fällen  sei  ausserdem  noch  hervor- 
zuheben, dass 

'i =  0   und  V+V+V-i^. 


Durch  Discussion  der  Coefticienten  «,  0,  y  erhält  man  sechs 
verschiedene  Körperclassen ,  die  wir  im  Feinenden  mit  Rücksicht 
auf  die  entsprechenden  Flächen  zweiter  Ordnung  benannt  hüben. 
Ausserdem  seieu  die  ebenen  Grenzrläehen  der  Schicht  mit  y  und  g' 
und  der  Mittelschuitt  mit  wi  bezeichnet.  Ferner  werde  «.  die  Schnitt 
tigur  für  x  =  U,  immer  positiv  genommen. 
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y-O. 

L    Cylinderartige  Körper  (®c) 
y  —  0  =  0     f=a=*g.    S=  gh. 

II.  Paraboloidartigo  Körper  (fstP). 

Der  Körper  hat  nur  ciuo  Nullfläche  ^für  —  ?^  und  er- 
streckt sich  von  derselben  nach  der  einen  Seite  positiv,  nach  der 
anderen  negativ. 

y<o. 

III.  Ellipsoidartigc  Körper  (SP,). 

y  -  -  y\ 

Der  Körper  hat  zwei  verschiedene  Nullflächeu  und  ist  innerhalb 
beider  positiv,  ausserhalb  negativ.  Der  grösste  Schnitt  M  liegt  mitten 
zwischen  den  Nullflächen,  und  es  ist,  wenn  man  den  Abstand  beider 
mit  2r  und  den  zwischen  ihnen  liegenden  Körper  mit  A'  bezeichnet, 

Weiter  ist 

wo  Ä"  einen  an  g  und  g'  heranreichenden  und  zu  Ä  ähnlichen  uud 
ähnlich  gelegeneu  Körper  bedeutet. 

Für  g  =  0  ist 

£y'A*(3r-Ä) 

Vermehrt  man  im  letzteren  Fall  S  um  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  in  einem  Punkt  von  M  liegt,  so  erhält  mau  einen  zusammen- 
gesetzten Körper 

Z=*  |y' r*A  =  |  Ml 

y>o. 

IV.   Kegelartige  Körper  (Stk). 
02  «---  4cty 

Der  Körper  besitzt  ein o  Nullfläche  (oder  vielmehr  zwei  in  eine 
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zusammengefallene)  und  erstreckt  sieb  von  derselben  aus  nach  beiden 
Seiten  zu  positiv. 

S-*A(H-  VgJ-W) 

und  für  g'  =  0   ist   8  -  \gh 

V.   Körper  nach  Art  des  einschaligen  Hyperboloides 

(»*).    ß*  <  4  ay. 

Der  Körper  besitzt  keiue  Nullflächen,  sondern  einen  kleinsten 
Schnitt  M  positiven  Inhaltes.  Man  ziehe  nun  einon  Ergänzungs- 
körper E  hinzu,  für  welchen 

f  -  y** 

und  dessen  Nullflächc  iu  einem  Punkte  von  M  liegen  mag.  Für 

•  -  ±r 

werde  E  in  JW  geschnitten,  und  ausserdem  sei  R  das  zwischen  diesen 
beiden  Schnittebeuen  gelegene  Volum  des  Körpers  Ej. 

Dann  ist 

M  =  yr*    A'  -  $Mr  -  |  yr5 

wobei  A''  einen  an  g  uud  g  heranreichenden  und  zu  K  ahnlichen 
nnd  ähnlich  gelegenen  Körper  bedeutet. 

VI.    Körper  nach  Art  des  z weischaligen  Hyperboloids 

(JTm)  •     >  4  ay  >  0. 

Der  Körper  hat  zwei  verschiedene  Nullflächeu;  zwischen  deu- 
selbon  liegen  negative  Schnittflächen  und  ausserhalb  positive.  Der 
Abstand  beider  von  einander  sei  gleich  2r.  Man  ziehe  uun  wieder 
eineu  Ergänzungskörper  E  hinzu,  für  welchen 

und  dessen  Nullfläche  von  denen  des  ursprünglichen  Körpers  die 
Entfernung  r  hat,  bezeichne  seine  Schnittfläche  im  Abstand  r  mit 
M  und  den  Teil  des  Körpers  E  zwischen  den  Nullflächen  des  ge- 
gebenen Körpers  mit  A".  Man  erhält  dann  für  M,  K  und  S  dieselben 
Werte,  wie  in  V. 

Für  g'  =  Ü  ist 

Anh.  J.  Math.  u.  Phy«.   ü.  Keil.«.  T.  XVII.  13 
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und  für  den  zusammengesetzton  Körper  Z,  welcher  aber  diesmal  als 
Differenz  des  Kegels  und  der  Schicht  S  aufzufassen  ist,  gilt 

Z=  $yr*h  =  %Mh 

In  Hinsicht  auf  die  Nullflächen  unterscheiden  wir  die  Körper 
sonach  iu  folgender  Weise: 

et)  Körper  ohne  Null  flächen. 

ft«.    Sämtliche  Schnittflächen  sind  einander  gleich. 

$V    Die  Schnittflächen  sind  nicht  einander  gleich. 

ß)  Körper  mit  einer  Nullfläche. 

STp.    Die  Schnittflächen  haben  auf  beiden  Seiten   der  Null- 
fläche entgegengesetzte  Vorzeichen. 

Sl*.    Die  Schnittflächen  sind  auf  beiden  Seiten  der  Nullfläcbe 
positiv. 

y)  Körper  mit  zwei  Nullflächen. 

Die  Schnittflächen  sind  zwischen  den  Nullflächen  positiv, 
iuuerhalb  negativ. 

Die  Schnittflächen  sind  ausserhalb  der  Nullflächen  posi- 
tiv, innerhalb  negativ. 

c) 

Sind  die  Grundflächen  g\  der  Mittelschnitt  m  und  die  Höhe 
h  einer  Schicht  bekannt,  so  kann  man  hieraus  die  Abhängigkeit  der 
Fläche  /  von  ihrem  Abstaud  von  einer  der  Grundflächen,  z.  B.  .7', 
finden.    Man  erhält  dann: 

/-  9+(4>»~9  -  V)  •  l  +(2&+  V-4»')  Ii 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Tabelle  zur  Bestimmung  der  Körper- 
classen  aus  m,  g,  <j ': 
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ff  -\-n' 


2 


2 


0 -</(=»») 
9>ff' 


2 

Vg+fg* 


Vg-Vg 


>V»> 


V  wt  = 


2 


ff**) 

vi«;' 

Zu  den  behandelten  Körpern  gehören  vor  allem  diejenigen  Räume, 
welche  von  Flüchen  zweiter  Ordnung  und  einer  oder  zwei 
parallelen  Ebenen  begrenzt  werdeu,  unter  der  selbstverständlichen 
Bedingung,  dass  die  Schnitte urven  Ellipsen  sind.  Besonders  mus9 
hierbei  erwähnt  werden ,  dass  negative  Schnittflächen  nicht  vorkom- 
men, da  alsdann  die  Schnitteliipsen  imaginäre  Halbachsen  erhalten 
würden.  Berücksichtigt  mau  dies  und  zieht  weiter  die  Lage  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  gegen  die  Nullflächen  —  d.  h.  die  den 
Schuittebenen  parallelen  Tangentialebenen  —  in  Betracht,  so  erkennt 
mau  ohne  WVtcres,  wie  sie  sich  in  jene  Gassen  einreihen,  und  dass 
die  Benennung  der  Letzteren  gerechtfertigt  ist.  Als  Ergänzungskörper 
A*  der  Hyperboloide  wählt  mau  am  besten  die  Asymptotenkegel.  Die 
Bedeutung  von  y,  r,  3/,  A',  A"  ergiebt  sich  dann  sofort. 

So  bestimmt  beispielsweise  auf  einem  dreiaxigen  Kllipsoid  oder 
zweischaligen  Hyperboloid  irgend  eine  Ellipse  eine  Kappe.  Errichtet 
man  über  dieser  Ellipse  einen  Kegel,  welcher  seiue  Spitze  im  Mittel- 
packt  der  Fläche  hat,  so  kanu  man  den  vom  Kegelmantel  und  der 
Kappe  begrenzten  Körper  einen  ellipsoidischen ,  bzhw.  hyperboloidi- 
schen  Kegel  nennen.  I)er  Inhalt  desselben  ist  3yr*/< ;  h  ist  hier  die  Höhe 


*)  Dio  NullflilHien  liefen  außerhalb  <lcr  Schicht 
**)  Die  Nullfiäohen  liefen  innerhalb  der  Schicht. 
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der  Kappe,  r  der  Abstand  des  Mittelpunkts  von  der  der  Ellipsen« 

M 

ebene  parallelen  Tangentialebene  und  y  =  -j,  wo  M  beimEllipsoid 

der  Inhalt  derjenigen  Ellipse  ist,  deren  Ebene  der  Basis  der  Kappe 
parallel  liegt,  und  welche  ausserdem  den  Ellipsoid-Mittelpuukt  zum 
Mittelpunkt  hat.  Beim  Hyperboloid  ist  M  der  Inhalt  der  Ellipse, 
in  welcher  die  Tangentialebene  den  Asymptotenkegel  schneidet.  Bei 
der  Kugel  ist  natürlich  stets  y  =  ?r;  beim  allgemeinen  Ellipsoid  giebt 
es  unendlich  viele  Tangentialebenen,  für  welche  y  =»  n.  Dieselben  be 
rübreu  zugleich  die  dem  Ellipsoid  gleiche  und  concentrische  Kugel. 


Was  die  Polyeder  betrifft,  so  gehören  offeubar  die  Prismeu 
zu  den  $c  und  die  Pyramiden  zu  den  ST*.  Als  einfachsten  Körper 
der  Ap  erhält  man  das  dreiseitige  Prisma,  weun  man  eines  der  be- 
grenzenden Parallelogramme  als  Grundfläche  auffasst.  Da  mau  nun 
den  Obelisk  und  das  Prismatoid  als  algebraische  Summo  von  Po- 
lyedern der  geuanuten  drei  Arten  darstelleu  kann,  so  muss  auch  ein 
jedes  Exemplar  dieser  be  iden  allgemeinen  Körpcrgattuugeu  einer  der 
sechs  Körperclasscn  angehören.  So  kann  man  bekanntlich  das  Te- 
traeder als  ciu  Prismatoid  auffassen ,  dessen  Grundflächen  zu  zwei 
Gegenkanten  ausgeartet  sind.    Dieser  Körper  gehört  sonach  zu  den 

da  er  zwischen  zwei  Nulltiäekcu  liegt  Ferner  kaun  ein  schief 
abgeschnittenes  dreiseitiges  Prisma  als  Obelisk  aufgefasst  werden, 
welcher  das  eine  der  begrenzenden  Trapeze  zur  Grundfläche  und  die 
gegenüberliegende  Seitenkaute  zur  Schneide  hat.  Das  Prisma  ist 
dann  ein  wenn  die  längste  Seiteukante  Schneide  ist  (s.  die  Ta- 
belle in  e,)  und  ein  .Siw,,  wenn  es  die  kürzeste  ist,  ausserdem  ein 
flp*,  weun  die  kürzeste  Seitenkante  zugleich  null  ist.  Ist  die  mittlere 
Seitenkante  Schneide,  so  kommt  es  darauf  an,  ob  sie  der  Mittel- 
parallelen des  gegenüberliegenden  Trapezes  gleich  ist,  oder  ob  grösser 
oder  kleiner,  als  dieselbe.  Je  nachdem  ist  der  Körper  ein  J?F,  Sfe 
oder  SFm.   U.  s.  w. 

Die  bei  den  Polyedern  vorkommenden  Xullflächen  arten  im 
allgemeinen  nicht  gerade  zu  Punkten  oder  Schneiden  aus;  vielmehr 
ist  hierbei  folgendes  zu  beachten.  Erweitert  man  die  Seitenflächen 
eines  nseitigen  Obelisken  über  die  Grundflächen  hinaus  nach  beiden 
Seiten  bis  in  das  Unendliche,  so  werden  sich  die  Scitenkanten  des- 
selben in  den  Seitenflächen  in  n  verschiedenen  Punkteu  schneiden. 
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Diu  zwischen  zwei  solchen  Punkten  auf  der  einen  Seito  der 
Grundfläche  liegenden  Schnittflächen  sind  Figuren  mit  sich  selbst 
kreuzenden  Umfängeu  und  bestehen  daher  aus  Teilen,  dio  teils  po- 
sitiv, teils  negativ  zn  nehmen  sind  Die  Schnittfigur  ist  nun  gleich 
null,  wenu  dio  positiven  Teile  den  negativen  gleich  sind. 

Ein  dreiseitiger  Pyramidenstumpf  z.  B.  kann  als  aufgefasst 
werden,  wenn  man  eines  der  begrenzenden  Trapeze  zur  Grundfläche 
wählt.  Von  den  Ecken  derselben  gehen  dann  vier  iu  das  Unendliche 
zu  verlängernde  Seitenkanteu  aus,  während  die  noch  übrig  geblie- 
bene der  Grundfläche  gegenüberliegende  Pyramidenkante  aufgehört 
hat.  Grenzkante  des  Körpers  zu  sein.  Legt  man  nuu  einen  der 
Grundfläche  parallelen  Schnitt,  welcher  die  zuletztgenauute  Kante 
halbirt,  so  besteht  derselbe  aus  zwei  congruenten  Dreiecken  ver- 
schiedeneu Vorzeichens.  Derselbe  i»t  demnach  die  Xullflächo  des 
Körpers  9P. 

t) 

Schneidet  man  eine  beliebige  Uegclfläche-  durch  eine  Ebcno 
so,  dass  dio  Schnittcurve  iu  sich  selbst  zurückkehrt,  so  ist  dies  bei 
jeder  parallelen  (im  Abstand  Schnittebene  der  Fall,  und  genauer 
ist  die  Grösse  der  Schnittfigur 

f  —  «  +  ßx  -}-  rx» 

wobei  die  Grössen  «,  /*,  y  von  der  Regelfläche  und  der  Lage  der 
ersten  Ebene  abhängen;  oder  mit  anderen  Worten:  Schliesst  eine 
beliebige  Uegclfläche  im  Verein  mit  zwei  parallelen  Ebenen  einen 
Kaum  vollständig  ein,  so  gehört  derselbe  einer  der  in  b)  genannten 
sechs  Körperarten  au.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist  ohne 
Weiteres  ersichtlich,  wenn  die  Regelfläche  eine  abwickelbaro  ist; 
denn  alsdann  kann  der  entstandene  Körper  als  ein  Obelisk  mit  un- 
endlich vielen  Seiten  aufgefasst  werden.  Dio.  windschiefen  Regel- 
fllchen  hingegen  bedürfen  einer  eingehenderen  Behandlung. 

• 

u)  (Fig.  2.)  Gegeben  cino  feste  Ebeno  E  und  eine  feste,  nicht 
geschlossene,  ebene  Curvo  S  (Schneide).  Eino  veränderliche  Gerade 
möge  sich  stetig  so  bewegeu,  dass  sie  immer  parallel  E  bleibt  und  dabei 
zweimal  entlang  S  gleitet,  bo  dass  sie  am  Schluss  wieder  ihro  An- 
fangslage eiuuimmt.  Es  wird  sodann  behauptet,  dio  entstandene 
Regelflache  bilde  eiueu  8Pi  welcher  die  Ebene  durch  S  natürlich  zur 
Xullflächo  bat. 
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Beweis.  Man  schneide  die  Regelfläche  durch  zwei  Ebenen 
parallel  der  Ebene  durch  S  in  den  Abständen  x  und  x',  wodurch 
die  Schnittfiguren  /*  und  /'  entstehen,  und  ausserdem  durch  zwei 
Ebenen  parallel  Ey  sodass  in  den  Letzteren  die  Dreiecke  UAli  mit 
A'B'\\AB  und  VCD  mit  C'D'\\CD  liegen,  und  zwar  mögen  diese 
Dreiecke  sich  so  uahe  an  einander  befinden,  dass  die  Bogen  AI), 
BC,  A'D\  B'C\  UV  durch  ihre  Sehnen  ersetzt  werden  könueu.  Als- 
dann stimmen  die  Trapeze  ABC/)  und  A'B'C'l)'  in  den  Höhen 
übereiu,  während  ihre  Grundiiuien  sich  wio  x  zu  *'  verhalten.  So- 
nach stehen  auch  ihre  Flächen  im  selbeu  Verhältniss,  und  es  ist 
demnach  auch 

/*:  f  =  x  :  x'    oder   /  =  Jfcr,    wenn    ß  =  f*  j  x' 

ß)  Die  Gerade  be  wege  sich  parallrl  E,  gleite  jedoch  über  zwei 
geschlossene,  in  parallelen  Ebenen  gelegene  Curveu  hin.  (Fig.  '2) 
Man  kann  danu  den  Körper  iu  einen  Cylinder  und  iu  zwei  Körper 
der  iu  o)  besprochenen  Art  zerlegen.    Mithin  ist  danu 

t  =  «  +  ß* 
Führt  man  g\  g   und  h  ein,  so  ist 

y)  Die  Gerade  bewege  sich  zwei  in  parallelen  Ebenen  liegen- 
den geschlossenen  Curveu  entlang.  (Fig.  :{.)  Alsdann  nehme  man 
im  Innern  der  einen  Curve  einen  beliebigen  Punkt  S  uud  lasse  eine 
immer  durch  ihn  gehende  Gerade  sich  so  bewegen ,  dass  sie  der 
ersten  veränderlichen  Geraden  stets  parallel  bleibt.  vSie  beschreibt 
auf  diese  Weise  einen  Kegel,  dessen  Grundfläche  /  in  der  Ebene 
der  zweiteu  Curve  liegen  mag.  Es  seien  nun  AB  und  BF  zwei  be- 
nachbarte Kanten  der  Regclfläehb  und  .SD||  El),  SC\\BF.  Alsdann 
ist  das  Körperelement  ABCUSEE  nach  ß)  ein  Körper  ST>,  für  wel- 
chen die  Ebene  E  durch  die  Tangentialebene  »SC7>  des  Kegels  ge- 
bildet wird.  Nimmt  mau  dann  den  Kegel  von  der  gauzen  Körper- 
schicht fort,  so  kann  man  den  Restkörper  mit  den  Grundflächen  g' 
uud  g — i  in  uueudlich  viele  Körpereleiuento  zerlegen  und  erhält  so- 
mit für  einen  beliebigen  Schnitt  dieses  Restkörpers  die  Formel 

f-g  +  —  h—  x 
Sonach  gilt  für  die  Sehnitttigur  des  ganzen  Körpers 
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Hiermit  ist  die  zu  Anfang  des  Abschnittes  f  aufgestellte  Behauptung 
vollständig  erwiesen. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  als  specieller  Fall  der  folgonde. 
I  Fig.  4). 

„Gleitet  eine  Gerade  über  zwei  iu  parallelcu  Ebenen  liogende, 
„nicht  geschlossene,  Corven  zweimal  hinweg,  und  kehrt  sie  dabei  zu 
„ihrer  Anfangsstellung  zurück,  so  ist  der  durch  sie  erzeugte  Körper 
„zwischen  den  Ebenen  oiu  &  und  der  ausserhalb  gelegeno  ein  STaa" 

Wird  der  Abstand  beider  Ebenen  wieder  gleich  2r  gesetzt,  so  ist 

f  =  y.r  («.),.  -  X) 

wo  •/  ein  von  der  Bewegung  der  Geraden  abhängiger  Factor  ist 
Derselbe  lässt  sich  unter  Umstanden  bestimmen,  wenn  man  wieder 
den  Ililfskegel  hinzunimn.t,  desscu  Spitze  iu  der  Ebene  der  einen 
Cuive  liegt,  und  dessen  Kanten  den  Geraden  der  Kegeltiäche 
parallel  sind.    Der  Mittelsehuitt  dieses  Kegels  ist  gleich  yr2. 

Einen  besouders  interessanten  Specialfall  erhält  man,  wenn  der 
Ililfskegel  ein  gerader  Kreiskegel  ist,  da  dessen  Soitenkanten  mit 
parallelen  Ebenen  gleiche  Winkel  bilden,  und  sämtlich  von  derselben 
Läuge  (— " /)  sind,  Eigenschaften,  welche  sich  auf  die  Geradeu  der 
Regelflaehe  übertrafen.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  dem  Satze: 

„Liegen  in  zwei  unter  dem  Abstand  2r  parallelen  Ebenen  zwei 
„beliebige,  nicht  geschlossene,  Curven ,  und  werden  diesclbcu  von 
„den  Endpunkten  einer  Strecke,  deren  Länge  unveränderlich  =  2/, 
„durchlaufen,  so  ist  der  entstaudeue  Körper  =  $»r(J*— r*)". 

Für  den  Fall  geradliniger  Bahucu  wurde  der  Satz  bereits  von 
Steiner*)  aufgestellt. 

Für  die  Zahl  y  erhält  man 

y  ^  71  ri   a  71  •  cot*» 

wenu  (o  die  unveränderliche  Neigung  der  Geraden  gegen  die  Ebenen 
ist.    Es  liege  nun  eiu  Punkt  auf  der  Strecke  so,  dass  er  von  ihreu 


*)  Steiners  -jcsiimmclto  Werke.    II.  Bd.    S.  318. 
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Endpunkten  immer  die  Entfernungen  a  und  6  =  21  —  a  hat.  Dann 
ist  der  Abstand  desselben  von  der  einen  Ebene 

■r  =*  a  .  sin  w 

also  unveränderlich.  Der  Punkt  beschreibt  daher  eine  ebene  Corvo 
and  zwar  eioe  solche,  welche  die  zu  x  gehörige  Schnitttigur  ein- 
grenzt und  somit  ergiebt  sich  für  dieselbe  der  Wert 

f  =  yx(2r—  x)  —  t«Acos2o>.    D.  h.: 

„Durchlaufen  die  Endpunkte  einer  Strecke  von  unveränderlicher 
, Länge  zwei  in  parallelen  Ebonon  liegende,  beliebige,  nicht  ge- 
schlossene, Curven,  und  bewegt  sich  ein  Punkt  derselben,  welcher 
„von  den  Endpunkten  die  unveränderlichen  Abstände  a  und  b  hat, 
,auf  einer  in  sich  zurückkehrenden  Bahn,  so  ist  das  von  dieser 
,Babn  umschlossene  Flächenstück  gleich  ^«Acos"2üj,  wobei  w  die 
„Neigung  der  Strecke  gegeu  die  Ebeue  bedeutet." 

Der  Satz  gilt  auch  dann,  wenn  die  Curven  in  einer  Ebene  lie- 
gen, wie  man  für  w^O  oder  durch  Parallelprojection  erhält.  Für 
diesen  besonderen  Fall  wurde  er  bereits  vom  jüngeren  Herrn 
Amsler  im  Anschluss  an  den  Polarplanimetcr  seines  Vaters  ge- 
funden. 

Endlich  wähle  man  auf  dem  Umfang  einer  beliebigen,  ge- 
schlossenen, ebenen  Figur  zwei  Punkte  und  lasse  dieselben  zwei 
schiefe  Geraden  durchlaufen.  Gleichzeitig  bewege  man  die  Figur 
parallel  sich  selbst  und  lasso  hierbei  die  Gestalt  uugeändert.  Pro- 
jicirt  man  nun  dieses  bewegliche  Gebilde  durch  Parallelstrahlen  be- 
liebiger Richtung  auf  eine  parallele  Ebene,  so  wird  in  derselben  ein 
ähnlich  veränderliches  System  bestimmt,  von  welchem  zwei  Punkte 
gerade  Linien  durchlaufen.  Alsdann  müssen  aber  auch  allo  übrigen 
Punkte  sich  auf  geradlinigen  Bahnen  bewegen*),  d.  h.  es  müssen 
sich  die  Bahneu  der  Punkte  der  im  Räume  bewegten  Figur  als  ge- 
rade Linien  projiciren  und  selbst  gerade  Linien  sein,  da  die  Pro- 
jections-Richtung  willkürlich  ist.  Nimmt  man  nun  umgekehrt  in 
zwei  parallelen  Ebcucn  zwei  ähnliche,  aber  nicht  ähnlich  gelegene, 
Figuren  an  uud  lässt  eine  Gerade  so  über  die  Umfäuge  beider  hin- 
gleiteu,  dass  sie  stets  eiu  entsprechendes  Punktpaar  verbindet,  so 
entsteht  eine  windschiefe  Fläche  von  folgender  Eigenschaft:  Schueidet 


•)  8.  Burmester,  Kinomatisch-peometrischc  Untersuchungen  u.  s.  w. 
Zeitichrift  f.  Math.  u.  Physik.    XIX.    S.  156. 


Digitized  by  Google 


Weinmeister'.  Inhalt  von  Körpern  mit  quadratischen  Querschnitten.  201 

man  dieselbe  durch  eine  dritte  parallele  Ebene,  so  ist  die  ent- 
standene Figur  der  beiden  ersten  ähnlich,  und  zwar  kann  dieselbe 
niemals  zu  einem  Punkte  oder  einer  Linie  ausarten.    Daher  der  Satz: 

„Die  Schicht  einer  Regelfläche  mit  ähnlichen,  aber  nicht  ähn- 
lich gelegenen  Grundflächen  ist  ein  Ks,,  wenn  die  Seitenkanten  ent- 
sprechende Punktpaare  verbinden.  Jeder  ebene  Schnitt,  parallel 
„den  Grundflächen,  ist  eine  denselben  ähnliche  Figur". 
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XXI 

Bemerkung  über  eine  Eigenschaft  der  Resultante 
zweier  ganzen  Functionen. 

Von 

Gerhard  Kowalewski 

in  Birnbaum,  l'n.v.  l\  m  n. 


In  Gordans  Vorlesungen  über  I  uvariautentbc  oric, 
herausgegeben  von  Dr.  Georg  Kersch  ensteiner  (Leipzig,  Teubner. 
Ib85)  fiudet  sich  Hand  I,  Seite  1  öl ,  nachdem  gezeigt  worden  ist, 
dass  für  die  Resultante 

oq    *(  i  .  .  .  <t,n    U  •  .  •  0 

0     0  .  .   .  rifl     ax  .   .  ttm 
fy*  -    &o       .  .  .  f>„     t)  .  .  .  0 

I       •  .  •  • 

* 

0      0   .    .    .  /'„     //j    ...  bH 

zweier  Functionen 

f\x)  =  «„jr-'+rt,^-1  -f-  .    .    -  +  ttm 
<p{s)  —  ''()  * "  +  '>!  «" " 1  +  •  •   •  -  h  6« 

die  Beziehung  besteht 

wenn  unter         eiue  ganze  Function  vuin  Grade 
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der  llemltante  zweier  ganztit  Functionen»  2(_Kj 

a 

< 


;/t  —  u 


(wobei  m  >■  n)  verstanden  wird,  die  folgende  Anmerkung: 
„Indem  wir  die  Einschränkung  machten 

<-  „ 
q  ra  m  —  " 

„setzen  wir.  wie  sehou  mehrmals  erwähnt,  voraus  m  >  n. 
..Fs  wäre  eine  schätzenswerte  Arbeit,  auch  den  Fall  zu 
„uutersuehen,  in  welchem  m  <  n  ist,  d.  h.  allgemein  die 
„Frage  zu  behandeln:  Wie  hangen  die  Resultate  /i/t<r-"M 
„und  It/.if  zusammen ,  wenn  wir  über  den  Grad  dor 
„dies  bezüglichen  Functionen  keinerlei  Voraussetzungen 
„machen?" 

Diese  Frage  zu  erledigen  ist  der  Zweck  der  folgenden  Mit- 
teilung. 

Die  Resultante  llM  lässt  sich  immer  (vgl.  Gordan,  a.  a.  0. 
Seite  154)  als  »-reihige  Functionaldetcrininaute  schreiben: 

Dabei  soll  die  Ueberstreichung  der  Functionen  •/'-■/;.  .  .  ,  *0/ 
bedeuten,  dass  mau  sie  durch  die  n  Reste  zu  ersetzen  hat,  welche 
sich  durch  Division  mit  y(x)  ergeben 

Ist  nun  m  der  Grad  von  /'-f-g>  •  ty,  so  hat  mau  aus  demselben 
Grunde: 

V  {  xu-l.  .    .    .  /<  ) 

Offenbar  ist  wegen 

x'(f  +  *P    ',")     •''/■  ('»od  <r) 
und  wegen  der  Bedeutung  der  Ueberstreichung: 

«W+iTf)  =  *if  (*  —  0,  1 .  .  . ,  m  -  i) 

mithin 

»„,.,,,  -(-»-'"*«-•(„..,;   

Diese  Gleichung,  mit  derjenigen  für  tf/.,,  verglichen,  giebt: 
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=  (-1)0"'— >"  bf7"Rf+ 

Das  Resultat  lässt  sich  einfacher  schreiben,  wenn  mau  benutzt,  dass 

ist.   (vgl.  Gordan,  a.  a.  0.  Seite  146.) 
Man  erhält  so: 

Addirt  man  also  zu  der  zweiten  Fuuctiou  in  Rg,f  die  ersto,  multi- 
plicirt  mit  einer  beliebigen  ganzen  Function  v(x),  so  reproducirt 
sich  Rgj  multiplicirt  mit  einer  Potenz  von  60,  deren  Expoucnt  die 
eingetretene  Erhöhung  (Erniedrigung  als  negative  Erhöhung  gerech- 
net) des  Grades  der  zweiten  Function  angiebt. 

Hierbei  sind  über  den  Grad  der  auftretenden  Functionen  kei- 
nerlei Voraussetzungen  gemacht,  und  es  wäre  demnach  die  in  der 
oben  citirten  Anmerkung  aufgestellte  Frage  vollständig  erledigt. 
Zugleich  ist  für  den  schon  bei  Gordan  erledigten  speciellen  Fall 

m'  •=»  T/t 

ein  neuer  Beweis  geliefert. 

Anmerkung:  Nachträglich  bemerko  ich,  dass  in  dem  Lehrbuch 
der  Algebra  von  Weber  (2.  Heft,  Band  I.  S.  176,  Formel  10)  das 
Resultat  dieser  Notiz  enthalten  ist.  Dio  Ableitung  von  Weber  ist 
allerdings  eine  andre  als  die  hier  gegebene  und  beuutzt  den  Aus- 
druck der  Resultanto  durch  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen. 
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XXII. 

Dynamische  Betrachtungen. 

Von 

Th.  Schwartze. 


Von  Galilei  ist  auf  Grund  der  Wahrnehmung  der  Muskelkraft 
da9  gegenwärtig  in  der  Physik  noch  gültige  Mass  der  Kraft  im 
Product  der  Masse  M  und  der  Beschleunigung  der  irdischen  Schwer- 
kraft festgestellt  worden,  so  dass  bei  der  Bezeichnung  der  Kraft 
mit  V  die  Gleichung  gilt: 

-  Mg 

Hierbei  ist  das  Symbol  M  der  Masse  nur  als  ein  Wertigkeitsfactor 
der  Kraft  anzusehen,  wclcho  für  die  Einheit  der  Masse  (3/°  —  1) 
dem  Zahlenwerte  nach  gleich  der  Beschleunigung  ist. 

Von  Newton  wurde  der  Kraftbegrift"  weiter  ausgebildet  und  in 
der  Bedeutung  einer  Function  zwischen  Masse  und  Raumstrecke  auf- 
gefasst,  indem  er  das  Product  der  als  Wirkung  und  Gegenwirkung 
in  Beziehung  tretenden  Massen  m,  und  t»2  direct  proportional  der 
zweiteu  Potenz  der  zwischeu  den  beiden  Massenmittelpunkten  vor- 
handenen und  also  in  Mitwirkung  tretenden  Raumstrecke  r  setzte. 
Mit  Rücksicht  hierauf  ergab  sich  die  Gleichung: 


oder  für 

die  gewöhnliche  Formel 


S 
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Hierbei  kann  mit  Bezug  auf  das  beliebig  zu  wählende  Masssystem 
dem  zweiten  Gliede  noch  der  Factor  /.•  zur  Bestimmung  des  nume- 
rischen Wertes  der  Kraft  beigefügt  werden. 

Diese  Newton'sche  Kraftformel  deutet  auf  den  Bogriff  der  Cen- 
tralkraft  hin  und  gilt  nicht  nur  für  pondorable  Massen,  sondern  auch 
(in  der  Formel  des  Coulomb'schen  Gesetzes)  für  unponderable 
Massen,  wie  solche  bezüglich  der  Erscheinungen  der  Elektrieitüt, 
des  Magnetismus,  der  Wärme,  des  Lichtes  uud  Schalles  inbetracht 
zu  ziehen  sind.  Da  die  bei  den  im  freien  Baume  concentrisch  in 
Kugelflächen  sich  ausbreitenden  Centraikräften  die  zweite  Potenz 
des  vom  Centruin  ausgehenden  Kraftstrahles  der  entsprechenden 
Kugelfläche  direct  proportional  ist,  so  wird  durch  die  Grösse  ra 
eigentlich  die  Flächengrösse  zum  Ausdruck  gebracht  und  es  bedeutet 
daher  die  Kraft  F  die  Anzahl  der  aus  der  gegenseitigen  Massen- 
wirkuug  sich  ergebenden  Wirkungseinheiten,  welche  auf  die  Flächen- 
einheit entfallen.    Demnach  entspricht  das  Product 

F.  r-  -  >/<2 

der  wirksamen  Gesamtkraft  ciuer  durch  die  Centraikraft  entwickelten 
Aequipotentialfläche.  Ks  folgt  daraus  der  Begriff  des  Gegeneinander- 
wirkens  eiues  iuneren  und  äusseren  Kraftfeldes,  welcher  Begriff  z.  B. 
durch  den  Ballungsact  eines  im  Baume  sich  bildenden  Weltkörpers 
veranschaulicht  wird,  wobei  die  bleibende  Gravitationswirkung  als 
ein  Nachhall  dieses  Ballungsaetes  angesehen  werden  kann. 

Setzt  man 

Mg  -  r, 

und  nimmt  man  an,  dass 

.1/  -  m» 

die  Gesamtmasse  des  Systems  ausdrückt,  so  ist 

Die  Beschleunigung  //  und  die  Beschleunigungswirkung  der  Kraft- 
entfaltung im  allgemeinen:  ist  als  eine  vom  Nullpunkte  der  Geschwin- 
digkeit bis  zu  einer  gewissen  relativ  oder  absolut  genommenen  Ge- 
schwindigkeitsgrenze v  anwachsende  Wirkungsgrösso  anzusehen, 
welche  durch  die  beim  Aufhören  der  Beschleunigung  hervortretende 
Geschwindigkeit  gemessen  wird,  wobei  der  Zeitverlauf  des  dynami- 
schen Vorganges  als  die  specilische  Zeiteinheit  der  Kraftentfaltung 
angesehen  werden  kann,  so  dass  die  Endgeschwindigkeit  c  dem  rela- 
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tiven  bzhw.  dem  absoluten  Maximum  der  Kraft entfaltuug  entspricht. 
Die  Greuzcn  des  dynamischen  Vorganges  liegen  also  zwischen  dem 
statischen  Zustande  der  zeitlosen  Ruhe  und  der  zeitlosen ,  weil  un- 
veränderlichen Geschwindigkeit,  welche  durch  das  feste  Vcrhältniss 
von  Kraftstrecke  und  specitischcr  Zeiteinheit  gegeben  ist. 

Indem  also  die  Beschleunigung  im  positiven  Sinne  dem  Ueber- 
gango  des  Ruhezustandes  in  den  Geschwindigkeitszustand  und  im 
negativen  Sinne  der  Umkehrung  dieses  Ueberganges  entspricht,  muss 
ihre  Grösse  in  jedem  Augenblicke  des  dynamischen  Vorganges  aus 
dem  Product  zweier  Faetoreu:  Druck  und  Geschwindigkeit  hervor- 
gehen. Dies  gilt  natürlich  auch  für  die  Kraft,  welche  bezüglich  der 
Massencinheit  der  Beschleunigung  gleichwertig  ist.  Hiernach  ge- 
winnt man  für  jeden  Augenblick  der  auf  Beschleunigung  beruhenden 
Kraftenthaltung  für  die  momentane  Wertigkeit  der  Kraft  den  Aus- 
drnck 

v  .  c  ™  y  i    wobei    c  =  2 

als  constanter  Wert  der  mittleren  Geschwindigkeit  dem  Drucke  oder 
der  wirksamen  Spannung  zwischen  Wirkung  und  Gegenwirkung  ent- 

spricht.    Den  Ausdruck  k)  hat  man,  mit  Bezug  auf  die  Massenein- 

heit,  als  die  lebendige  Kraft  bezeichnet.  Zu  diesem  Ausdrucke  ge- 
langt mau  auch  durch  die  folgende  Betrachtung. 

Die  Beschleunigung  g,  welche  durch  die  am  Ende  der  ersten 
Sccunde  der  freien  Fallbewegung  eines  pomierablen  Moleküls  ent- 
wickelte Geschwindigkeit  gemessen  wird,  ist  in  ihrer  Wirkungsgrösse 
am  Ende  der  zweiten  Secunde  sowol  der  zurückgelegten  Kraftstrecke 

=  ig  =  s 

als  auch  der  relativen  Endgeschwindigkeit 

v  -  2g 

proportional.  Beide  Wirkungsfactoren  sind  gleich,  so  dass  ein  re- 
latives Maximum  der  Wirkung  vorhanden  ist.  Die  momentane 
Wirkungsgrösse  selbst  ist  aber  durch  das  Product 

.?  .  v  «=  w2 

zu  messen.  Reducirt  man  diese  in  zwei  Zeitintervallen  zustande  ge- 
kommenen Wirkungsgrösse  auf  das  erste  Zeitintervall,  so  ergiebt 

»»» 

sich  wieder  der  für  die  lebendige  Kraft  geltende  Ausdruck  -. 


Digitized  by  Google 


208 


Schwor tze;  Dynamische  Betrachtungen. 


Indem  man  nun  mit  Bezug  auf  die  vorher  aufgestellte  Glcichuug 

1 


die  Raum-  oder  Kraftstrecke  r  als  Mass  des  Zeitverlaufs  ansiebt  und 
r  der  Zeit  t  proportional  setzt,  erhält  man 


</  =  j„    und   also    ig  —  * 


Es  entspricht  aber  der  Quotient   -  der  sogenannten  Winkelgeschwin- 

t 

digkeit  und  \  der  Winkelbeschleunigung.    Diese  Begriffe  gelten  auch 

für  die  relativ  unendliche  Strecke  «,  für  welche  die  kreisende  Be- 
wegung zwischen  beliebigen  Grenzen  als  geradlinig  gelten  kann. 
Demnach  haben  die  Ausdrücke 


/-      1  »"  1 

YS  —  -    und   g  -  2  -  f< 


ganz  allgemeine  Bedeutung,  iudem  man  bei  jedem  Vorgange  der 
Krafteutfaltung  in  der  Hauptsache  nur  zwei  Zeitintervallo  zu  unter- 
scheiden hat,  nämlich  das  Zeitintervall  der  variabeln  oder  dynami- 
schen Wirkung  und  das  Zeitintervall  der  als  Ruhezustand  oder  als 
Geschwindigkeit  auftretenden  stationären  oder  constanten  Wirkung, 
wie  dies  schon  von  Hamilton  durch  Aufstellung  des  Princips  der 
variabeln  und  der  stationären  Action  angedeutet  worden  ist. 

Mit  Bezug  auf  die  mittlere  Geschwindigkeit 

v 

ergiebt  sich  als  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft 


Mit  Bezug  auf  das  von  Lagrange  an  dio  Stelle  des  Princips  des 
Maximums   und  Minimums    gesetzten  Princips    der  grössten  und 

kleinsten  lebendigen  Kraft  ist  •    als  das  Symbol  der  grössten  und 

4  als  das  Symbol  der  kleiusten  lebendigen  Kraft  anzusehen,  welche 

letztere  im  stationären  oder  statischen  ; Zustande  in  Betracht  zu 
zieheu  ist. 
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Die  im  4.  Hefte  des  Jahrganges  1897  dieses  Archivs  entwickelte 
allgemeine  Gleichung  der  Dynamik: 

2  2   ™  Hl  R°  cotan«  *  C08  » 

geht  bei  Gleichheit  der  die  Gleichungen 
IL* 

2    =  V  +  r^  +  ^^cos«  (1) 

IL* 

-  -  «  »,«-{- cos«   (2) 

bildenden  Elementarkräfte  w,  und      in  die  Form  über 
R,u  Ä,2 

2  -  .]  -  T^cotang*   (3) 

indem  durch  die  Gleichung 

2r,  t\,sina 

COS  <B  —  -;        „■-—*—   ,  

y\v*  -f-  r,*)*  +  4  ox*  vf  eos'a 

bestimmte  sogenannte  Cempensationswinkel  gleich  eins  wird.  Es 
entspricht  aber  der  Winkel  <p  dem  Complement  des  kleinsten  Win- 
kels y,  welchen  die  Resultanten  Rt  und  Rt  mit  einander  ein- 
schliessen,  wie  in  dem  früher  veröffentlichten  Artikel  nachgewiesen 
worden  ist 

Addirt  man  in  Gleichung  (3)  beiderseits        so  ergiebt  sich: 
R  2      R  * 

2  +  2  "  Äs*  +  ÄiÄsC«tang« 

oder  auch 

4  +  4  -  2  +    2  cotaug« 
Diese  Gleichung  entspricht  einer  Kreislinie,  deren  Durchmesser 

D  -  |/f7? 

ist,  wie  aus  Fig.  1  auf  Tafel  III.  ersichtlich  ist,  worin  m  der  in  der 
Kreislinie  liegende  Durchschuittspunkt  der  Resultanten 

ac      Ä,    und    bd  =  Äs 

ist-,  die  den  Seiten  des  Parallelogramms  abcd  entsprechenden  Ele- 
mentarkräfte  sind  hierbei  gleich.  Der  Winkel  dab  ist  gleich  a  ge- 
setzt und  ist  stets  kleiner  als  90°,  indem  der  rechte  Winkel  seinen 
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Grenzwert  bildet,  so  dass  bei  Ueberschreitung  dieses  Grenzwertes 
der  diametral  liegende  Winkel  in  Betracht  kommt.  In  der  Figur 
ist  also 

R*  .  Ii* 

a  m  =  -g     und     /•  >«  «-  jj 

so  dass  die  Gleichung  gilt: 

O»--^  +    2  cotaug« 

und 

7         4  -r  4 
einer  c  (instanten  Summe  entspricht. 

Wird  11^  unendlich  klein,  so  ist  Ii2  =  0  und  anstatt  das 
Differential  ilRt  zu  setzen.    Der  Winkel  «  nähert  sich  dabei  dem 

Grenzwerte  null,  so  dass  cotg«  in  Ja  übergeht.   Es  besteht  dem- 
nach die  Gleichung: 

4   ~  °  ~  2  da 

Für 

r,  «=  t?2  =  »   und   cos  a  =  1 
folgt  aus  Gleichung  (1) 

1  =  r2     und      1  —  v 

Aus  Gleichung  (2)  folgt  für 

IL*  =-  2  p1  (1  —  cos  er)  —  4  »*  sin2  * 

demnach  ist  für  den  der  Grenze  null  sich  nähernden  Winkel  a  zu 
setzen 

dJi* 

2,/«  =  " 

Man  erhält  also  die  identische  Gleichung : 

»*  —  ü  .  V 

Aus  der  Figur  folgt,  dass  bei  der  kreisenden  Bewegung  die 
Punkte  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  diametral  zu  einander  in 
der  Kreisbahn  liegen  und  dass  also,  wenn  der  eine  Wirkungspunkt 
sich  im  Maximum  seiner  Geschwindigkeitsentfaltung  befindet,  der 
diametrale   Gegeupunkt    in   das    entsprechende  Minimum  einge- 
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treteu  und  also  relativ  in  Ruhe  ist.  Es  folgt  daraus  aber  auch,  dass 
das  Kraftcentrum  oder  der  Massenmittelpunkt  des  kreisenden  Sy- 
stems ao  der  kreisenden  Bewegaug  teilnimmt,  indem  das  ganze 
System  um  Momentauacbsen  rotirt.  In  der  Tat  entspricht  diese  An- 
schauung dem  bekannten  Satze,  dass  unter  der  Einwirkuug  äusserer 
Kräfte  sich  alles  so  verhält,  als  wenn  alle  Massen  und  Kräfte  in  diesem 
Punkte  vereinigt  wären  und  das  System  im  übrigen  nicht  existirte. 

Wird  nun  mit  Bezug  auf  die  vom  Massenmittelpunkte  durch- 
laufene Kreisbahn,  dcreu  Radius  der  specifischen  Einheit  der  radi- 
calen  Kraftstrecke  entspricht,  die  Tangentialgeschwindigkeit  unter 
der  Bezeichnung  „Winkelgeschwindigkeit"  gleich  w ,  so  ist  natürlich 
die  Geschwindigkeit  der  kreisenden  Bewegung,  die  hier  als  Wellen- 
bewegung charakterisirt  ist,  in  der  Entfernung  r  von  dem  geome- 
trischen Drehungsceutrum  durch 

rw  ="  v 

gegeben.  Es  muss  daher  das  physische  Drehungscentrum,  welches 
den  momentanen  Drehachsen  entspricht  und  sich  selbst  in  kreisen 
der,  oder  im  allgemeinen  in  schwingender  Bewegung  befindet,  vom 
geometrischen  Drebungscentrum  unterschieden  werden.  Hierauf  be- 
gründet sich  die  Erklärung  der  Präcession  und  Nulation  frei  roti- 
render  Körper. 

Zerlegt  man  also  v  in  seine  beiden  Factoren  w  und  r  und  zieht 
man  den  Drehungsradius  r,  sowie  die  Winkelbeschleunigung  w*  in 
Betracht,  so  kann  man  die  Grösse  t>*.  welche  als  Potential  zu  be- 
zeichnen ist,  in  die  Factoren  r  und  tt?*r  zerlegen,  wobei 

ic*r  «=  p 

als  Ceutripetal-  oder  Ontrifugalbeschleuuigung  bezeichnet  wird. 
Man  erhält  also  die  gewöhnliche  jöleichung  der  kreisenden  Bewegung 
in  der  Form 

v*  =•  pr 

Ii  * 

wobei  rs  der  kleinsten  lebendigen  Kraft   ^  entspricht. 
Wird  in  diese  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit 

■ 

V 

r 

eingeführt,  so  ergiebt  sich: 

-Vi  ' 
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:  .Iii   i'  J, 

oder,  da  w  —  f  zu  setzen  ist,  uad  wenn  ^  —  g  gesetzt  wird  : 

- 

l/r 

r  <7 

Hierdurch  wird  die  Zeit  für  kleine  isochrone  Pendelschwingungen 
zum  Ausdruck  gebracht. 

Das  Gesetz  der  auf  Wirkung  und  Gegenwirkung  beruhenden  Zu- 
sammensetzung der  Kräfte  lässt  sich  in  eiufacher  Weise  aus  dem 
Ausdrucke  der  Contralkraft  ableiton. 

Der  dreidimensionale  Raum  wird  durch  drei  auf  einander  senk- 
rechte Ebenen  in  acht  Würfelecken  bzhw.  in  acht  gleich  grosse 
Würfel  eingeteilt,  deren  Kante  als  lineare  Kraftstrecke  durch  v  be- 
zeichnet sein  mag.  Die  Gesamtwirkuug  des  Kraftfeldes  wird  daher 
durch  das  Symbol  fcr5  ausgedrückt.  Wird  das  ganze  Kraftfeld  als 
Würfel  gedacht  und  seine  Wirkungskreise  auf  die  sechs  Würfelseiten 
verteilt,  so  eutfUllt  auf  eine  Würfelseite  und  also  auf  jede  der  sechs^ 
Rauinrichtungen  (Zcnith,  Nodir,  Osten,  Westen,  Süden,  Norden)  die 
Wirkungsgrösse 

Differentiirt  man  diesen  Ausdruck,  so  erhält  man: 

<2(y«)  -  4v*  dv 

Es  ist  aber 

do  =  d# 

und  es  entspricht  dv  dem  Begriffe  der  Beschleunigung,  also  einer 
von  uull  bis  zur  speeiüsehen  Einheit  anwachsenden  Grösse,  so  dass 
also  dv  im  positiven  Sinne  durch  die  Wiukelfunctiou  des  Cosinus, 
im  negativen  Sinne  durch  die  Winkelf  e  netion  des  Sinus  ausgedrückt 
werden  kann,  wobei  diese  Functionen  als  gegenseitige  Differentiale 
zur  Geltuug  kommen,  indem  der  Cosinus  dem  Wachstum  (bzhw. 
der  Beschleunigung)  des  Sinus  uud  der  Sinus  dem  Wachstum  (bzhw. 
der  Beschleunigung)  des  Cosinus  entspricht. 

Wir  setzen  demnach: 

4V|lcos2^  -  Rf   und   4Vsin«2  =  V 

sodass 

Äi2  —  -hcoso)   and   Rf  —  2t>"(l  —  cos«) 

woraus  sich  die  schon  früher  aufgestellten  Gleichungen  der  Elemcntar- 
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kräfte  mit  Bezug  auf  die  verschiedene  Grösse  der  sich  zusammen- 
setzenden Kraftgrösseu  ergeben. 

Berücksichtigt  man  die  von  Lagrange  aufgestellte  Grundgleichung 
der  Statik: 

Px    dPl  -f  P%  .dp%  +  .  .  .  +  PH   dpn  =  0 

so  ist  klar,  dass  dieselbe  sich  auf  zwei  Glieder  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  reduciren  lässt,  so  dass  man  setzen  kann: 

P .  dp  -  Q  .  dq  =  0 

Diese  Gleichung  erhält  eine  dynamische  Bedeutung,  wenn  anstatt 
null  eine  endliche  Grösse  gesetzt  wird,  indem  man  schreibt: 

P .  dp  -  Q  .  dq  =>  U 

i:  ►        ••  "•»;',  >.:J   -i        r-  \    ll/h'Hlf«  !    '»  in  H 
Mit  Bezug  auf  die  obigen  Entwickeluugeu  können  aber  die  Be- 
ziehungen angenommen  werden: 

P  .dp  =  R*    und    Q  .  dq  =  R? 

woraus  unter  der  Berücksichtigung  der  Crleichun^ej}  (1)  und  (2)  folgt 

R*  -  11?  =  cosa 

Hieraus  ergiebt  sieb  aber,  dass  an  Stelle  der  von  Lagrange  auf- 
gestellten allgemeiuen  Grundgleichung  die  vorhin  aus  dem  Begriffe 
der  Centraikraft  bzhw.  der  virtuellen  Momente  entwickelte  Gleietoug: 

r:1 

o  J   "°  Äi  cotangacosg) 

■  » 

gesetzt  werden  kann,  welche  man  in  ihrer  Zusammensetzung  der  Form 
der  berühmten  Maxwell'schen  Gleichungen  über  die  maguet-clektri- 
sche  Wellentheorie  zu  Grunde  gelegt  hat. 


•  •  • 
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XXII. 

Einige  Bemerkungen  zur  Lagrange'schen 
Interpol  ations  form  el . 

■ 

Von 

Wladimir  Lewicky  in  Tamopol. 


1.  Wie  bekannt,  gebraucht  man  jene  Formel  nur  eine  rationale 
Function  nten  Grades  y  —  /(*),  die  den  Werten 

X  —  «j      y8  .   .   .  -rM+i 

zugeordnete  Functionswerto 

y  =  y\  y*  y»  ■  •  •  y*+i 
annehmen  soll,  zu  bilden. 

Hat  nämlich  jene  Function  die  Gestalt 

y  —  Oo-f  a,x4-a,x»  +  .   .   .  -f  <i* x»  =  f\x)  1) 
80  soll  eine  Reihe  folgender  Gleichungen  stattfinden: 

y»  =  ao+«i        V  + .  •  •  + 

Fasst  man  diese  (n-f  2)  Gleichungen  (Gleichung  1  mitgerech- 
net) als  linear  in  den  Unbekauuten  —  1,  auf,  so  wird 
die  Determinante  dieses  Gleicbungssystemes : 
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y 

l 

X 

•  as" 

y\ 

i 

.  .  aBj" 

y* 

• 

« 

l 

• 
• 

Pf, 

• 

* 
• 

•  •  x2* 

• 
• 

—  0 

■ 

y»+i 

* 

l 

• 

xn+l 

• 

• 

Ordnen  wir  dieselbe  nach  der  ersten  Colonne,  so  bekommen  wir 
folgende  Function: 

•   •   •  fM  +  l)(a,ä— ar3)  •   •   •  (**—»•»» fl  .   .  . 

.   .   .  (xn—x»-\-i)  — 

— y,(x— a-2)(x— x3)  .  .  .  (x— xn+i  .  .  .  (x2— a-w+i  -f  .  .  •  =  0 

oder  auch 

="5?      (*—**)(*   *s)  ♦   •  (*— r9-i)(x— Xg-|l)  .   .  (x— xu-\) 
*  ~~ v=l  (afp— ar,)Ur—  xs)  .   .  (u>- u-r-i)(a-r—  xr.fi)  .   .  (x* -x^i/* 

Es  ist  eben  eine  Lagrange'schc  Interpolationsformel  *). 

Diese  Formel  eutspricht  don  Forderungen,  und  da  sie  auf  (n-j-1) 
Stellen  dieselben  Werte  annimmt,  wie  die  Functiou  1),  so  sind  nach 
der  Functionenlehrc  die  beiden  Functionen  identisch. 

Die  zu  y  angehörige  Unterdeterminante  d.  i. 


1  x, 

1  X, 


X/ 


1     Xn\l     Xh  +  I5 


Xn  \  l" 


=-  0 


so  lange  die  Wurzeln  einfach  sind.  Die  genannte  Formel  hat  nur 
für  solche  Wurzeln  die  Bedoutuug  und  nur  für  solchen  Fall  gelten 
unsere  weiteren  Betrachtungen. 

Indem  wir  die  identische  Relation  2)  nach  den  Potenzen  der 
Variablon  ordneu,  so  bekommen  wir  durch  Vergleich  mit  der 
Gleichung  1)  die  Ausdrücke  für  die  Cocfticieuten     at .  .  .  aM.  Das 


l)  Vgl   O.  Biermnnn,  Theorie  der  nnnlytUchcn  Functionen  S.  91. 
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aber  kann  man  vermeiden,  indem  man  die  Determinante  ^  nach  der 
ersten  Zeile  ordnet:  da  bekommt  man: 


y» 


y» 


i 


.    .    .  X,M 


y«fi 

yi 
ys 


1     *n+l*    .    .    .  Xu+\ 


1  X, 


»i-i 


±<r* 


=  0 


3) 


y«4i      1   xw+1  .  .  .  xM|i«+i 

als  dritte  Gestalt  der  Function  y  =  ,(*)  wten  Grades.  Es  ist  er- 
sichtlich,  dass  jeder  Coefficient 


Ar 


wo  Ar  die  znm  Elemente  f  der  Determinante  4  -  0  angehörte 
Unterdeterminante  darstellt. 

2  Die  Form  3)  gibt  uns  zugleich  die  Möglichkeit  zo  erkennen, 
ob  und  wann  die  Function  nten  GradeB,  dio  den  Werten 

xl  x3  •    •    •  *n  +  l 

untergeordnete  Functionswerte 

V\  y«  •  •  •  yn+i 
annehmen  soll,  zu  bilden  möglich  ist 
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Das  soll  der  Stoff  unserer  Betrachtungen  werden. 

Nehmen  wir  znerst  den  Fall,  dass  die  Werte  (yt  y2  .  .  .  yn\  i) 
mit  den  Werten  (xx  x2  .  .  .  xH+i)  durch  die  Relationen 

y,  -  ar„       (v  =  1,  2,  .  .  n+l) 

verbunden  sind. 

In  dem  Falle  erhellt  aus  der  Form  3),  dass  eine  solche  Func- 
tion die  Gestalt 

y  —  x  0 

hat,  denn  alle  Unterdctcruiinanten ,  die  in  jener  Form  vorkommen, 
verschwinden,  die  zu  x  angehörige  Unterdeterminante  ausgenommen, 
welche  den  Wert  -  A0  annimmt. 

Es  ist  aber  keine  Function  n  ten  Grades.  Wir  sehen  also,  „dass 
eine  Function  nten  Grades,   die  an  den  (n-f-1)  Stellen  sr,  ar,  .  .  . 
Werte  annimmt,  nicht  existirt.4- 

Dasselbe  bleibt  auch  im  Falle 

yv  —  axv 

wo  a  eine  beliebige  Constante  ist  (für  alle  v  —  1,  9,  .  .  .  n-\-l 
dieselbe). 

3.  Wir  betrachten  nun  einen  allgemeineren  Fall,  wo  die  Func- 
tionswerte  yv  mit  den  Werten  xv  durch  folgende  Gleichungen  ver- 
bunden sind: 

.v,-f«iV.  +«f*tAt+<V**'  +  ■  •  -  +  —  o 

yHfi-f-ff^Hfi;. --f  «3xnfi;»  •)-...  +  «crM+i;»  —  0 
Wir  nehmen  dabei  an,  dass 

> 

< 

aber  jedes  U  <  n.  Was  p  anbelangt,  so  unterscheiden  wir  drei 
Fälle: 

9  <  » 
p  =  n 
0  >  n 
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a)  Nehmen  wir  au  den  ersten  Fall,  dass  q  <m;  wir  haben 
nun  Gloichuugen,  die  in  Bezug  auf  (y-f  1)  Unbekannte  1, 

<*,  .  .  .  aQ  linear  sind.  So  sind  —  wie  iu  der  Theorie  der  Glei- 
chungen bekannt  ist  —  (n  —  q)  Gleichungeu  überflüssig,  und  es 
existiren  Systeme,  die  den  Gleichnugen  4)  genugtun. 

Lassen  wir  (»  —  q)  Endsgleichungen  4)  beiseite,  so  bloiben  uns 
folgende  Gleichungen: 

+  «!     • -f  ««V*  +  •  •  •  «exi  Q  fJ 


Da  es  ein  System  von  gleichzeitigen  Gleichungen  ist,  so  muss 
die  Determinante: 


=  ü  sein. 


Der  Grösse  p  entsprechend  bekommen  wir  eine  gewisse  Anzahl 
solcher  Determinanten,  da  wir  im  Gleichungssyteme  4)  (m  —  g)  Glei- 
chungen in  beliebiger  Weise  beiseite  lassen  können. 

Wir  haben  zwar  <x"-c  Systeme  (la,a2  .  .  .  o()),  diese  sind  je- 
doch so  zu  wählen,  um  die  Bedingungen  Dv  zu  orfüllou. 

Trachten  wir  nuu  eine  Function  » teu  Grades  zu  bilden,  die  au 
den  Stellen  rv  die  durch  Gleichungssystem  4)  bestimmteu  Werte  yv 
annehme. 

Die  Determinante  As  bleibt  unverändert ,  da  sie  von  y  unab- 
hängig ist,  jede  andere  Determinante 


AK  ~ 


.  x, 
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wird  infolge  der  Gleichungen  4)  zur  Summe  der  Determinanten,  die 
aber  alle  zu  null  werden,  da  in  ihnen  je  zwei  Colonnen  identisch 
sind  (weil  *5  lt  .  .  .  Z.n)\  es  bleibt  nur  die  Determinante 

1  .  .  .  rtx*=l 

1  .  .  . 


.  *8A 


1A 


■rH=\    x„fi  ...  ^„o-i1 

Es  ist  aber  evident,  dass: 

D,  -  {-  D*atA0 

ist;  unsere  Function  gewinnt  also  (nach  Abkürzung  durch  Ab)  diu 
Form 

y-\-al  x;«  -f- «s**«  -f-  •  •  .-}-«(>  r?»  *■  ö 

es  ist  aber  keine  Function  nten  Grades.  „Es  existirt  also  keine 
„Function  nten  Grades,  die  an  den  Stellen  xv  die  durch  Gleichungs- 
„system  4)  bestimmten  Werte  y0  im  Falle  g  <  n  annehme." 

b)    Betrachten  wir  nun  den  zweiten  Fall,  d.  i.  g  ■=  ». 

In  dem  Falle  gibt  es  uur  ein  System 


(1 


ffc) 


der  Gleichungen  4).    Für  dieses  System  gilt  die  Relation: 


x,;»  .  .  .  rx* 
x£i  .   .  .  x8; 


IV  — 


=  0 


Wie  obeu,  muss  auch  hier  die  Function  dio  Gestalt 

y-f-ffi  **»-f-«s**«  +  •  •  •  +ffNxA»  ■*  0 

annehmen,  es  existirt  also  auch  in  dem  Falle  keine  Function 
n  ten  Grades. 

c)  Es  bleibt  noch  der  g  >  w.  Diesen  Fall  kanu  man  aber  auf 
den  früheren  Fall  zurückführen,  so  lange  A«  <  n.  Denn  in  dem 
Falle  gibt  es  der  Exponenten 
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A2  .  .  .  k(> 

q  \  diese  Zahlen  sind  kleiner  als  «,  sie  müssen  also  in  eiuer  gewissen 

Reihe  die  Zähler   

12  3.  .  .  «  — l 

darstellen.  Da  nun  q  >  n,  so  müssen  einigo  l  paar  mal  vorkommen, 
jedenfalls  aber  lässt  sich  yv  auf  die  Form : 


n 


zurückführen,  d.  h.  dass  auch  in  dem  Falle  die  Function  nten  Gra- 
des mit  (»4-1)  gegebenen  Werten  nicht  existirt. 

4.  Es  handelt  sich  nun  um  eine  nähere  Bestimmung  der  Be- 
dingung, dass  für  das  Gleichungsystcm  4)  eine  Function  nten  Grades 
mit  (n-j-1)  vorher  gegebenen  Werten  nicht  existirt. 

Die  Gleichungen  4)  haben  nur  dann  endliche  Auflösungen  in 
(1  «i  «j  .  •  ■  <*(>),  wenn  die  Determinantenwerte 

y,       x^i         .  .  .  x/Q 


W 


0       y  <  n  h) 


i 


Solcher  Determinanten  gibt  es  mehr  oder  weniger  je  nach  dem  Werte 
p.    Diese  Determinante  zeigt  uns,  dass  die  Werte  yT  mit  jenen  von 

sT  (v  ■»  1,  .  .  .  in  einer  Beziehung  stehen,  uud  alle  Deter- 

minanten deuten  auf  eine  Beziehung  zwischen  den  Grössen  yv  und 

XF  (V  =  1,  .    .    .  «  + 

Dio  Existenz  der  Gleichungen  W  —  0  bildet  eine  notwendige 
Bedingung  für  den  Fall,  wenn  die  Function  nten  Grades  mit  (n-f-1) 
vorher  gegebenen  Werten  nicht  exiatiren  darf;  denn  wären  alle, 
W  =•  0,  dann  wären  alle 

Pf j  "  cfs  =  .   .   .  «=■  c(q  =  0 

oder 

¥t  ^  Vt  0,    d.  h. 

y  -  f(x)  ~  0 

ein  Fall,  den  wir  vornhincin  ausschlicsseu. 
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Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend,  denu  nur  indem 
W  =  0  ist: 

+  •  •  •  +  ■=  0 

d.  i.  die  Function  f{x)  nten  Grades  kann  nicht  gebildet  werden. 


Wir  haben  oben  gesagt,  solcher  Bedingungen  W  —  0  gibt  es 
mehr,  je  nach  dem  Werte  von  (». 

Wenn  wir  aber  nun  eine  einzige  von  diesen  Bedingungen  in  Be- 
tracht ziehen,  so  gehören  zu  derselben  unendlich  viele  Systeme: 


(1  »1  «s  •   •   -  <*q) 
die  die  Auflösung  der  (p-fl)  Gleichungen  bilden,  da  auch 

(C    (V,    Ca»  .  .  .  CoX) 


6) 


wo  C  eine  beliebige  Grösse  ist,  ein  System  ist.  Doch  löst  dieses 
System  6)  auch  alle  Gleichungen  4)  auf,  und  für  ein  solches  Sy- 
stem gibt  es  keine  Function  ?<ten  Grades.  Es  reicht  also  eine 
einzige  Bedingung  W  —  0,  und  zwar  am  besten: 


Vi 


2 


M*  - 


0 


vollkommen  aus. 


,Wenn  also  zwischen  (t>-}-1)  Werten  tv  und  (p-f-1)  Werten  yv 
„die  Relation  W  =  0  stattfindet,  so  müssen  auch  eo  ipso  die  Rela- 
tionen zwischen  allen  (»i-f  1)  Werten  **  und  allen  (n  +  l)  Werten 
vorkommen",  und  die  Lagrangu'sche  Interpolationsformel  redu- 
cirt  sich  auf  eine  Functiou  niederen  Grades. 

6.  Nehmen  wir  jetzt  den  Fall  an,  dass  in  den  Gleichungen  4) 
wenigstens  einige  A»  gleich  n  s"ind. 

Es  ist  dann  ersichtlich,  dass  die  Interpolationsformel  die  Ge- 

yt0y-}-^oxffi  "f  A0z*a9  -f-  .  .  .  -f-  A0  tfi  «,»  —  0 
y-f-  er,  x  -f-  •  •  •  +  —  0 


stalt: 
oder: 


annehmen  werde,  dass  also  in  dem  Falle  eine  Function  nten 
Grades  mit  (n-j-1)  vorher  gegebenen  Werten  existirt. 
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Wären  X,  >  n,  so  roducireu  sich  die  zu  x*  angehörigen  Deter- 
minanten auf  An  nicht,  sondern  lassen  sich  durch  Summen  von 
mehreren  Determinanten  vertreten,  und  die  Lagrange'sche  Formel 
bekommt  eine  volle  Bedeutung. 

6.  Kehren  wir  nun  zu  den  Gleichungen  4)  zurück,  doch  nehmen 
wir  an,  dass  in  allen  Gloichuugen  die  Coefticienteu  verschieden  sind ; 
dann  haben  wir: 

y»  -f-  er*,  */'  -f-  er«  xx*  -j-  ai3x^»  -\-  •   •  •  -f-  «2<> ?  =  0 
wobei 

/■    <  »,      «S<    ^  «I« 

Dann  ist  die  Determinante: 


3/i 


.  .  .  x/e 


-  0 


9u  \  i    r»f  i'  '  .  .  .  x,,+\h' 

d.  h.,  dass  zwischen  den  Werten  yv  und  a>  (v  =  1,  2,  .  .  .  «-f-  1) 
eine  Relation  ohne  ein  freies  Glied  nicht  .besteht.  Für  ein  solches 
System  yT  und  xv  existirt  immer  eine  Function  nten  Grades  mit 
(n-f-1)  angegebenen  Werten. 

• 

Nehmen  wir  statt  (y,  y2  .  .  .  y„+i)  die  Werte:  (Cyt  Cyt  .  .  . 
Cyn+i)»  so  übergeht  die  Function  f(x)  auf  eine  Function  (?/(«),  wir 
können  also  sagen,  dass  zu  allen  den  Werten  y]  yt  .  .  .  yTi+i ,  die 
aus  dem  System   (y,  ya  .  .  das   wir  ein  fundamen- 

tales System  beneunen,  auf  Grund  der  Gleichungen 

yv  =»  Cyv 

entstehen,  eine  und  dieselbe  Lagrange'sche  Formel  besteht. 

Für  eineu  anderen  Wert  der  Constante  C  haben  wir  eiuo  andere 
Formel.    Dasselbe  bleibt  auch  im  Falle: 


yv  -  Fpfa) 
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7.    Betrachten  wir  noch  den  Fall: 

*i  —  cn?/i+ris.v24-  •  •  •  +  ci.»fiy»ti 

Dio  Lagrange'scho  Formel  hat  nun  die  Gestalt: 


y* 


•  Fl 


8) 


1 


9i 


1  X* 

1t 


.     .    .  X« 


+ 


-  0 


oder  auf  Grund  der  Gleichungen  8),  wenn  wir  jede  Determinante  in 
eine  Summe  der  Determinanten  verwandeln: 


y 

^0 


11 


*1 


*1 


4 


*it 


•   •   •  st^Q 
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Lewiclcy:  Einige  Bemerkungen  etc. 


cu  1    *,*     .   .  .x^ 


oder: 


+  yn\- l/(ci,„+l,    C2,,,+l,  .   .   .  c*+i.«M) 

„Um  also  aus  der  Lagrange'schen  Formel  für  das  F*mdamental- 
„system  eine  Formel  für  ein  aus  demselben  linear  gebilligtes  System 
zu  bekommen ,  reicht  es  aus  in  der  gegebenen  Formel  für  das  fun- 
damentale System  der  Reihe  nach  die  Systeme: 

C\X  c%\       '    '    ■  Ol  i  1.2 

elt       cts     ...  o,+u 
Cl*f]    C2,u\  I,  ... 

„einzuführen,  die  so  veränderten  Formeln  der  Reihe  nach  mit 
«yi  Vt  •  -  -        zu  multipliciren  und  zu  addiren." 

Dann  bekommt  die  Lagrauge'sche  Interpolatioosformel  folgende 
Gestalt: 

^-l  *  fl    (g  -gjKg— r8)...(ac  —  gr-i)(x— gp+i)  ..(*—  a-„f  i) 
*  ,=l  (ar»-ar,)(ar,-x8)...(x,-a-r-i)(x,-*r+lM«»-jr«+i)  ''''^ 
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XXIV. 

Die  Bestimmung  der  Anzal  der  unter  einer 
gegebenen  Grenze  liegenden  Primzalen. 

Von 

Franz  Rogel. 


Im  „Archiv  d  Math.  u.  Pbys.",  2.  Reihe.  T.  VII.  1889.  pag.381 
wurde  vom  Verfasser  für  die  Anzal  %n  der  Primzalen 

Pi  —  Ii  Pt  -  *t  ■  •  • 

welche  nicht  grösser  als  eine  gegebene  Zal  sind,  folgender  Ausdruck 
gefunden: 

Hm  =  I  m  j  Ä(l-A)  -f-«  -1;    jß  <  Vm  <  p„  + 1  1) 

Die  Auswertung  dieses  Productes  hat  in  der  Weise  zu  erfolgen, 
dass  für  jeden  Bruch  nur  die  grösste  in  demselben  enthaltene  ganze 
Zal  zu  nehmen  ist.  Diese  Formel  ist  einer  weitern  Entwicklung 
fähig;  der  Zweck  derselben  ist,  durch  Verminderung  der  Factoren- 

anzal  n — 1  in  J7  die  Rechnung  zu  vereinfachen.    Durch  die  Re- 

ducirung  dieser  Anzal  auf  ein  Minimum  und  womöglich  durch  Eli- 
minirung  des  Productes  |  m  |  77  soll  ein  recursiver  Ausdruck  für 
2t  m  geschaffen  werden ,  welcher  Aufschluss  über  die  Beziehungen 
verschiedener  Sl  geben  wird. 

Archiv  d.  Hafk.  u.  Fhy«.  2.  Reihe.   T.  XVII.  1 6 

( 

/ 
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1. 

Vor  Allem  muss  bemerkt  werden,  dass  die  nämlichen  Schlüsse, 
welche  zur  Formel  l)  führten,  es  erlauben,  deu  Ausscheidungsprocess 
aller  Primzalen  <  als  die  gegebene  Zal  bis  zur  letzten  pert  fort- 
zusetzen, wodurch  die  Grenzen  von  77  erweitert  werden.  Es  ist 
offenbar 

«._,.!  Ä(l- );)+— 1  -  |  ,  (l-i) 

«f«*/  i  \  ff  /  1  \ 

=  |J|n(i_J+»+v-i.  . 

+  «,-1; 

vZi%n-n  .   .  .   .  1', 

denn  die  grösste  Primzal  ist  unmitfelbar  per,.  Durch  Gleich- 
setzung des  ursprünglichen  mit  dem  letzten  Ausdruck  für  9t,  ent- 
steht: 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  obere  Grenze  8«  beliebig  ver- 
grössort  werden  kann,  ohne  den  Wert  von  77  zu  verändern:  Facto- 

ren   1—  — ,  welche  Primzahlen  entsprechen,  die  grösser  als  z  sind, 
Pr 

können  ja  selbstverständlich  keinen  Einfluss  haben,  da 

-  0 


z 

Pr 


wenn  pr^>  z  ist.  In  ihrer  allgemeinsten  Form  lautet  daher  die 
Gleichung  2) 


Pr 

Nach  dem  leicht  zu  beweisenden  Satze 


«  V      Pr/  st        I  /'« 


77  ....  3) 

s 


der  für  jedes  n^ct,  giltig  ist,  kann  geschrieben  werdon: 
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m  wfl  /       1  \  »       t  a 

«f-,a|  n  i_-)  +  M  =  |c|  u-  — 

2   \        PrJ  *  |/>„fl 
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N 

77  -f  n 

•2 


nun  ist  auch 


81.  =  (;)77-}-n-l 

2 

woraus  folgt: 

Dieser  Satz  gilt  auch  daun  noch,  wenn  die  obere  Grenze 
~>  n  . 

^  Qf  ist;  ein  besonderer  Fall  ist 

?  l1-*}-1  •  •  •  •  •  -  .„.4') 


Durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  3)  ergiebt  sich 

\[p»+\)  C/>«  4  2)  Cvm)  Ch+i  •  ^+2)  (/>«  fi .  j>*  1.1) 
_(.     -'—)  +  (  !  fl&(,-L)_S 


2. 

Um  nun  die  Grenzen  von  77  cinzuongen ,  kann  der  Satz  (3) 
vorteilhaft  beuutzt  werden.   Es  ist 

«,  =  |  z  I  ?7  +n-l  -  (»)  17-  i  Z  T'n+n-l 

•2  ä         I  7>r  |  2 

wobei  abkürzungsweise   H  für  77^1— gesetzt  wurde,  ferner  ist 


91- = 

Ph 


H-l 


-    77  -f-  n  —  2,  weil 

pn  I 


<  <  Pn'  Ii) 


hieraus  folgt: 


2    |  *-l 

77-91  -(n-2) 
7'»  12 


dies  in  %x  gesetzt,  giebt 


I»* 
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Ä,  -|*|    JÜ1-«  - +  „-l-f«-  2 

8  P* 

und  ebenso  durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  (3) 


V,  -  |*|  n-sifL2 -  +  n  -l-|-„_2-f  .  .  .-f  v-1    .  .  .5) 

Die  Zerlegung  von  |  *  |  H  nach  Satz  (3)  kann  übrigens  nur 

dann  mit  Erfolg  fortgesetzt  werden,  so  lange  /»r-i^l/"   ist;  es 

r  pv 

wird  aber  endlich  als  obere  Grenze  eine  Zal  m  hervorgehen,  für 
welche  pm  <  1/  — -  <i»»n  sein  wird,  oder 

p***pm\\  <  *  <Ji3m  +  l 

and  weil  ;>m  <  p»+i  urasomehr: 

Pmi<z<P^  +  l  6 

Dem  entspricht: 

Diese  Formel  lässt  sich  durch  einfache  Substitutionen  in  jene 
überführen,  welche  Meissel  in  den  mathematischen  Annalen  Band  II. 
und  III.  für  die  Anzal  gegeben  hat;  in  derselben  wird  die  Einheit 
nicht  mitgezält  (;>,  =  2  .  .  .  )• 

Die  Ableitungen  mittelst  Ungleichuugen  ist  eine  bei  weitem  um- 
ständlichere; sie  hat  den  weitem  Nachteil,  dass  sie  keine  Handhabe 
zu  wiederholten  Umgestaltungen  derselben  Formel  7)  darbietet. 

Je  grösser  die  gegebene  Zal  *  ist,  desto  vorteilhafter  wird  die 
Anwendung  obiger  Formel,  weil  mit  wachsendem  z  auch  der  Unter- 
schied zwischen  m  und  »  zunimmt,  z.  B.  ist  für 

1 

2 

1 

3 

1 
9 
1 
6 


»=1000 

n~  12, 

m=   5,  = 

26, 

1000  X) 

67, 

15, 

10C0C00 

165, 

26, 
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Um  die  Reihe  der  Teiler  />s,  .  .  .  p»  noch  weiter  zu  vermin- 
dern, wird  wieder  der  Satz  (3)  augewendet;  dann  ist 


%  =  i  z  |  n- 


Nun  lässt  sich  auf  das  zweite  Glied  rechter  Hand  sofoit  die 
Formel  5)  anwenden,  weil  stets  m  —  1  <  i»'  ist,  uud 


denn  es  gilt  auch: 


Vn    <  <pU'\l 


Pm  <V*< 


Wenn  in  erstere  Ungleichung  statt  pm  das  grössere  V*  gesetzt  wird 
so  ist 

JM+i  >  VT-  oder 

3 

p,t  +\  >  V*  >  />m 

h'  -f- 1  >  /n    oder    m  —  1  <  m' 
Es  ist  daher  gestattet  zu  schreiben: 


daher  wirklich 


ptn 


3 
Pm 

> 


V-  ZW  —  1- r»'  —  1  -|—  •   •   .+»«2     •   •  -9) 

t  m      P>»  Pr 


Da  n'  _  n  ist ,  so  kann  die  untere  Grenze  von  2  die  obero 
nie  übertreffen.   Aus  9)  folgt: 

Pm  \     S  Pm    r    m      PmP,        \2  /    '    \     2  ) 


dies  in  8)  gesetzt,  giebt 

»l  —  l  N  9 


2  m      />r        „.  />«J>r 


Ist 


+Ö+Gr)-("r1) 


=-ps+«     und  ?<Al_pt 


unter  />,  pt  zwei  aufeinanderfolgende  Primzalen  verstanden,  so  ist 


2'M)  Roijel:  Die  Bestimmung  der  AuttU  der  unter  einer 

weil  pm  <  Vi'J  +  «,  daher  =  j>  ist,  somit  p,t-  <  \fp*  +  ^</>«'+i 
und  /'»'  =  p  —  j>m,    n'  =  m 

Iu  diesem  Falle  besteht  also  die  Summe 

»*  r 
2  -  «  2 

M  J>»» 

nur  aus  eiuem  einzigen  Gliede.  Im  allgemeinen  umfasst  dieselbe 
im  Verhältuiss  zu  z  nur  sehr  wenig  Glieder,  so  ist  z.  B.  für 

z  -  1000000,   m  -  i'6,    n  ~  27  und 

£  -  *  —.. i  +  *  -  - 
Da     <  Pi*  —  P*   und    2  =  ist  z  <  px*p\  wenn  also  p*  <  * 

<  7>,*/>  ist,  so  folgt  immer  m  —  »'. 

Das  symbolische  Product  lässt  sich  noch  weiter  zerfallen  und 

m 

so  behaudelu  wir   |  z  |  TL;  es  entsteht: 

m  —2         m       2         n'         =  m"  - 

«,  -  i  S  |  //  -  £  «    -  ra   r  £91  ■ 

2  m-1    />  m     P»<P>         M-l      />»»    I  /'r 

+G)+G"')+(0-(*T,)-(V)-("»3).-») 

Es  ist  wieder  pm-\  <  /)»,,  somit 

i/7.  >  1/7! 

t    pm   —  F  ;>m-l 

folglich  auch  »"      »«';  ferner  ist  »'  »,    umsomehr   n"  >  m —  1; 

dio  obero  Greuze  iu  £  ist  mithin  grösser  als  die  untere,  daher  die 
Summirung  ausführbar. 

Diese  allmähliche  Verminderung  der  obereu  Grenze  wird  im 
allgemeinen  jedoch  nicht  bis  zum  Verschwinden  derselben,  sondern 

nur  bis  zu  einem  gewissen  Grenzwert  k  getrieben  werden  können. 

I 

Ein  beliebiges  |  u  |  [J  wird  ja  nach  Formel  5)  sich  nur  dann  durch 
ÄM  darstellen  lassen,  wenn 

>  V 
ö     a,  p0  <  y  u  <  p„+i  ist 
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Infolge  des  bisher  befolgten  Vorganges  wird,  weil  der  Teiler  pr  immer 


kleiner,     —  immer  grösser,  während  die  obere  Grenze  fortwährend 

I  Pr  I 

abnimmt.  Für  die  Grenze  k  wird  nach  dem  leicht  zu  erkennenden 
Bildungsgesetz  der  Formel  11)  offenbar: 

2         'r1    ^r  1  p»t-2x\lpr         0      \  «*  / 

-  0 + C  V)  •  •  •  •  12> 

I 

Hierin  eutstand   |  z  |  77  aus 

2 


h|  i7-|»|//-(-  /z 


damit  nun  77  mittelst  der  Formel  5)  durch  *  ausgc- 

drückt  werden  konnte,  muss 

■ 

pk*pk+\  <  z  <  j>4t+i  umsomehr 
/>*  1 14  oder 


/»*  <  V«  <   13) 

seilt,  wodurch  die  Grenze  k  definirt  ist. 


Die  Formel  13  bietet  nun  wieder  analog  wio  bei  5)  das  Mittel 
dar,  das  Gebiet  der  Primzalenteiler  pu  j>3,  .  .  .  weiter  einzu- 
schränken. 


Es  ist 


I  m  i  n  « i * i  //  - 


Pk 


kl 

n 


das  negative  Product  kann  durch         mittelst  einer  der  Formeln, 

Pk 

welche  aus  12)  durch  die  Substitutionen 
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h  =  m  -  1.    m  —  2,  .  .  .  h 
hervorgehen,  ausgedrückt  werden. 

Eine  Repräsentatur  dieses  Systems  bildet: 

X  N  m—x         n(r)  „ 

f,  »  |  z  |  77-  r  £  fl"   —  v  £    r£  ?l 


n-zfcn-ö+c»-1)  »> 


worin  x  alle  Werte  von  m  bis  &  annehmen  kann. 


Die  Bedingung  der  Ausdrückbarkeit  von  i  —      FI   durch  *  — 

i  Pk  I    s  />* 

mit  Hilfe  dieser  Formel  ist  gegeben  durch  die  Ungleichung 

h-l  <  k\  wo 


ist.   Nun  ist 


7>*  <  >  !z  <  ;  ifi  und 

9 

Pk  <Vm 


Hierin  statt  />*  das  grössere  Vr  gesetzt,  folgt 


3 

Vi 


KS 


mithin  j>*  <  Vs  <  /va-  j  i  und  k :  —  1  <  fc*. 

Die  Bediugung  wird  daher  erfüllt.    Statt  m  und  u  die  sich  auf 
^    beziehenden  Grössen  ro,  und  «,.   Ferner  x  =  /j  — 1  gesetzt 
st: 


6 


»I  «  Pt         k       J'»J'r       T     vi         »,—»-(-1  ;).,'-,-|i;>*/>r 

».-»Ii  /,,<»)  \      /,„  \  /*-2\ 

-  »f  (2 ;+(?)-( 3 )  i5> 

feruer 


Digitized  by  Google 


gegebenen  Grenze  liegenden  Primxalen.  233 

3 

V'h  <  |/  "   <  P»V,   Pm,  <  |Aj  <  Pmt+i  ! 

mithin 

*-i         z  *      Z  "f  z 

i,  — |«i  n-»    -r2:a    -r£*i — 

S  7>*       Ifl    7>r  k  P*P>- 

-vi    r    ^     %        Z  r2  » 


I        m=t-|1      />,M-,=i/>-        1  ».,-rfi  Pmt-*+iP*P* 

+-r  (■»")+ ~r  (-n- © -(■?)+(';') 

+ w 

Berücksichtigend,  dass 

Rj  =r  »(«-HD 

ist  die  Summe  des  4  teil  und  5  ton  Gliedes  rechter  Hand 

wi-tfl       nw  z 
«fr  II 

kann  kürzer  geschrieben  werden: 

«]«|  n-r£tLPr  -    vZ      rZ  « 


-  v-s     rZ   9  +vz  (--)+        r  \2  ) 

-©-(?)+ (7) +(V)  16) 

Ebenso  wird  gefunden: 

k-2  ii         m         um-k\2   t«(,)  m 

-  |r|    n-r  2«!      —  VX      rZ  51 


2         *-l      Pr            1      «i-r+1      J»m-r+l  fr 
«--Hl  8  ,...-*+ 2  H(,r    2 

3  _ 


s 
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k  n      2        m— A  »W 

51,  =  |  s  |  27-,  £21  *   -vZ     rZ  21 


t—h  mu  -H-f1  »«(r)  * 


7>*  <  V«  <  jtt+i.  Der  Zeiger  /i  kann  übrigens  alle  Werlo  von 
k  —  l  bis  /*  aunehmeu. 

Mit  Hilfe  der  Formel  12)  lässt  sieh  dieser  Ausdruck  nicht  weiter 
entwickeln,  es  müsste  zu  diesem  Zwecke  die  Formel  18)  selbst  her- 
angezogen werden. 

Ein  Vergleich  der  bisher  gewonneneu  Resultate  dieser,  durch 
die  Grössen  n,  m,  /.-,  ä,  .  .  .  markirten  stufenförmigen  Entwicklung, 
lässt  ein  allgemeines  Iiildungsgcsetz  deutlich  waruchmeu. 

9 

Für  irgend  eine  Stufe  C[pc  <  V»  <  V  l  h  V  eine  ganze  Zal]  ist 

c         n  n — h  ;«('*) 

Bf  =  |*|  II-r  2%*   -  «Z    rZ     31  2   , 

2      e-f-1    pe  1  w-V-f  l  P»-»+l 

fc—  <?  OTU  — A-f-fi  »«(") 

-  h  Z        vZ         Z  % 


•  •+(-^.?-iC-i)+(-l9(^)  19) 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die  Unterschiede  zweier  un- 
mittelbar aufeinander  folgenden  Stufen  mit  fortschreitender  Entwick- 
lung ziemlich  rasch  abnehmen. 

Dieses  Verfahren  tiudet  selbstverständlich  seinen  Abschluss,  so- 
bald die  Stufe  «  =  1  erreicht  wird. 

Im  Folgenden  soll  nun  eine  Methode  gezeigt  werdeu,  welche 
das  vollständige  Erschöpfen  des  Teilergebietes  .  •  .  p»  entbehr- 
lich macht. 

5. 

Die  Gleichung 

G)-C)=(v)  *» 

ist  stets,  aber  auch  nur  dann  richtig,  wenn  der  Rest 
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Sie  ist  unter  allen  Umstäuden  giltig,  wenu  c  durch  b  teilbar  ist. 
Dieser  Satz  kann  sofort  auf  das  Product 

angewendet  werden,  wenn  eine  Zal  c  <a  gefunden  werden  kauu, 
velche  durch 

2,  3  .  .    vi  -  fi 

teilbar  ist.  Ein  wirklicher  Vorteil  für  vorliegende  Zwecke  wird  je- 
doch nur  dann  ei  wachsen,  wenn  die  a  —  c  Differenz  klein  ausfällt. 

Es  kommt  demnach  darauf  an,  die  gegebeue  Zal  s  zwischen  Viel- 
fache der  Primzaleufactoriellen  2  .  3  .      so  einzuschliessen,  dass 

1.2-3.5.  •  .     <  s  < (2-M)2  .  3  .  5  .  •  ■  7*i   A  <  ?'«+ 1 

selbstverständlich  giebt  es  unter  dieser  Bedingung  nur  eine  oiozigo 
factorielle  fu 

Wurde  nur  zur  Bestimmung  vou       die  obere  Greuze  n  von 

M 

|  z  \  FI  bis  auf  i  reducirt,  so  ist 

2 

(unter  q>  die  Anzahl  relativer  Primzalen  <;./*,  verstanden),  davon 
abgezogen,  giebt 

H»-9>UA  —  (ß—M   2i) 

2 

Dass  sich  dieses  Product  ungleich  leichter  bestimmen  lässt,  als 
■ 

I  z  I  IJ  liegt  auf  der  Hand.    Für  alle  Zaleu  von  7—21  und  von 

2 

31—48  ist  die  factorielle  /„  aller  Teiler  von  j>s  bis  pn  kleiner  als 
die  Zaleu  selbst-,  für  Zaleu  >  48  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall. 

Der  Unterschied  zwischen  einem  Primzalenquadrat  pm*  und  der 
entsprechenden  factoricllen  /„  wächst  mit  zuuehmendom  n  ausser- 
ordentlich rasch. 

In  Wertheim's  „Zahlentheorie"  ist  ein  Beispiel  für  z  =  1000 
mittelst  der  Meisserscheu  Formol  ausgerechnet  zu  linden.    Das  Pro- 

5 

duet   1  10  0  |  77  wurde  direct  berechnet-,  es  besteht  aus 
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(J)  +  (*)  +  -  •  •  +  (4)  =  *  -1  =  15  Gliedere. 

Die  Herbeiziehung  voo 

ft  —  2  .  3  .  5  .  7  —  210 
vereinfacht  die  Rechnung. 
Es  ist 

4  .  210  <  1000  <  5  .  210, 

1 10  0  |  J7  —  |  1000  -  4  .  210  1  h  +  192  =  160  //  +  1'2 

2  22 


160  5 

n  I  £1  192  -  38  -5  |-3+  I1H  =  228. 


Je  näher  die  Zal  a  einem  Vielfachen  von  /  liegt,  desto  vorteil- 
hafter gestaltet  sich  die  Benutzung  derselben.  Am  einfachsten  wird 
sich  die  Entwicklung  für  2  —  f  ergeben.  Bei  der  Aufstellung  einer 
Primzalentafel  dürfte  es  sich  empfehlen,  von  diesem  abkürzenden 
Verfahren  behufs  Vcritication  der  Primzaleuzeiger  (»  in  p„)  Gebrauch 
zu  machen. 

Liegt  die  gegebene  Zal  näher  bei  (1  +  1)/;  als  bei  1/,,  so  kann 
der  Umstand  benutzt  werdeu ,  dass  (A+lJÄ  -l)  auf-  irgend  eine 
Combiuatiou  ohue  Wiederholung  c  der  Primzahlen  vou  pt  bis  />,  ge- 
teilt den  größtmöglichen  Rest  c  —  \  giebt.  In  ditsem  Falle  lässt 
sich  die  Formel  20)  anwenden;  es  ist  dann: 

[(1  +  \)f,  -  \}  U  -  |  ,  |  n  -  |  (1  +  DA-1-«  |  h 

Nuu  bezeichnet  allgemein  {  u  \  Fl  die  Anzal  der  Zaleu  ^  u,  welcho 

durch  keine  der  Primzalen  von  pt  bis  /?„  teilbar  sind;  da  aber 
(A  +  l)/'i  offenbar  zu  diesen  Zalen  nicht  gehört,  so  folgt 

|tt+i)*-i|n-l(A+iy#|Ä 

=  (1  +  1)1  .2.4.  .  .  tj*— 1)  und 
|«| n  =  (1+1)2.  4.  .  .(p,-l) 

2 

-Itt-f  i)/;-«~i|n  21) 

2 

Endlich  kann  auch  die  Formel  4)  behufs  Abkürzung  der  Ent- 
wicklung mit  einigem  Vorteil  angewendet  werden,  wenu 
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ist.  Denn  die  kleinste  mittelst  der  Teilerreihe  ps  .  .  .  p»  bestimm- 
bare Anzal  %M  ist  die  für  die  Zal  p„s,  während  die  grösste  />„fi— 1 
ist.  In  beiden  Fällen  ist  nach  Formel  4): 


i  Pn  +  l 

Wenn  daher  in  20*): 


N 

n-i, 

s 


Ph+1 


n-(pN+,-i)n==i ...  22) 

5  8. 


St,  80  folgt 

ind  wenn  in  21) 


si!-j<,-A/,<Plfl-i 


|  z-Xfi  |  77-1 
i 


ist,  folgt  ebenso: 


|  (A  +  l)/(_*_l  |  77-  1 


N  » 

Allgemein,  wurde    |  z  |  77  auf  j  «  |  77  reducirt,  und  ist 

2  2 


<  V«  <  p^f  i,    ferner  g<^i<*« 


so  ist  nach  Formel  1  *) : 


IM* 


=  *.  -  i+ 1. 


Brünn,  13.  Januar  1890. 
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XXV. 

Ein  Kreis  durch  das  Dreieck. 

Von 

Kasimir  Cwojdzinski. 


Wenn  wir  die  Seiten  eiues  Dreiecks  ABC  (Fig  1.)  beliebig 
durch  einen  Kreis  O  schneiden  lassen,  und  von  seinem  Mittelpunkte 
O  die  Lote  OX,  OY  und  OZ  bezüglich  auf  AC,  BC  und  AB  fällen, 
dann  ist  nach  einem  bekannten  Satze 

(Spieker,  Planimetrie,  Abschnitt  XIV;  Uebung  19  und  20) 

1)  AX*  +  CY*  +  BZ*  -  AZ% -\- BY* -\-  CX*  ' 

Wenn  die  Schnittpunkte  des  Kreises  auf  AC:  die  Punkte  D  und 
F,  auf  BC:  G  und  F,  auf  BA :  J  und  //sind,  dann  ist,  da  OX  auf 
AC  Lot  ist, 

DX  —  EX,  obenso 
HZ  =  HJ   und    /;/  =  JG 

Es  ist  also 

t  w      yt  B  -f-  ifl  /)  CF—  CG  BJ  -  HB 

ax        -£ — ;  er-      2  — ;  /*z-  --- 

4ry      A/-f,*//      B„      BG-BF  CD—CE 
AZ=—£  ;    UV-     ^       ;     CA'  =  g— 

Setzen  wir  dio  eben  erhaltenen  Werto  in  Gl.  1)  ein,  lösen  die  Qua- 
drate auf,  und  schaffen  den  Neuner  4  fort,  so  cutsteht 

2)  A  /;*  -f  A  Iß  -f  2  A  E  .  A D  -f  CF*  -f  CG2—  2CF .  CG  -f  BJ* 

+  /;//*    2BJ  .  ////  =  ,1./-*  -f  /t//2-f  /I  ./2/1// 

-f-  BG*  -f  /iF*  -  2  BG  .  /yF-f-  C7>1  -f  CE*  -  2  C7J  .  CE 
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Da  aber  als  Secantenabschnitte 

AD  .  AE  =>  AH .  AJ\  BH  .  BJ  —  BG  .  BF\  CG  .  CF=  CD  .  CE 
so  fallen  ans  Gl.  2)  die  doppelten  Producte  weg  und  es  entsteht 

A  E*  -f  A  D*  +  CF*  4-  CG*  -f  BJ*  -f  BH* 

=  A  H*  +  AJ*  +  BG*  -f  BF*  +  CZ>*  +  <7£a 

d.  h. 

Satz  1.  Wird  ein  Dreieck  von  einem  Kreise  beliebig  getroffen, 
so  sind  die  Suromen  je  sechser  Quadrate  dor  von  den  Ecken  ge- 
messenen in  den  Peripheriepunkten  nicht  anstosscnden  Abschnitte 
der  Seiten  einander  gleich. 

Zusatz.  (Analogon  zu  Satz  1.)  Aus  dem  Sccantensatze  folgt 
ein  analoger  Satz,  wo  nicht  die  Summen,  sondern  die  Producte  der 
Quadrate  gleich  sind,  nämlich 

AE*  -  AD*  .  CF*  .  CG1  .  BJ*  .  BH* 

—  AH*-  AJ*  .  BG*  .  BF*  .  CD*  .  CE* 

(was  aus  AE  .  AD  .  CF  .  CG  .  BJ .  BH  -  AH .  AJ  .  BG  .  BF  . 
CD  .  CE  folgt). 

Diese  beiden  analogen  Gleichungen,  liefern  eine  Reihe  analoger 
Sätze,  die  wir  hier  geben. 

Satz  2.  Legt  man  durch  die  Fusspunkte  dreier  Ceva'schen 
Transversalen  den  Kreis,  so  liefert  dieser  drei  neue  Punkte,  die 
wieder  Fusspunkte  dreier  Ceva'schen  (sich  in  einem  Punkte  schnei- 
denden) Transversalen  sind. 

Beweis.  Es  mögen  dio  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Transversalen  durch  Z>,  F  und  J  gehen,  und  der  Kreis  ferner  durch 
E,  G  und  H. 

Nach  Satz  1.  (Zusatz)  ist 

AE  .  AD  .  CF .  CO  .  BJ .  BH  =  AB  .  AJ  .  BG  .  BF .  CD  .  CE 

Xach  Ceva 

AD  .  CF.  BJ  «=  AJ  .  BF.  CD 

durch  Division 

AE-  CG  .  BH  -  AH  .  BG  .  CE 

mithin  müssen  sich  dio  nach  B,  G,  H  gezogenen  Ecktransversalen 
in  einem  Punkte  schneiden  (Umkehrung  des  Ceva). 
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Satz  3.   Fig.  3.   (Analogie  zu  Satz  2). 

Legt  mnn  durch  die  Fasspunkte  dreier  von  einem  Punkte  aas 
auf  die  Dreiecksseiten  gefällten  Lote  den  Kreis,  so  erzeugt  dieser 
drei  neue  Punkte,  so  dass  die  in  ihnen  auf  den  Seiten  errichteten 
Lote  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Beweis.  Es  mögen  die  Lote  von  X  aus  auf  die  Seiten  AC, 
£C,  AB  nach  Z>,  Fund  J  fallen.  Der  durch  /?,  F,  J  gezogene 
Kreis  möge  die  Seiten  noch  in  £,  G  und  //  schneiden. 

Nach  Satz  1.  ist 

A  &  -j-  A  D2  -f  CF1  +  CG*  +1U*  +  BH*  =  AH*+AJ*  +  HG* 

4-  üF^+ezp-f-cfi» 

Nach  Spieker,  Uebung  19  zu  Abschnitt  XIV  ist 

AD*+CF*  +  BJ%  —  AJ*-\-BF*  +  CD* 
durch  Subtractiou 

AE*  +  CG*+BH*  -  AH*-\-BG*  +  C& 

mithin  müssen  die  in  den  Punkten  E,  G,  H  errichteten  Lote  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  (nach  der  Umkehrung  des  eben  genannten 
Satzes). 

Anmerkung:  Der  Kreis  in  Satz  3.  bestimmt  solche  Punkte 
dass  auch  die  Summen  zu  je  sechser  Quadrate  deranstossendea 
Abschnitte  gleich  sind.  Sein  Mittelpunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte,  in  denen  sich  die  Lote  schneiden. 
Die  sechs  Punkte  auf  den  Dreiecksseiten  beim  Feuerbach'schen 
Kreise  haben  beziehungsweise  die  in  Satz  2.  uud  in  Satz  3.  aus- 
gesagten Eigenschaften. 

Satz  4.  Liegt  die  Ecke  eines  Dreiecks  und  die  drei  durch  drei 
von  einem  Punkt  aus  gefällten  Lote  erzeugten  Fusspunkte  auf  den 
Seiten  auf  einem  Kreise,  so  steht  die  Verbindungslinie  der  Ecke  mit 
dem  fünften  Punkte,  den  der  Kreis  erzeugt,  senkrecht  auf  der  Gegen- 
seite zur  Ecke. 

Beweis:  Es  seien  die  Fusspuukte  auf  AC,  BCy  AB  die  Punkte 
Z>,  E  und  G,  der  fünfte  F. 

Da  der  Kreis  durch  A  geht,  so  sind  zwei  Glieder  der  Gleichung  des 
Satzes  1.  —  0  geworden,  es  ist  also 
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AD*  +  Gß»+  CF-  +  *6P  -f-  ^1*  =  ,4(7' -|-  -f- ßE*+  CD*  +  CM* 
Ferner  ist 

AD*+CE*  +  BG*  -         +  CD», 

Subtrahirt 

CF*+AB*      ^-f  JC* 

oder 

CF*  —  BF*  =  AC*-AB* 

d.  h.  die  Punkte  A  und  F  haben  constanto  Differenz  der  Quadrate 
der  Abstände  von  B  und  C,  mithin  rauss 

AF  senkr.  auf  BC  sein. 
Satz  5.    Fig.  4.    (ümkehrung  zu  4). 

Beschreibt  man  Uber  der  Höho  als  Sehne  einen  Kreis,  so 
schnoidcu  sieh  die  in  den  3  neuen  Schnittpunkten  des  Kreises  mit 
den  Seiten  auf  denselben  errichteten  Lote  in  einem  Punkte. 

(Das  I*>t  auf  der  Gegenseite  ist  —  ()). 

■ 

Beweis.  Das  Dreieck  sei  ABC,  die  Höhe  AF.  Der  Kreis 
erzeuge  noch  die  Punkte  D,  E,  Gy  (wie  im  Satze  4). 

Es  ist 

AD2  +  C&+  CF*+BG*+  AB*  =  AGU-+  UF2+  BE*  +  CD*+  CA* 
da  AF  senkr.  auf  BC  ist,  so  ist 

AB*  +  CF*  -  BF*+CA* 

Subtrahirt 

AD"1  -\-  CE- -f-  BG*  -  AG*+BE*-\-C& 

mithin  schneiden  sich  die  in  />,  E  und  G  errichteten  Lote  in  einem 
Punkte. 

Da  4 FE  =  90°,  so  ist  AE  Durchmesser.  Wenn  nun  auf  GA 
das  Lot  in  G  errichtet  wird,  so  muss  es  auch  durch  £  geheu,  mit- 
hin ist  der  Schnittpunkt  der  Lote  C  und  das  in  E  errichtete  Lot 
ist  =  0. 

Satz  6.    Fig.  5.    (Analogon  zu  Satz  5). 

Boschreibt  man  um  die  Winkelhalbirende  eines  Dreiecks  als 
Durchmesser  den  Kreis,  so  schneiden  sich  die  nach  den  Schnitt- 
punkten gezogenen  Ecktransversalen  in  einem  Punkte. 

rch.  d.  Math.  u.  rhya.    2.  Reibe.  T.  XVII.  JG 
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Beweis.  AE  sei  die  Winkelhalbircnde.  />,  P,  und  0  die  er. 
zeugten  Puukte.  Da  ein  jeder  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Winkelhalbirendcn  liegt,  auf  den  Schenkeln  des  Winkels  gleiche 
Stücke  abschneidet  z.  ß.  AD  und  AG  und  AD'  und  AG\  so  ist 

AD'  AD 
AG'  "     -  AG 

wo  man  den  Kreis  hinrückt  bleibt 

AG'  1 

mithin  auch,  wenn  AD'  und  AG'  «  0  werden.  Der  im  Satze  ge- 
nannte Kreis,  wird  zwei  Abschnitte  so  erzeugen,  dass  sie  ■=  0  wer- 
den, da,  wie  oben  gesagt,  dieses  \\  <=  1  ist,  so  besteht  die  in  Satz 
1.,  Zusatz  erwähnte  Gleichung  uuter  Fortlassung  zweier  Factoren. 

Es  ist 

AD  .  CE  .  CF  .  BG  .  BA 
Nun  ist 

AB  :  BE 

mithin 

CK  .  BA 

dividirt 

AD  .  Ct  .  BG 

und  hieraus  folgt  die  Behauptung  (AF  muss  Höhe  sein). 

Satz  7.  Wird  ein  gleichseitiges  Dreieck  beliebig  von  einem 
Kreise  getroffen,  so  sind  die  Summen  je  dreier  (vom  Eckpunkt  bis 
zum  benachbarten  Schnittpunkt  gemessenen)  Seitcuabschnitto  gleich-, 
wobei  Lftngen  ,  welche  angewandt  vom  benachbarten  Dreieckspuuktc; 
verlaufen,  negativ  zu  nehmen  siud. 

Beweis.  Wir  beweisen  nur  den  Fall,  wo  der  Kreis  zwischen 
den  Eckpunkten  liegt. 

Das  Dreieck  sei  ABC,  die  Schnittpunkte  zusammen  mit  den 
Eckpunkten  At  D,  /•;,  C\  /',  (/,  B,  //,  J. 

Nach  Satz  1.  ist 

AD++A&+  CF*  -f-  CG*-j-  BI!*+  8./* 

AJ*  +  AII*  +  BG*+BF-  +  CF*+CD* 

also  auch 


=  AG  .  BF.  BF  .  CDf  AC 

~  AC  :  CF 
=  BF . AC 
=  AG  .  BF.  CD 
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AD*- VD-+AL* -  CJKH CF*  -  O/*  -  2///=  -.17/« 

-f  Vi./*—  AJ»  =>  0 

C7^)+i(il/;-C£)4-a(CF—  DP)+a[CG-li(i)+c(BH-  AH) 

+c(BJ-AJ)  mm  0 

da  a  =  />  =  r,  so  ist  nach  Umformung 

AD+AE+CF+CG+BH+BJ  -  /l./f  /l//-f  /*<;-f-  RF+CE+  CD 

2AD+DE+1CF+GF+2BH+HJ  -  2AJ+JH+2BG+GF 

+2CE+ED 

mitbin  auch 

A  D+CF+  B/f  =•  BG  -f  C'Zv 


Liegt  z  B.  eine  Ecke  (A)  im  Kreise,  so  entsteht  schliesslich 

-  JD-f  C'F-f-  BH  -  -  A/+  BG+CE 

da  die  Abschnitte  ^2)  und  i4J  ihren  benachbarten  Eckeu  6'  und  B 
abgewandt  sind,  so  sind  sie  negativ  zu  nehmen,  falls  der  Wortlaut 
unseres  Satzes  für  diesen  und  alle  anderen  Fälle  stimmen  soll. 

Hiermit  wollen  wir  enden.  Der  Kürze  wegen  unterlassen  wir 
verschiedene  Zusätze  zu  erwähneu,  und  die  Beweise  für  bekaunte 
Sätze,  wie  deu  des  Feuerbach,  welche  durch  uusere  Beweisart  sich 
leicht  beweisen  lassen. 

Posen,  deu  1.  Januar  1899. 
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XXVI. 

Die  geometrische  Darstellung  imaginärer 

Schnittpunkte. 

Vom 

Prof.  Dr.  Suhle, 

Rcnlgymnasialdirector  ».  I). 

Wenn 

die  Gleichung  eines  Kreises  und 

|  =    (IT  -\-  L 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  so  ergeben  sich  für  die  Ab- 
seissen der  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der  geraden  Linie 
die  imaginären  Werte 

**  =  -,7*+i  i'^-V^-r-^+T).  .  .  •  (1) 

sobald  das  Lot  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  dir»  gerade  Linie 
gefällt  grosser  ist  als  der  Radius,  sobald  also  iÄ(«,  +  lX*i  ist. 

Die  Ordinate  dieser  Durchschnittspuoktc  ist  in  diesem  Falle 
durch  die  gleichfalls  imaginären  Werte 

gegeben. 

Um  die  Bedeutung  dieser  für  die  Coordinaten  der  Durehsehnitts- 
punkte  sich  ergebenden  imaginären  Werte  darzulegen  und  jede  Lage 
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dieser  imaginären  Dnrehsehnittspunkte  geometrisch  zu  bestimmcu, 
ist  es  notwendig,  für  die  Variable  der  den  obigen  Gleichungen  ent- 
sprechenden Functionen 

z  =•  ax  -f-  b 

complexe  Werte  einzuführen  und  diese  Functionen  für  complexe 
Variable  geometrisch  darzustellen.  Dieser  geometrischen  Darstellung 
soll  ein  rechtwinkliges  räumliches  Coordiuatcusystem  ATZ  zu  Gruude 
gelegt  werdeu.  Die  AT  Ebenen,  iu  welcher  die  X  Axo  als  reelle,  die 
y  Axe  als  imaginäre  Axe  dienen  soll,  ist  zur  Aufnahme  der  eom- 

plexen  Variablen  x-\-yV—  l  als  Abscissu  bestimmt.  Die  complexe 
Function,  welche  durch  u-\-iv  bezeichnet  werdeu  soll,  wird  als  Or- 
dinate senkrecht  zu  dieser  Grundebene  errichtet  in  der  Art,  dass 
iu  jed«'in  Puukto  der  Grundebene  die  Ordiuaten  «  und  v  als  Ordi- 
nalen der  entsprechenden  reellen  uud  imagiuären  Flächen  errichtet 
worden  sollen.  Einem  jeden  Punkte  der  Grundebene  entspricht  da- 
her im  allgemeinen  ein  complexes  Puuktpaar,  dessen  Puukte  durch 
die  Endpuukte  der  reellem  und  imaginären  Ordinaten  bestimmt  werden. 


I.    Geometrische  Darstellung  der  geraden  Linie  für  complexe 

Variable. 

Aus  der  Gleichung 

s  ■»  *'-f"  io    =  «  {x -f  ig)  -{-  b 

trgiebt  sich  durch  Trennung  der  reellen  uud  imaginären  Grössen 

a'  —  ax  -\-  b 
v'  =  ay 

Geometrisch  dargestellt  wird  die  gerade  Linie  für  complexe 
Variablen,  daher  in  ihrem  reellen  Teile  durch  die  Ebcno  V, 
welche  durch  die  Liuio 

c   =    ,i  x  -(-  b 

parallel  zur  Y  Axe  gelegt  wird  und  iu  ihrem  imaginären  Teile  durch 
eine  Ebene  V\  welche  durch  die  X  Axe  unter  dem  durch  die  Glei- 
chung   taug«  —  n  bestimmten  Winkel  «  gelegt  wird. 

Wenn  a  —  die  Gleichung  der  Linie  also  z  —  b  ist,  so  wird 
diese  Linie  durch  die  parallel  zur  AT  Ebene  iu  der  Entfernung 
-  =  h  gelegte  Ebene  V  und  durch  die  xy  Ebene  selbst  als  V  Ebene 
dargestellt. 
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Wenu  die  Linie  parallel  der  Z  Achse,  ihre  Gleichung  also  t  =  c 
ist ,  so  ist  die  Ebene  V  die  der  yz  Ebene  parallel  iu  der  Entfer- 
nung x  —  c  gelegte  Ebene,  die  Ebene  V  die  XZ  Ebene  selbst. 

II.    Geometrische  Darstellung  des  Kreises  für  eomplexe  Variablen. 
Die  Gleichung 

z  -  "  ~\~  i  v  < —  \  r*  —  (ar-j-  iij)'1 

ergiebt  nach  Trennung  der  reellen  und  imaginären  Grössen  die 
Gleichung 

,  _  V  J  (y(r»  +  ^-P7^-  4>7*  +  (r«-**+,«J) 

also  für  die  Bestimmung  der  Grössen  u  und  v  dio  Gleichungen 

p«  -  i  J  V (T^^^p'^TlT5  r *  -  (r-  -  ^  -f  y*)} 
welche  sich  auch  in  der  Form  darstellen  lassen 

Die  geometrische  Darstellung  des  Kreises  für  eomplexe  Variablen 
erfolgt  durch  die  Flächen  U  und  1',  welche  den  zur  AT  Ebene 
senkrechten  Ordinaten  «  und  v  zugehören. 

Die  Grössen  u  und  v  lassen  sich  auch  für  jeden  Puukt  P  der 
Grundebene  durch  eine  einfache  geometrische  Constructiou  be- 
stimmen. 

Denn  entspricht  dem  Punkte  P  die  Abseisse 
*+*f  —  fi  (cos«,-f  «sin«,) 

und  die  Ordinate 

2  —  n-f  »>  =  p2(cos^2-f /siiier2 

so  ergiebt  sich 

p,»  -  y (7«4- x* -f- y*)* -  4 r* *  * 

—  V  I  r-  -f  ?i  *  +  -  r  e,  eos  or)  ( /-  -f  P, *  -    r  (>,  eus  « ) 

Wenn  daher  der   Tunkt   /'  mit  den  Punkten  der  A'  Axe  verbunden 
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wird,  deren  Abseissen  -fr  und  -r  sind,  so  ist  p*  die  mittlere  Pro- 
portionale dieser  beiden  Verbindungslinien. 

Für  die  Bestimmung  des  Winkels  a2  ergiebt  sieh  aus  den  beiden 
obigen  Gleiehuugen 

taug«,-         (^  sin^cr, 

Halbirt  man  den  Winkol ,  welchen  die  vorerwähnten  Verbin- 
dungslinien mit  einander  bilden  und  bezeichnet  durch  ?  den  Winkel, 
welchen  diese  llalbirungsliuic  mit  der  X  Axe  bildet,  so  ergiebt  sich 
zur  Bestimmung  des  Wiukels  ß  die  Gleichung: 


tatig  ß  =  - 


p,2  sin  2  a, 

r*  —  p,*cos  2a,  -  p3,Ä 


Üio  Richtung  vou  p8  steht  daher  seukrecht  zur  Richtung  dieser 
Halbirungslinicn,  und  deshalb  ergiebt  sich  für  die  Grössen  u  uud  v 
einem  beliebigen  Punkte  /'  entsprechend  die  folgende  Construction  : 

Mau  verbinde  den  Punkt  P  mit  deu  in  der  X  Axe  liegenden 
Punkten,  deren  Abscissen  -f-'"  u,1('  ~r  sind,  halbire  den  Winkel 
dieser  Verbindungslinie  und  lalle  vom  Anfangspunkt  der  Coordiuateu 
auf  diese  Halbirungslinien  e.n  Lot.  Auf  diesem  Lote  trage  mau  vom 
Anfangspunkte  der  Coordiuateu  aus  die  mittlere  Proportionale  der 
beiden  Verbindungslinien  ab  und  falle  vom  Eudpuukte  auf  die  X 
Axe  ciu  Lot. 

Dann  ist  dies  Lot  gleich  v  uud  das  von  der  X  Axe  abge- 
schnittene Stück  gleich  u. 

Wie  aus  deu  Itestiminuugsglcichungen  für  u  uud  v  hervorgeht, 
sind  beide  Werte  doppeldeutig,  doch  entsprechen,  da  aus  der  Glei- 
chung 

(«+;»)*  +  (*+^)*  =  r* 

folgt: 

uv-\-xy  =-  0 

übereinstimmenden  Vorzeichen  vou  x  und  y  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen von  u  und  r  und  umgekehrt.  Zur  Abscissc  i|t"y  gehört 
daher  die  Ordinate  »  -jz  <<'• 


III.     Von  deu  ebenen  Schnitten  der  V  FIKche  durch  die  Ar  uud 

Y  Axe. 

Eine  durch  die  A'  Axe  gelegte  Ebene  sei  gegen  die  XV 
Ebene  unter  dem  Winkel  n  geneigt.  Bezeichnet  mau  die  Coordi- 
uateu in  dieser  Ebeue  durch  x  uud  z'  uud  setzt 


Digitized  by  Google 


248      Suhle:  Die  geomnrisih*  Dnr.sUlfuny  Imaqi^Srtr  Schuitl/mul-le  . 

u  =  s' sin  er,    y  —  z'  COS« 
in  die  der  U  Flache  entsprechende  Gleichung 

eiu,  so  erhält  man  für  die  ebene  Durchschnittseurve  die  Gleichung 
:'2(siii2«  -cos2«)       r*  fsiir«—  cos2«) 

~       r* " ""  +       bÜÄT    "  "  1 (3> 

Für  positive  Werto  von 

sin2«  -  cos2«  =  —  cosLV« 

also  für  Werte  vou  «  zwischen  45"  und  90*  ist  die  Durehschnius- 
curve  daher  eine  Ellipse,  deren  Axeu,  weuu 

i 

—  /•* 


um*«  -  cos-« 

gesetzt  wird,  kr  und  sin«  £  r  siud. 

Für  den  senkrechten  Schnitt  also  für  «  9U°  geht  in  ;  über, 
ä*  uimmt  den  Wert  1  au,  und  die  Gleichung  der  Schuittcurve  die 
Form 

t%  4-  x*  «.  r2 

Der  Schnitt  in  der  XZ  Ebeno  ist  der  Kreis,  welcher  der  ur- 
sprünglichen Functiou  für  rcille  Variable  entspricht. 

Lässt  man  den  Winkel  a  vou  einem  R  an  abnehmen,  so  werden 
die  Axen  der  Ellipsen,  von  denen  die  kleinere  Axe  in  der  A*  Axe 
liegt  grösser  und  grösser,  bis  die  Ebene  die  V  Fläche  bei  einem 
Winkel  von  45°  im  Unendlichen  schneidet. 

Eine  durch  die  1' Axe  gelegte  Ebeue  sei  gegen  die  XY 
Ebene  unter  den  Winkel  o  geneigt  und  die  Coordinateu  in  dieser 
Ebene  durch  z\  y  bezeichnet. 

Durch  Einsetzen  der  Werte 

«  —  z'  siu«,   x  —  c  cos« 

iu  die  Gleichung  der  V  Fläche  ergiebt  sich  die  Gleichung 

r-  r-sin-a 

Die  ebenen  Schnittcurven  der  U  Fliehe  durch  die  V  Axe  sind  für 
sömtlichc  Werte  des  Winkels  «  Hyperbeln,  deren  grosse  Axe  gleich 
r  ist. 
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Wenn  a  gleich  einem  Rechten  ist,  geht  z  in  •  über,  und  die 
Gleichung  nimmt  die  Form  au 

Da  für  *  =  0  auch  die  Function  v  den  Wert  (,  annimmt,  so  stehen 
über  der  y  Axe  nur  reelle  Ordinalen  der  Flache  U  und  kann  des- 
halb die  gleichseitige  Hyperbel,  welche  den  Schnitt  der  U  Flache 
durch  die  YZ  Ebcue  bildet  als  reelle  Nebencurvü  *)  der  in  diesem 
Falle  durch  die  Gleichung 

x*  -{-  y'  =  r* 
gegebenen  Hauptcurve  bezeichnet  werden. 

Wenn  der  Winkel  o  abnimmt,  so  nimmt  auch  die  Nebcnaxe, 
also  auch  der  Parameter  der  Hyperbeln  ab,  bis  diese  für  a  =  U  in 
eine  vom  Eudpuukte  des  Radius  aus  sich  erstreckende  in  der  A'Axe 
liegende  Gerade  zusammenfallt. 

Für  die  Punkte  der  A'  Axe,  für  welche  x  >  r,  ist  also  u  —  Ü, 
währeud  für  diejenigen  Punkte,  für  welche  x<r  ist,  die  Fuuctiou  u 

deu  Wert  V'r*  —  x-  auuimmt. 


*)  Allgemein  entspricht  der  Function 

*=/(*  +  ,» 

neben  der  reellen  der  Function 

«  =/(*) 

zugehörigen,  über  der  x  Axe  verlaufenden  Curvc,  ein  System  reeller  Neben- 
curven.    Da  durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teiles  der  Function 

t  =/(*  +  hj) 

diese  Function  »ich  unter  der  Form  , 

z  z=  u  \  iv 

darstellen  lässt,  so  müssen  sich  unter  der  Bedingung  v  =  0  reelle  Ordinalen 
ergeben.  Wird  der  Gleichung  v  —  0  neben  der  Bedingung  //  0  durch  die 
Gleichung 

?(*,  y)  —  0 

genügt,  «o  verlaufen  über  den  der  letzten  Gleichung  entsprechenden  Curven 
die  reellen  Nebcneurven. 

Diese  reellen  Nehcncurven,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  jedes  Maxi- 
mum oder  Minimum  derselben  mit  einem  Minimum  oder  Maximum  der  Haupt- 
curve  zusammenfällt,  sind  eingehend  behandelt  in  den  Abhandlungen  „Ueber 
imaginftre  Funkte"  in  den  Programmen  des  Realgymnasiums  zu  Dessau  von 
den  Jahren  1893,  1594  und  1896. 


Digitized  by  Google 


250       Suhle:   Die  geometrische  Üar»tellu»tj  imaginärer  Schnittpunkte. 


Zur  weiteren  Bestimmung  der  Gestaltung  der  U  Fläche  mag 
noch  hinzugefügt  werden,  dass  diese  Fläche  im  Scheitel  des  Kreises, 
welcher  die  Sehnittcurvo  der  XZ  Ebene  darstellt,  einen  singuläreu 
Puukt  besitzt. 

Aus  der  Differentialgleichung  der  Protection  der  Niveaulinien 
der  Fläch«  l! 

da  du 

~    tlx  -f-  ~    dy  =  :) 

dx         1  dg 

du  VU 

ergiebt  sich  durch  Berechnung  der  Wei  le  für  Q    uud  w-,  welche  für 

Ox  Oy 

x  —  0  und  //  -—  0  gleichfalls  den  Wert  0  annehmen,  also  durch  Be- 
rechnung des  uuter  der  Form  ^  erscheinenden  Wertes  für  ^  der 
Wert 

J-±« 

In  dem  den  Coordinaten  x  0  uud  y  —  U  ent sprechenden 
Scheitel  des  Kreises  schneiden  sieb  zwei  auf  einander  senkrechte 
Niveaulinien,  und  zwar  uuter  einem  Winkel  von  45°  uud  1 :5.r>°  gegen 
die  X  Axe. 

Die  II  Fläche  ist  iu  diesem  Punkte  sattelförmig,  indem  inner- 
halb der  gegenüber  liegenden  von  den  Niveaulinien  eingeschlossenen 
Quadranten,  innerhalb  deren  die  -X  Axe  liegt,  die  Fläche  im  An- 
schluss  an  deu  Kreisbogen  des  Schnitts  iu  der  XZ  Ebene  bis  zur 
A*  Axe  abfällt,  in  denjenigen  Quadranten  dagegen,  welchen  die  Y 
Axe  zugehört,  im  Anschluss  an  die  gleichseitige  Hyperbel  der  YZ 
Ebeue  aufsteigt. 


IV.    Von  den  ebenen  Schnitten  der  V  Fläche  durch  die 

X  uud  Y  Axe. 

Wenn  die  durch  die  X  Are  gelegte  Ebene  unter  dem  Winket 
«  gegeu  die  X Y  Ebene  geneigt  ist,  uud  die  Coordinateu  iu  dieser 
Ebene  durch  x  und  z  bezeich  uet  werden,  SO  hat  mau  die  Werte 

o  —  z'  siua,   ,v  —  s'cosa 
in  die  Gleichung  der  V  Fläche 

D*(t,»+r*-x*)  -  -v*) 
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einzusetzen  uud  erhält  so  für  die  ebenen,  durch  die  X  Axe  gelegten 
Schnitte  die  Gleichung 


r  -  ri •  -  i  5) 


r-  si  n'^ci 

Die  Gurren  dieser  ebenen  Schnitte  sind  Hyperbeln,  deren  Neben- 
axe  coustaut  gleich  r  ist  ,  während  die  Hauptaxo  von  r  bis  <'  ab- 
nintint,  wenn  dor  Winke!  «  von  1)  jü  bis  0"  abnimmt.  Der  Para- 
meter der  Hyperbeln  wächst  daher  mit  abnehmendem  Winkel ,  und 
die  Sebuitteurve  wird  für  a  —  0°  eine  gerade  Linie  uud  zwar  die 
Y  Axe,  für  welche  v  —  0  ist. 

Für  o  0ü°  geht  z  und  z  und  die  Schuittcurve  iu  die  gleich- 
seitige Hyperbel 

x'  —  z*  —  r- 

über. 

Da  für  Werte  von  x,  welche  grösser  als  /•  sind,  die  reelle  Func- 
tion u  gleich  null  ist,  so  gehen  die  complexen  Ordinalen  für  diesen 
Teil  der  X  Axe  iu  einfache  imaginäre  Ausdrücke  über  uud  die 
gleichseitige  Hyperbel  stellt  sich  hier  als  imaginäre  Nebencurve  des 
durch  die  Gleichung 

yi  -  r* 

gegebeneu  Kreises  dar,  während  die  iu  der  YZ  Ebeue  liegende 
gleichseitige  Hyperbel 

z-  —  ij-  mm  r- 

als  reelle  Nebencurve  des  Kreises  bezeichuet  werden  musste.  Um 
die  ebenen  Schnitte  der  V  Fläche  durch  die  Y  Axe  zu  er- 
halten, mögen  die  Ordinateu  iu  der  unter  dem  Winkel  «  gegen  die 
jry  Ebene  geneigten  Ebene  durch  x'  bezeichnet  und  daher 

v  —  x'  sin  «,   x  =-  x'  cos  et 
gesetzt  werden.    Man  erhält  dann  für  die  Schuittcurve  die  Gleichung 

x"1  cos  2«      v-cos  2a 

Die  ebenen  Schuilte  der  V  Fläche  durch  die  FAxesiud  Ellipsen 
für  alle  Werte  von  «,  welche  innerhalb  0U  uud  4~>°  liegeu.  Für 
o  t)  wird  die  grosse  Axe  der  Ellipse  gleich  r,  die  kleine  Axe  gleich 
0,  die  Ellipse  geht  in  die  A'  Axe  von  -f-r  bis  —  ?•  über,  für  wel- 
chen Teil  der  Axe  v  =  U  ist.  Mit  zunehmendem  Winkel  «  nehmen 
auch  beide  Axen  der  Ellipse  zu,  bis  die  unter  dem  Winkel  «  —  45° 
gelegte  Ebene  die  1*  Fläche  im  Unendlichen  schneidet. 
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Zur  Bestimmung  der  Lage  der  complexen  Punklepaare,  welche 
den  imaginären  DurclischuittspouktOll  des  Kreises  und  der  geraden 
Linie  entsprechen,  sind  noch  die  Beziehungen  /wischen  den  eheneu 
Schnitten  heider  Flächen  U  und  V  festzustellen. 

Projicirt  man  die  ebenen  Schnitte  heider  Flüchen  auf  die  AT 
Ebene,  so  erhält  man  für  die  Projcctiou  des  durch  die  V  Axe  ge- 
legten Schnittes  der  U  Fläche  die  Gleichung 

r*       _  yS 
r*  cos2«      r-  sura  ~ 

und  für  die  Projeetion  des  durch  die  X  Axe  gelegten  ebenen  Schnittes 
der  V  Fläche  die  Gleichung 

—  —  —  1  (Ö) 

r-  sin-  a       >•-  i os*« 

In  beiden  Fällen  sind  die  Projectioucu  Hyperbeln,  deren  Ilaupt- 
und  Nebeuaxe  die  dem  Winkel  a  entsprechende  Horizontal-  und 
Verticalprojection  des  Radius  sind. 

Setzt  man  in  die  zweite  Gleichung  für  «  den  Winke!  90° —  « 
ein,  so  geht  die  Gleichung  der  zweiteu  Projeetion  in  diejenige  der 
ersten  über. 

Die  Projectioueu  des  durch  die  V  Axe  unter  dem  Winkel  « 
gegen  die  A'l'Eheue  gelegten  Sehuittes  der  U  Fläche  und  die  Pro- 
jeetion des  durch  die  X  Axe  unter  dem  Winkel  90°  — «  gelegten 
Schnittes  der  I'  Fläche  falleu  daher  zusammen. 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  auch  die  Ellipsen  zu- 
sammenfallen, welche  sich  als  Projectioueu  des  durch  die  >'  Axe 
unter  dem  Winkel  a  gelegten  Schnittes  der  I'  Fläche  und  des  durch 
die  X  Axe  unter  den  Winkel  9J°— a  gelegten  Schnittes  der  V  Fläche 
ergeben.  Auch  hier  sind  die  beiden  Axen  der  Ellipsen  die  dem 
Wiukel  a  entsprechenden  Horizontal-  und  Verlical  Prujectiouen  des 
Radius. 


V.    Von  den  Schnitt  punkten  des  Kreises  und  der  geraden  Linie 

für  eomplcxe  Variable. 

Der  Schnittpunkt  eines  Kreises  und  einer  geradeu  Linie  wird 
nach  Einführung  complexer  Variablen  im  allgemeinen  durch  eiu 
complexes  Punktpaar  dargestellt  werden,  dessen  reeller  Punkt  den 
reellen  Flächen  des  Kreises,  und  der  geraden  Linie,  also  den  Flachen 
1)  und  h"  zugleich  angehört  und  dessen  imaginärer,  derselben  Ab- 
SClSSe  zugehörigen  Punkt  ebenso  den  imaginären  Flachen  des  Kreises 
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und  der  geraden  Linie,  also  den  Flächen  V  und  V  gemeinsam  ist. 
Die  Abscisse  eines  DurehschnittspuuUtes  des  Kreises  und  der  ge- 
raden Liuie  wird  sich  daher  als  derjenige  Punkt  darstelleu ,  in 
welchem  die  Projectieu  der  Schuitteurve  der  beiden  imaginären 
Flächen  V  und  V  durchschneidet.  Ein  dieser  Abscisse  zugehöriges 
complexcs  Puuktpaar  gehurt  zugleich  den  dem  Kreise  und  der  ge- 
raden Linien  entsprechenden  Flächen  au. 

iJic  Projection  der  Schuitteurve  der  reellen  Flächen  des  Kreises 
und  der  geraden  Linie,  also  der  Flächen  U  und  (/"  ergiebt  sich  aus 
deu  Gleichungen 

und  erhält  man  aus  denselben  die  Gleichuug: 

9  "  t**  tD^':  +  -  üb  v-i-'b*  (  • 

Für  die  Projection  der  Schuitteurve  der  beiden  Flächen  V  und  V 
ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 

rV  fr«  -x-j  -  r^-r) 

die  Gleichung 

welcher  genügt  wird  durch  die  Werte 

7  -  0  (10») 


und 

k.  Mi    - 

<f        ff-f-  1 


M  4 

r~  r 


Aus  der  Zusammenstellung  der  Werte  für  jf*  aus  den  Gleichungen 
(*J)  und  (10")  ergeben  sich  die  reellen  Werte  der  Abscissen 

x-        +  t  1      +  i  >'r»  «■+ 1)  - !■    •  •  •  -  dl) 
Dieselben  entsprechen  deu  aus  den  Gleichungen 

.v  ax-f-fl 

sich  ergebenden  Werten  für  die  reellen  Durchschnittsponktc  des  in  der 
XZ  Ebene  liegenden  Kreises  und  di  r  derselben  Ebene  anuebürigen 
geraden  Liuie. 
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Die  Abscissen  der  imaginären  Durchschnittspunkte  ergeben  sich 
durch  Zusammenstellung  der  Gleichungen  (9)  uud  (MV*).  Die  hier- 
durch sich  ergebeude  Gleichung  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 

.    ,    r>a*b         <Zab  \    .   .     S„n*-a*r*  +  h*       a*b*    \  , 
+    {      "(a*+l)»(a«-l)      +  (>~i)(ä»+T)  J  * 

+„«_,(         ;  •• «'  -  •  •<»»> 

Die  4  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 

ah 

-  ~~  a«-f1 
oft 

*  -  - 


Aus  der  Gleichung: 


~        „*h  i 


:r2  r- 
?/2  =       ~~  l 


ergeben  sich  hieraus  für  y  die  4  Werte 


»»  -  ±  "4— f  V//-'(«M-  1  r*(«a -  i)2(«2-f  1) 
^  -r„(rt2-fi)T 


Die  aus  den  Worten  r3,4  sich  ergebenden  Werte  für  y  sind 
imaginär,  die  diesen  Werten  entsprechenden  Wurzeln  kommen  dem- 
nach nicht  in  Betracht, 

Die  aus  den  Wurzeln  rs  und  y*  sich  ergebenden  Werte  für  die 
complexen  Coordinateu 
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H+t't  -  -  atLi  ±  rtIlrtiV/'V«i+us-r»(«,-W«,4-i) ) 

genügen  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen  des  imaginären  Ausdrucks  für 
in  nicht  gleichzeitig  den  Bedingungen 

ut>  —  — 
p  —  ay 

Die  durch  die  Gleichungen  (13)  gegebenen  Coordinaten  gohören 
also  dem  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der  geraden  Liuie 
nicht  an 


*)  Die  Worte  der  durch  die  Gleichung  (13)  gegebenen  Coordinaten 
ri  +  'J/a  und  M«+""a  genügen,  wie  dies  den  obigen  Entwicklungen  entspricht, 
den  allgemeinen  Bedingungen 

"  +  "*  =  a(x±{V)  + 
sobald  die  Abhängigkeit  der  Vorzeichen  der  Grössen  u  und  i>  von  den  Grössen 
r  und  y  unberücksichtigt  bleibt. 

Die  Abscisscn  +  entsprechen,  da  dieselben  sieh  aus  den  Wurzeln 
der  Gleichung  (I*)  ergeben  haben,  daher  aueh,  sobald 

.2.  r*(««-1)* 
a»  +  l 

ist.  Durchsehniltspunktcn  der  Projectionen,  welche  einerseits  die  Durchschnitts- 
curven  der  beiden  reellen  Flächen,  andrerseits  dio  Durehschnittseurven  der 
beiden  imaginären  Flüchen  des  Kreises  und  der  geraden  Linie  in  der  XY 
Ebene  ergeben. 

Bestimmt  man  dai  Vorzeichen  der  Giös*e  v  in  der  Ordinate  u\iv  so 
dass  der  Bedingung 

xy  f  u¥  —  0 

genügt  wird,  setzt  also 

» 

to  genügen  diese  Coordinaten  der  Gleichung  des  Kreisee 

aber  nicht  der  Gleichung  der  geraden  Linie 

y  =  ar  -f  6 
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Es  kommeu  daher  für  die  imaginären  Durchschnittspuukte  des 
Kreises  und  der  geraden  Linie  nur  die  entsprechenden  Coordinaten 


ah 


,  .  >     •  •  ■  (14) 

in  Betracht. 

Die  Coordinaten  dieser  complexen  Puuktpaare  stimmen  überein 
mit  den  Coordinaten,  welche  sich  nach  den  Gleichungen  (l)  und  (2) 
für  imaginäre  Durchschnittapunkte  des  Kreises  und  der  geraden 
Linio  ergeben  haben. 

Die  imaginären  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der  ge- 
raden Linie  linden  ihre  geometrische  Darstellung  daher  durch  die 
complexen  Punktpaare,  .deren  reeller  Punkt  den  reellen  Flächen, 
deren  imaginärer  Punkt  den  imaginären  Flächen ,  durch  welche  der 
Kreis  und  die  gerade  Linie  für  complexc  Variable  dargestellt  wer- 
den, gemeinsam  ist. 


VI.    Bestimmung  der  Jjige  der  imaginären  Schnittpunkte. 

Die  reellen  Schnittpunkte  des  Kreises 

tl  -J_  ^  _  r3 

und  der  geraden  Linie 

z  sss  ax  -f-  h 

liegen,  wie  der  Kreis  und  die  gerade  Linie  selbst,  in  der  XZ  Ebene 


Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  deren  Durchschnitt  mit  dem  Kreise 
durch  die  vorstehenden  Coordinaten  in  diesen  Falle  <:cgcbcn  ist,  hat  die  Form 

Die  Lag«  dieser  Linie  wird  durch  die  Lage  des  Punktes  bestimmt,  in  welchem 
die  Linie 

jf  —  a  x  -f  l> 

von  demjenigen  Lote  durchschnitten  wird,  welches  vom  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  auf  die  Linie 

y  —  —  ax  —  Ii 
jjcfullt  wird.    Die  Linie,  deren  Gleichung 

Mtf,J-f-l) 
az  —  1 

ist,  steht  auf  diesem  Lote  in  dem  bezeichneten  Schnittpunkte  senkrecht. 
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Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  beider  Durchschnittspunkte 

ab  b 

gehören  zu  dem  Fusspunkte  dos  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
auf  die  gerade  Linie  gefällten  Lotes. 

Wenn  die  Schnittpunkte  des  Kreises  uud  der  geraden  Linie 
imaginär  werden,  so  wird  die  Abscisse  der  Schnittpunkte  durch  die 
Gleichung 

m±t9  =  -  -££5  ±  "4i'  Vi^-^üs+T) 

gegeben.  Die  Schuittpuukt  liegen  daher  zu  beiden  Seiten  der  XZ 
Ebene  in  der  Entfernung  y  vou  derselben 

Die  über  den  durch  diese  Abscisscn  gegebenen  Fusspunkten 
stehenden  Ordiuaten  sind  durch  die  Gleichung  gegeben: 

Auch  in  diesem  Falle  sind  die  Mittelpunkte  beider  imaginären 
Schnittpunkte  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

ab  b 
?         a*+¥     n  "  a*+l 

Auch  die  Mitte  der  imaginären  Schnittpunkte  ist  reell,  liegt  in 
der  XZ  Ebene,  fäilt  auch  hier  mit  dein  FussputiUte  des  vom  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  auf  die  gerade  Linie  gefällten  Lotes  zu- 
sammen. 

Die  beiden  reellen  deu  complexcn  Punktpaaren  zugehörigen 
Punkte  liegen  in  der  Höhe  des  Fusspunktes  dieses  Lotes  zu  beiden 
Seiten  der  A'Z  Ebene;  die  imaginären  Punkte  liegen  zu  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  XY  Ebene  und  zwar  so  verteilt,  dass  die  ima- 
ginären und  reellen  Punkte  auf  denselben  oder  entgegengesetzten 
Seiten  der  XY  Ebene  liegen,  jenachdem  in  der  Abscisse  des  Puukt- 
paares  die  Werte  von  x  und  y  entgegengesetzte  oder  gleiche  Vor- 
zeichen  haben. 

Die  beiden  reellen  den  complexen  Punktp^aren  angehörenden 
Punkte  liegen  hiernach  zugleich  in  der  U  Fläche  und  in  der  durch 
die  ¥  Axe  und  das  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  die  ge- 
rade Linie  gefällte  Lot  gelegten  Ebene.  Da  diese  Ebene  die  U 
Fläche  nach  Abschnitt  III.  in  einer  Hyperbel  schneidet,   so  muss 

Areh.  1  Math,  u  Pbya.   2.  Reihe,  T.  XVII.  17 
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der  Ort  der  reellen  Punkte  die  Hyperbel  sein,  deren  Horizontal- 
projeetion  nach  Gleichung  (7)  durch  die  Gleichung 

 r    =  j 

r2cos*a      r*  sin*  «  ~ 

gegeben  ist,  wenn  «  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  das  Lot  mit 
der  AT  Ebene  bildet.  Da  der  Winkel  «  aber  durch  das  Lot  zur 
Linie 

=  —  az  -j-?> 

bestimmt  wird,  so  nimmt  hier  tanga  den  Wert 

1 

tang«  —  —  - 

somit  die  vorstehende  Gleichung  der  Hyperbel  die  Form 

i 

an.  Es  stimmt  diese  Gleichung  mit  der  Bedingungsgleichung  10.s 
Uberein,  welche  für  die  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der 
geraden  Linie  aufgestellt  ist. 

Die  beiden  irraginüren,  den  complexen  Punktpaaren  augehörigeu 
Punkte  gebören  der  V  F'äche  an  und  Heyen  zugleich  in  der  Ebene, 
welche  durch  diu  r  Axe  unter  demselben  W;uke!  a  gegen  die  AT 
Ebene  gelegt  ist,  unter  welchem  die  gerade  Linie 

z  — 

gegen  die  X  Axe  geneigt  ist. 

Da  diese  Ebene  die  1'  Fläche  in  einer  Hyperbel  schneidet,  so 
müssen  die  imaginären  Punkte  auf  dieser  Hyperbel  liegen ,  deren 
Horizontalprojection  nach  Gleichung  (8)  durch  die  Gleichung 

«*  y*  

x*  sin*«     r*  ces2« 

gegeben  ist. 

Da  hier  der  Winkel  durch  die  Gleichung 

tanga  —  n 

bestimmt  ist.  so  lässt  sich  auch  diese  Gleichung  auf  die  Form  briugen 
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Die  Projectiouen  beider  Hyperbeln,  auf  denen  die  reellen  und 
imaginären  Punkte  der  complexeu  Punktepaare  liegen,  fallen  daher 
zusammen,  wie  dies  sebon  durch  den  Umstand  bedingt  ist,  dass  die 
zugehörigen  reellen  und  imaginären  Punkte  eines  complexen  Punkt- 
paares senkrecht  über  demselben  Fusspunkto  liegen*). 

Es  entsprechen  dio  betreffenden  Schnitte  der  U  und  V  Fläche 
zugleich  den  Bedingungen,  unter  denen  bereits  im  Abschnitt  IV.  das 
Zusammenfalle!)  der  Projectiouen  beider  Schnittcurveu  nachgewiesen 
worden  ist. 

In  zwei  besonderen  Fällen  gehen  die  complexen  Punktpaare, 
welche  die  imaginären  Schnittpunkte  darstellen,  in  einfache  Punkte 
über,  und  zwar,  wenn  die  den  Kreis  in  der  XZ  Ebene  durchschuei- 
lende  gerade  Linie  der  A'  Axe  oder  der  Z  Axe  parallel  ist. 

Wenn  die  Linie  der  X  Axe  parallel  ist,  in  der  Gleichung 

z  -}-  qx  -f-  b 


*)  Auch  die  reellen  und  imaginären  Punkte  der  Punktepaare,  deren  Coor« 
dinoten  durch  die  Gleichungen  Ii  gegeben  sind,  liegen  auf  Hyperbeln,  deren 
Projection  mit  der  Projection  der  oben  behandelten  Hyperbeln  «uaaromenfällt. 
Der  Halbirungspunkt  dieser  imaginären  Punkte  ist  gleichfalls  reell  und  durch 
die  Coordinaten 

ab  &_ 
§  ' '       «*  —  V    V  " 
gegeben.    Es  ist  dies  der  in  der  Anmerkung  (pag.  249)  bezeichnete  Punkt,  in 
welchem  das  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  die  Linie 

y  —  — ax  —  b 

gefüllte  Lot  die  Linie 

y  —  ux-\-lt 

durchschneidet. 

Die  reellen  Punkte  dieser  Punktpaare  liegen  in  der  Ebene,  welche  durch 
die«  Lot  und  durch  die  Y  Axe  bestimmt  ist,  demnach  auf  der  Hyperbel,  in 
welcher  diese  Ebene  die  U  Flfiche  durchschneidet.  Die  imaginären  Punkte 
liegen  auf  der  Hyperbel,  in  welcher  dio  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  XY 
Ebene  der  V  Fläche  durchschneidet. 

Bei  diesen  Punktpanren  liegen  jedoch  abweichend  von  den  den  imaginären 
Schnittpunkten  des  Kreises  und  der  geraden  Linie  entsprechenden  Punktpaaren 
die  reellen  und  imaginären  Punkte  so,  dass  beide  auf  derselben  oder  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  XY  Ebene  liegen,  je  nachdem  die  den  zugehörigen 
Ablässen  entsprechenden  Werte  von  x  and  y  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben. 

17* 
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für  a  der  Wert  0  eintritt,  die  Gleichung  der  Linie  also  die  Form 
z  =  b  annimmt ,  so  ergeben  sich  für  die  Abscissen  der  reellen 
Schnittpunkte  nach  Gleichung  11)  die  Werto 

so  lange  bar  ist 

Wenn  b^>r  ist,  so  werden  die  Schnittpunkte  imaginär  und 
nach  Gleichung  (14)  erhält  die  Abscisse  den  Wert 

•±t>  =  ±t'VÄ"— '* 

indem  der  reelle  Teil  des  Ausdrucks  zu  null  wird,  und  die  Ordi- 
nate den  Wert 

u      i«  —  b 

annimmt,  indem  der  imaginäre  Ausdruck  v  zur  null  wird. 

Diesen  reellen  Ordinalen  entsprechen  daher,  indem  die  imagi- 
nären Punkte  fortfallen,  allein  reelle  Puukte,  welche  in  der  YZ  Ebene 
liegen  und  und  zwar  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  in  der 
YZ  Ebeue  über  der  YÄJC  aufsteigt  und  im  Abschnitt  III.  als  die  reelle 
Nebeucurvo  des  Kreises  bezeichnet  worden  ist. 

Wenu  die  Linie  der  Z  Axe  parallel  ist,  die  Gleichung  der 
Linie  also  die  Form  x  =  c  annimmt,  so  ergiebt  sich  für  die  Abscisse 
der  reellen  Durchschnittspunkte  aus  der  Gleichung  11),  da  in  diesem 
Falle 

a  ■»»  «,     —  -  —  C 
a 

zu  setzen  ist,  der  Wert 

x  —  e,  dem  die  Ordinate  z      ±  yV*  —  > 

entspricht,  welche  reell  ist,  so  lange  r  >  e  ist. 

Für  die  Abscisse  der  imaginären  Durehschnittspunkto  ergiebt 
sich  aus  den  Gleichungen  (19)  gleichfalls  x  —  die  Ordinate  u-\-ic 
nimmt  dagegen  den  Wert 

u±iv=z±  «Yc^p 

an,  da  der  Wert 

b 

U  "  a*+l 

in  diesem  Falle  den  Wert  Ü  annimmt. 
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Die  reellen  Ordinatcn  kommen  in  Wegfall  und  es  stehen  über 
der  X  Axe  in  der  XZ  Ebene  daher  allein  imaginäre  Ordinateu. 

Da  deren  Endpunkte  zugleich  der  V  Fläche  und  der  XZ  Ebene 
angehören,  so  liegen  dieselben  in  der  gleichseitigen  Hyperbel,  in 
welcher  die  XZ  Ebene  nach  IV.  die  V  Fläche  durchschneidet,  und 
welche  als  die  imaginäre  Nebencurve  des  Kreises  bezeichnet  wor- 
deu  ist 


Resultat  der  verschiedenen  Untersuchungen. 

Verschiebt  man  eine  in  der  XZ  Ebene  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  gezogene  gerade  Linie,  welche  eineu  iu  derselben 
Ebene  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschriebeneu  Kreis 
durschueidet,  parallel  so,  ilnss  ihre  Entfernuug  vom  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  mehr  und  mehr  zunimmt,  so  rücken  die  reellen 
Schnittpunkte  näher  und  näher,  bis  beide  Schnittpunkte,  wenn  die 
Liuie  um  dem  Radius  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  eutfernt 
ist,  in  einen  Punkt  zusammenfallen.  Entfernt  sich  die  Linie  weiter, 
so  erscheinen  die  imaginären  Schnittpunkte  zu  beiden  Seiten  der 
XZ  Ebene  in  gleicher  Entfernung  von  derselben  als  complcxe  Punkt- 
paaro,  deren  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  vom  Anfangspunkt  der 
Coordiuatcu  auf  die  Linie  gefällten  Lotes  bleibt,  uirl  «leren  reelle 
und  imaginäre  Punkte  auf  zwei  Hyperbeln  verlaufen. 

Die  reellen  Punkte  dieser  complexen  Punktpaare  liegen  in  der 
durch  die  Y  Axe  und  das  auf  die  Linie  gefällte  Lot  gelegten  Ebene 
und  verlaufen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Scheitel  der  Punkt  ist,  in 
welchem  das  auf  die  Linie  gefällte  Lot  deu  Kreis  durchschnoidet. 

Die  imaginären  Punkte  liegen  in  einer  Ebene,  welche  durch  die 
X  Axe  unter  demselben  Winkel  gegen  die  AT  Ebene  gelegt  ist, 
unter  welchem  die  gerade  Liuie  gegen  die  X  Axe  geneigt  ist,  uud 
verlaufen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Scheitel  die  Projcction  des 
Scheitels  der  ersteren  Hyperbel  auf  die  AT  Ebene  ist.  Im  Scheitel 
dieser  Hyperbel  entspricht  der  imaginären  Ordinate  der  Wert  null 
und  diese  Ordinate  steigt  auf  der  einen  Seite  der  schiefen  Ebene  in 
die  Höhe,  während  sie  auf  der  anderen  Seite  abfällt. 

Die  Horizontalprojectioueu  beider  Hyperbeln  fallen  zusammen 
in  die  Hyperbel,  deren  Gleichung 
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•  * 

a*  "  y  _  1  +  a* 

ist. 

Die  complexcn  Panktepaarc,  welche  den  imaginären  Durcb- 
scbnittspunkten  entsprechen,  gehen  in  eiufache  Schnittpunkte  Uber, 
wenn  die  gerade  Liuie  der  X  und  Y  Axe  parallel  ist,  indem  im  er- 
steren  Falle  für  a  —  0  die  imaginären  Schnittpunkto  durch  reelle 
Punkte  dargestellt  werden,  welche  iu  der  YZ  Ebene  auf  der  reellen 
Nebencurve  liegen,  während  für  a  =*  qd  allein  imaginäre  Schnitt- 
punkte vorhanden  sind,  welche  in  der  XZ  ßbeno  auf  der  imaginären 
Nebencurve  des  Kreises  liegen. 
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XXVII. 

Zur  Coordinatentransfonnation. 

Von 

Rudolf  Ziegel. 


Die  Gleichung  der  Curvo  zweiter  Ordnung  in  homogenen  Punkt- 
coordinaten  lautet 

/  (iti  nH)  BB  «, ,      +  0*9,*  f  «33  fa*  +  *«ix  Vi  V*  +  ^«jn^i 

Mau  erhält  die  Gleichung  in  homogenen  Liniencoordinaten, 
wenn  man  in  der  vorigen  die  y,  mit  den  «,  und  die  Coefticienten  mit 
den  entsprechenden  Untordetermiuauten  der  Determinante 


J  - 


«11      «1*  «IS 

«ai    "ss  «»3 

«31      «32     «33  | 


vertauscht  (vgl.  Clebsch-Lindemann,  Geometrie  I,  p.  78  und  28i). 
In  übersichtlicher  Form  geschrieben,  heisst  sie 


«11  «1*  «13 

«21  «22  «ö  «2 

«31  «32  "33  «3 

ti,  Mj,  M3  U 


U 
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Ersetzt  man  in  g{uv  «3,  na  die  Liuicucoordiuat.cn  «*,  «s 
bzhw.  durch  die  Abgeleiteten 


so  erhält  man 


=  /3 


fy3 

«II     aU  «J8  fl 

au  aiZ  ft 

ai\    Ht  °33  fl 

ft    A  ft  0 


Diese  Determiuauto  hat  den  einfachen  Wert  -  l/fo,  y„ys).^ 
es  enthält  also  /2,  /*3)  den  Factor  f(jr„  y„  y3),  wie  ja  stets  die 
mit  den  ersten  Ableitungen  geränderte  Hesse'sehe  Covariautc  einer 
ternären  Form  durch  die  Form  selbst  teilbar  ist.  Die  Determi- 
nante J  wurde  stillschweigend  als  von  null  verschieden  vorausge- 
setzt, entsprechend  soll  im  Folgenden  die  Ilcs'c'sche  Covariaute 
nicht  identisch  den  Wert  null  haben. 

Es  wird  behauptet,  dass  allgemein 

die  linke  Seite  pfo,  «8,1*3)  der  Gleichung  einer  Curve  in 
homogenen  Liniencoordinaten  durch  die  liuke  Seite  f(yx 
yv>  #3)  der  Gleichung  derselben  Curve  in  homogenen  Puukt- 
coordinateu  teilbar  ist;  wenn  man  die  m  durch  die  Abge- 

leiteten         ersetzt,  d.  h.  dass  g( ar-t  Q  .  5-  )  den  Factor 

f(»i      fs)  enthält. 

Es  sei 


(1) 


die  Gleichung  der  Curve  in  Punktcoordinaten  von  höherer  als  der 
ersten  Dimension.    Wir  führen  einen  Parameter  tp  ein,  dass  die  \ 
Functionen 

die  Gleichung  (1)  identisch  befriedigen  und  die  Determinante 


<P,(0,     T2(0,  <r3(0 

«V«)  <T:,'(0 

*>,«),     <psC),  <r5«) 


wo  die  Accente  die  Ableitungeu  nach  der  unabhängigen  Variablen 


I 


Zitgttl  Zur  CowdiiiatenfraiitfvHHatinn 


2o5 


bezeiclien,  nicht  identisch  verschwindet,  hie  yx  hilden  dann  eiu 
*  uudamentalsystem  von  lutogralcu  eiucr  homogenen  linearen  Diffe- 
reutialgleiehuug  dritter  Ordnung 

Zwischen  den  Faudanientaliutegralen  y,  dieser  Differentialglei- 
chung besteht  die  homogene,  nicht  liueare  Relation  (l).  Aus  dieser 
folgt  nach  dem  Euler'scheu  Satze  und  durch  Differentiation 

dl  "  ^  d  's  +  r/X  h  0 

Das  Ergehniss  dieser  beiden  inbezug  auf  /*,.  ^,  homogenen  linearen 
Gleichungen  ist 

9l     dt    ~'J*    dt  J=«|S«*:«3 

oder 

(3)  —  du,,    /;  —  rfus,   ^  =-  f/u3 

wenn  man  mit  u,,  u3  die  deu  Integralen  yt,  y2,  y3  der  Differen- 
tialgleichung (2)  adjungirteu  lutegrale  bezeichnet.  3/  bedeutet  eiue 
gewisse  Function  von  f. 

Nun  hat  Herr  Fuchs  (vgl  Sitzb.  d.  Berl.  Akad.  180,  p.  470) 
bewiesen,  das9  auch  die  (linear  unabhängigen)  lutegrale  u,,  Ug,  u3 
einer  homogeuen  Relation  mit  constanten  Coefficienteu 

(4)  Wj»,  «3)  —  () 

genügen.  Ersetzt  man  hierin  h^,  «;,  durch  die  Ausdrücke  (3) 
so  erhält  man 

9(f»  f%,  f»)  -  0 

Da  zwischeu  den  Integralen  jr„  y„,  y3  nicht  mehr  als  eiue  irro- 
ductiblo  homogene  Gleichung  bestehen  kann,  so  ist  notwendig 
9(f%*  ft*  fa)  teilbar  durch  y,,  ,y3)     Die  Gleichung  (4)  stellt 

dasselbe  Gebilde  in  Linien  —  wie  Gleichung  (1)  in  Punktcoordi- 
naten  dar  (vgt.  etwa  A.  Krug,  Zur  linearen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung,  Prag  1892,  p.  COi.  Damit  ist  die  Behauptung  er- 
wiesen. 
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Unsor  Satz  liefert  eine  neue  Methode  zur  Transformation  einer 
Gleichung  vou  Punkten  in  Liuiencoordinateu.  Als  Beispiel  soll  die 
Gleichung 

für»         =  yS  +  y*"  +y3"  =  0 

behandelt  werden,  wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

Es  kommt  nach  dem  Obigen  darauf  an,  eine  irreductible  Form 
<P(#n  y»i  y&)  2"  tindeu  so,  dass  das  Product  (yiH-\-y*H-\-yaM)  •  <P(<Pi> 
y«,  y8)  Qar  die  Potenzen  yt"~\  y,»"1,  y3M-1  enthält,  d.  h.  dass 

(5)   (yS  +  'J^+y*)  •  <p(y,,  yä,  y8)  =  ginf1.  y«'-1,  9**~l)  ^ 

«s,  ":t)  =  0 

ist  dann  die  gesuchte  Gleichung  in  Liuieucoordinateu. 

Die  «—1  verschiedene  Wurzelu  der  Gleichung 

a:""1  =  1    seien    1,  g,       .  .  .  q"-2 

Wir  ersetzen  in  (5)  y3  durch  g  ><,,  dabei  bleibt  die  linke  Seite 
ungeändert,  weil  sie  nur  yiM~l  enthält,  andererseits  abergeht  sie  in 
iyiH+  Qyzu-\r  y*u)  •  f(y»  PJ^'y«)  über:  es  ist  daher 

(y\H+y"-\->jzH)  •  <p(yi,  9*  y»)  -  {!h"  +  QyiH+ysu)  •  vtofH  w*  y*) 

Hieraus  folgt,  dass  g>(y„  ys,  y3)  durch  yt"  +  V  y*"  +  ys*  teilbar  ist. 

Krsutzt  mau  ferner  y^  der  Reihe  nach  durch  p*ys,  Pay*,  •  PN~2#s* 
so  erkennt  mau,  dass  y(yi,  yj,  y3)  teilbar  ist  durch  y,M-f- p*ysM-}-y3M, 

•  •  •  01*  ~f  M"~2*3M4-i'ü"-  I"  derselben  Weise  findet  mau,  wenu  y3 
durch  p'y3,  ?*y3,  .  .  p"--y3  ersetzt  wird,  dass  <jd  (y,,y3,  y3>  auch 
die  Factorcu  y,"  + y2M  +  py3",  ft^+tf+^tf,  .  .  •  *4M+y»w+ 
e*-3y3M  enthält 

Wir  ersetzen  nuu  gleichzeitig  ys  durch  py3.  p*ya,  .  .  .  p"  -  yt 
und  yt  durch  p'ya,  P*#a,  •  •  •  P"  "a9s  •  •  •  uud  ersehen,  dass  <p(y4, 
y„  y»)  auch  durch  y,"4-e//3M+ey3",  y^  +  py^'  +  p2^",  •  •  •  yiM 
+  p4^M+pM-V-      •  1yl"+f-,i«"+eV,  V+p^-V+pV, 

•  •  .  ^"-fy  -^g-'H-p"  -^"  teilbar  ist. 

Allgemein  sei  jetzt 

gesetzt;  dabei  sollen  /)  uud  ?  alle  Werte  von  Ü  bis  »»—2  mit  Aus- 
nahme des  Wertepaares  (/>  =  0,  q  =  0)  annehmen.  Solcher  Tri- 
uome  giebt  es 

(»-!)*  -  1  =  ,i(m-2) 


Digitized  by  Google 


Ziegel:  Zur  CvoidtHalentraii-forwaUon. 


267 


Die  Function  9  (y„  ys,  yd)  ist  nach  dem  Vorigen  durch  die  sämt- 
lichen n(n  —  2)  Triuome  teilbar. 

Je  zwei  der  Functionen  (p,  q)  siud  teilerfremd.  Denn  jeder 
Divisor  einer  Function  (/>,  q)  muss  yu  y3  gleichzeitig  enthalten. 
Eiu  gemeinsamer  Divisor  zweier  Functionen  müsste  auch  in  deren 
Differenz  aufgehen,  diese  ist  aber  nur  von  y,  und  y3  abhängig. 

Daher  ist  die  Function  ,/(.y,,  y2,  ya)  durch  das  Product  der  sämt- 
lichen n(n  —  i)  Trincme  teilbar. 

Das  Product  {y%n-\-  y*n  -\-y»w)  .  Il(p,  q)  ist  eine  homogene  Func- 
tion von  jr,«-»,  y2*-i,  ys«-\    Es  hat  nämlich  die  (*  —  l)1  Factoren 

(0,  0),  (1,  0),  (2,  0),  .  .  .  („-2,  0) 
(0,  1),  (1,  1),  (2,  1),  .  .  (n  -2,  1) 
(0,  2),    (1,2),    (2,2),.  .  .(»-2,  2) 


(0,  «~2),    (1,  «-2),    (2,  h-2U  .  .  .  (»-2,  n  -2) 

Ersetzt  man  y,  durch  py,,  so  stimmt  das  Product  der  Factoren 
der  Aten  Spalte  mit  dem  der  Glieder  der  (A  —  1)  Spalte  überein-, 
ersetzt  mau  y,  durch  so  stimmt  das  Product  der  Factoreu 

der  Aten  Spalte  mit  dem  der  Glieder  der  (A-=x)teu  Spalte  überein 
für  x  =  2,  3,  .  .  .  »  -  2. 

Wird  y*  durch  q* yä  ersetzt,  so  geht  die  Ate  iu  die  (A-f  x)te 
Spalte  über,  und,  wenn  y3  durch  q*^  ersetzt  wird,  die  Ate  Zeile  in 
die  (A-fx)te  Zeile  für  x  —  1,  2,.  .  .»  —  2).  Hierbei  ist  von 
A-f  x  der  kleiuste  positive  Rest  nach  dem  Modul  n  — 1  gemeiut). 

Daraus  folgt,  dass  iu  der  Tat  die  Function  (y{ "  -f  y%»  -f  ys» .  77(p,  q) 
uur  von  deu  Potenzen  y,"-1,  y«"-*,  yaa-x  abhängt. 

Hier««*  ist  der  Qnoüc.t  !£±*"-±*^  *«Hi„cF»Ul;- 

tiou  von  y,"- 1,  ys»-i,  y3— 1,  da  Zähler  und  Nenner  einzeln  es  sind, 
ferner  eiue  gauze  rationale  Function,  da  p(y„  y7,  y;1)  durch 
teilbar  ist.    Es  ist  daher 

«Kyi,  y2,  y3)  =         q)  •  M9in~\  y*'-1,  y^1) 

wo  y  eine  willkürliche  Form  bezeichnet,  die  allgemeinste  Lösung 
der  gestellten  Aufgabe.    Hieraus  folgt  auf  Grund  der  Gleichuug  (5) 

uhxH~\  tf9*-\  y*H-i)  -  (ylH+yi»-t-y3")  •  "0>,  q) 


2t)8  Zirijf.i:  Zur  G>nrdt>iate<itran*f<irmation. 

Soll  g  eine  irreduetible  Form  sein,  so  muss  man  V'(yiM-1i  Vi"  •> 
t/z"-1)  gleich  eins  setzen;  dann  ist 

Die  rechte  Seite  hat  die  Dimension 

»  +  «s(h-2)  -  n(n  —  1)* 

g  daher  den  Grad  «(»-  1). 
Für  n  =  2  ist 

für  »  -  3 

/"(^-  //*.  //»)  -  Jfc1 
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XXVIII. 

Eine  Vennessungsaufgabe  in  der  Ebene. 

Von 

R.  Hoppe. 


Boi  der  Landesvermessung  kommt  folgende  Frage  vor.  Ein 
Feld  in  Gestalt  eines  regelmässigen  Vielecks  wird  von  einem  be- 
liebigen äusseren  Punkte  seiner  Ebene  aus  beobachtet ,  und  man 
fragt:  Um  welchen  Winkel  differirt  die  Ilalbirungslinic  des  Winkels 
zwischen  den  üussersten  Sehstrahlen  des  Feldes  vom  Sehstrahl  des 
Mittelpunkts? 

Wir  beschränken  die  Gestalt  des  Feldes  auf  den  Fall  eines  Qua- 
drats ABCD.  Dessen  Seite  sei  =*  2a.  Sein  Mittelpunkt  M  sei  An- 
fangspunkt der  xy,  deren  Axen  bzhw.  die  Richtungen  AB  und  CB 
haben.  Es  wird  beobachtet  aus  dem  äussern  Punkte  J\  für  welchen 
x  mm  t»,  y  —  «  ist. 

Zunächst  zerfällt  die  Ebeue  als  Ort  von  P  in  8  congruente  und 
zum  Quadrat  congruent  liegende  Winkelgebicte  YMB%  XMB,  YMC\ 
YMD,  XMD .  XMA,  YMA,  von  denen  wir  nur  eins,  YMÜ  zu  be- 
trachten brauchen.  Von  diesem  wieder  bedürfen  die  2  Teilgebiete, 
u<a  und  u>a  gesonderte  Behandlung,  weil  die  2  äussersten 
Sehstrahlcn  im  erstem  nach  A  und.  ZJ,  im  letztern  nach  A  und  C 
gehen.  (Die  Skizze  der  Figur  zwischen  MY  und  dem  verlängerten 
MB  wird  der  Leser  leicht  herstellen.) 


270  Hoppe:  Eine,   Venne*su>i<jsaufyabe  in  der  Ebene. 

§  I. 
°<"  <" 

Seien  «,  ß,  y  die  Richtungswinkel  vod  AP,  BP,  MP;  dann  ist 

,  -  '-±£  -  r  ,„ 


der  gesuchte  Winkel.    Nun  hat  man 

» 

0  —  a  r  —  a  v 

woraus : 

2«(e  — «)  ,     v  —  «< 

tg («  -r-     -  ~  (ff_a)Ji  +  aa — *  -  -  ;7* 

wo 

1-  eosfa  +ß)      p  -  2»s-f-_r 
W   2  siu(«-f-/0  2«(r  — «) 

wo 

r*=,p*__l„9M*  (3) 

Das  fragliche  Vor/eichen  von  b  darf  nicht  unentschieden  blei- 
ben. Sind  «  und  r  — «  positiv,  so  muss  r  das  Vorzeichen  von 
sin(«-f-0)  haben.  Die  Bedingung  ist  ausserhalb  des  Feldes  immer 
erfüllt.  Dann  zeigt  eine  Betrachtung  des  Dreiecks  APD,  worin 
AP>  BP,  dass  Wki.  AHP>  PAP,  d.  h. 

L'tt  -  ß  >  a    oder    a  4-ß  <  2  Ii 

folglich 

sin(«+0)  >0 
ist.    Demnach  ist  r  stets  positiv. 

Jetzt  orgibt  sich: 

m  i  p  ~  Jn- -f-  r)  -  2  »<r  (»«  -    o ) 
:  2»/* (v  —  a)  +  c(p  -  2u* -fr) 

Das  ist.  nach  Erweiterung  des  Bruchs  mit  2«*(>~a)-f  v'p— 2«»— r) 
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Hiernach  ist  S  =  0  erstens  für  «  =  0,  zweitens  für 

Die  letztere  Gleichung  gibt  nach  Gl.  (2)  (3): 

ry.|_ (*-«)«_  «tp  M  o 

daher  ist  Ä  —  0  erstens  längs  der  jr  Axc,  zweitens  längs  dem  Kreis- 
bogen 

i»«+(»-«)t  -  „2  (5) 

der  sich  vom  Punkte  (0,  2a)  zum  Punkte  (a,  «)  erstreckt. 

Zur  Ermittelung  des  grössten  absoluten  d  ergibt  die  Differen- 
tiation von  Gl.  (4)  bei  constantem  «  mit  Anwendung  von  Gl.  (2) 
und  (3>: 

o  tgd        4  au   (r  r-2o(v-  a) 

bv         p-\-  r  ip  =-  2«/*/-  p 

4  au    (r  -  2a)  [r  -  a  -  -  v  (a-  -  n-\ 

folglich  ist  der  Wert  von 

r  j  —  (v  -  2n)  (0  -  «)-'  -  «2) 

allein  bestimmend  für  das  Wachsen  oder  Abnehmen  von  8.  Nun 
ist,  für  r  <  2«,  /t  beständig  <<  0,  dagegen  für  r  >*  2« 

84 


£-,(.-.+g>. 


folglich  nimmt  5  von  k  =  n  bis  t>  -=  2a  beständig  ab,  dagegen  wächst 
das  für   v  =  2a  negativ  war,  für  v  >  2a  beständig  und  muss 
einmal  aber  auch  nur  einmal  verschwinden,  d.  h.  Ö  muss  für  irgend 
ein  r  >  2«  nach  absolutem  Werte  ein  einziges  Maximum  haben. 

Der  Punkt  J\  welcher  für  irgend  ein  u  diesem  Maximum  ent- 
spricht,  erzeugt  bei  variirendem  u  (von  0  bis  1)  eine  Curve  Q, 
deren  Gleichung 


272  Hoppe:  Eine   Vermea*unqmufrjal>e  in  drr  Ehen  f. 

vd  =  («  —  2«)  (v  —  «)«  —  v(a*  —  u»)  —  0 
Längs  der  Curvc  Q  ist 

\(v  —  2a)(3o  -  :'«)  +  u^dv+VntBu  ==  0 

daher  nimmt  v  bei  wachsendem  u  beständig  ab;  die  Endpunkte  sind  : 

Q0(u  =  0,  p  ■=  2,839  •  .  .  )    und    Qt  (m  —  1,  v  —  2) 

Die  Variation  von  <$  länps  Q  Uisst  sich  nicht  einfach  ausdrucken  j 
doch  zeigt  die  folgende  Tabelle,  dass  ö  mit  x  von  0  an  beständig 
wächst. 

Coordinaten  längs  Q.   Sei  a  =  J . 


1 

-tg<J 

2 

l 

0,0897 

2,1 

0,971 

0,0846 

2,2 

0,934 

0,0789 

2!3 

0,883 

0,0720 

2,4 

0,K2  > 

0,0646 

2,5 

0,742 

0,0562 

2,6 

<  ,640 

0,0468 

2,7 

0,501 

0,0355 

2,H 

0,272 

0,'  214 

2,-39 

0 

0 

Das,  obwol  unbewiesene  stete  Wachsen,  als  unzweifelhaft  all- 
genommen, folgt,  dass  der  Wert  im  Punkte 

—  tgö  -  ~y^pH  «  8(v'>  — l)6      0,09066999  (6) 

— 

der  grösste  im  Bereiche  0  ^  u  -  «  ist. 


§  2. 


*<"<* 


Liegt  der  Punkt  P  im  so  begrenzten,  zweiten  Gebiet,  so  sind 
die  üussersten  Sehstrahlen  AP  und  (  P.    Möge  daher  jetzt  ß  der 
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Richtungswinkel  von  CT  bezeichnen,  während  Gl.  (1)  den  gesuchten 
Winkel  6  wie  bisher  ausdrückt.    Hier  ist: 


woraus : 


wo 

Jetzt  ist 


p  —  tt  v-\-a  v 

,  „  2(«*+a*) 

*     J         2(1111  +  11*) 

/«  +  £      \      ttfr  -  tt»-f-t>») -2t>(^^t>-^■q,) 
tgö  -  tg^  2    -y^  =  2tt(Mt,_|_  a«)+tt(r_tt3+1,«) 

Macht  man  den  Zähler  rational,  so  findet  man: 

.   .   2«»(i»»-t>») 

g    ~~  + 4«»  „,,+  («*+i'*)r 

Diese  Ausdrucksform  stellt  den  Sinn  der  Variation  von  6  un- 
mittelbar durch  das  ganze  Gebiet  übersichtlich  ins  Licht.  Wenn  « 
von  1  bis  v  wächst,  so  ist  der  Zähler  des  Ausdrucks  stets  negativ 
und  wächst,  der  Nenner  stets  positiv  und  wächst.    Folglich  ist 

abs.  tg  S  =  —  tg  ö 

beständig  positiv  und  nimmt  bis  0  beständig  ab. 


Nun  ist  der  Sehstrahl  CT,  identisch  mit  Hl\  beiden  Gebieten 
gemein  für  u  =  «,  mithin  sind  die  in  §  1.  berechneten  Werte  von  6 
auch  im  2.  Gebiete  für  v  =*  a  gültig.  Aus  §  1.  ist  bekannt,  dass, 
für  p>  2a,  —  tgd  beständig  abnimmt.  Alles  WTachsen  von  u  und  v, 
beginnend  von  ti  =  a  und  v  2«,  vermindert  also  den  Wert  von 
—  tgo\  Das  Ergebniss  von  §  1.  gilt  nun  auch  für  das  2.  Gebiet, 
demnach  für  die  ganze  Ebene;  d.  h.  der  Wert  (5)  ist  der  grösste. 


Bemerkung  t.  Die  Eigenschaft  des  Kreises  (5),  nach  welcher 
längs  desselben  6  =  0  ist,  erschien  als  besonderes  Ergebniss  der 
Rechnung.  Ausserdem  ist  sie  aber  auch  durch  Figurbetrachtung 
sofort  zu  ersehen.  Liegt  nämlich  T  auf  dem  Kreise  ,  so  sind  die 
beiden  Teile  des  Winkels  zwiseheu   den    Innersten  Sehstrahlen, 

Anh.  d.  M«th.  n.  Phy*.   2  Keiho.    T.  XVII.  I» 
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APM  und  BPM,  Pcripheriewinkcl  auf  gleichen  Sehnen,  und  MP 
selbst  halbirt  ihn. 

Bemerkung  2.  Im  2.  Gebiet  führt  die  Betrachtung  des  Dreiecks 
ACP  mittelst  bekannter  Satze  mühelos  zu  dem  Ausdruck 

g  "  f+gW+g)'-** 

wo 

AC  =  e;    PA  —  f\    PC  =g 

die  Seiten  und  h  die  Höhe  von  P  aus  bezeichnen.  Doch  scheint 
dieser  Weg  für  die  Theorie  nicht  förderlich. 
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XXIX. 

TJeber  die  trigonometrische  Lösung 
merkwürdiger  Dreiecksaufgaben. 

Von 

A.  Korselt  in  Plauen  i./V. 


„Die  reine  Mathematik  wächst,  indem  man  die  alten  Probleme 
mit  neuen  Methoden  durchdenkt",  sagt  F.  Klein  in  seiner  Gedäeht- 
nissrede  auf  Riemann1).  Beispiele  dafQr  sind  die  in  diesem  Jahr- 
hundert gelösten  berühmten  geometrischen  Probleme  des  Altertums. 
Seit  Anfang  dieses  Jahrhunderts  werden  aber  in  den  Lehrbüchern 
neue  mit  Zirkel  und  Lineal  zu  bewältigende  Constructionsaufgaben 
gestellt,  ohne  dass  dabei  eine  bestimmte  Einteilung  durchgeführt 
wird.  Man  stellt  die  Aufgaben  willkürlich  neben  einander  und  fragt 
nicht,  ob  dies  sämtliche  lösbare  Aufgaben  sind,  die  sich  aus  vor- 
gegebenen Stücken  bilden  lassen.  Nur  für  die  Ordnuug  nach  den 
Methoden  der  Lösung  ist  ein  guter  Anfang  gemacht  in  der  Schrift 
Petersens:  Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung  geometrischer 
Constructionsaufgaben.  Im  Geiste  der  modernen  Mathematik  (vergl- 
Engel,  der  Geschmack  in  der  neueren  Mathematik  S.  10  und  11) 
bat  man  sich  zuerst  zu  fragen : 

„Welche  elementar-geomotrischen  Aufgaben  lassen  sich 
mit  Zirkel  und  Lineal  lösen?" 

und  da  für  scheinbar  einfache  Aufgaben  diese  Werkzeuge  nicht  ge- 
nügen und  ein  beliebiger  Winkel  durch  wenige  einfache  Versuche, 


l)  Jahreabericht  der  deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd   41  S.  47. 
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z.  B.  durch  fortgesetzte  Halbirung,  beliebig  geuau  in  »  gleiche  Teile 
zerlegt  werden  kann,  so  kommt  man  von  selbst  auf  die  allgemeinere 
Frage : 

„Welche  elcmeutar-geometrischeu  Aufgaben  sind  mit 
Lineal,  Zirkel  und  Winkelteilung  lösbar?" 

oder  in's  Algebraische  übersetzt:  welche  geometrischen  Aufgaben 
führen  zu  „metacyklischen"  (auflösbaren)  Gleichungen:  d.  h.  Glei- 
chungen, deren  Wurzeln  sich  durch  Wurzeln  binomischer  Gleichungen 
ausdrückon  lassen? 

Diese  Frage  ist  für  eine  besondere  Aufgabe  von  Herrn  Hey- 
mann  iu  Hoffmanu's  Zeitschrift  1896  S.  597  gestellt  und 
von  mir  in  Schlömilch's  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik  Bd.  42,  S.  304  ff.  beantwortet,  aber  sonst  noch  nicht  be- 
rührt worden.  In  ihrer  Allgemeinheit  bietet  sie  auch  keinen  An- 
griffspunkt, man  wird  das  Gebiet  der  gegebenen  Elemeute  einschränken 
müssen.  Nur  sind  in  den  planimetrisehcn  Lehrbüchern  die  am 
häutigsten  vorkommenden  Aufgaben  diejenigen  der  Bestimmung  eines 
Dreiecks  aus  den  sogeuauuten  merkwürdigen  Strecken,  d.  h.  aus  den 
Seiten  a«,  Höhen  //,,  Winkellinic  m4,  Radien  des  Umkreises  (r) ,  des 
Inkreises  ((»),  der  Ankreise  (p,),  "den  inneren  (*v)  und  äusseren  («•/) 
Winkclhalbirenden.  Nur  einzelne  Fälle  davon  werden  behandelt, 
über  die  andern  schweigt  man.  Angeregt  durch  diese  Bemerkung 
und  die  Frage  Herrn  Heymauus  will  ich  daher  uutersuchen: 

„Welche  Dreiecke  lassen  sich  mit  Lineal,  Zirkel  und 
„Winkelteilung  bestimmen,  wenn  irgend  drei  der  Seiten 
„«,-,  /*,,  mtt  r»  G'i        "V  gegeben  sind?" 

Die  Antwort  erhalten  wir  durch  die  Entscheidung,  ob  eine  ge- 
wisse aus  den  Ausdrücken  der  gegebenen  Stücke  durch  die  Seiten 
abgeleitete  Gleichung  im  obigen  Sinn  auflösbar  ist.  Dabei  stütze 
ich  mich  auf  das  vortreffliche  Buch  H.  Weber' s:  „Lehrbuch  der 
Algebra",  2  Bde.,  1.  Auflage,  das  ich  mit  20.  Band-  und  Seitenzahl 
anführe,  uud  auf  den  Begriff  des  Rationalitätsberoichs,  der  in  K ro- 
neck er' s:  „Gruudzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebrai- 
schen Grössen"  S.  1 — 17  auseinander  gesetzt  wird.  Mit  (p,,  p2»--) 
wird  der  aus  den  bekannten  Grössen  p,,  p2,  .  .  .  abgeleitete  Ra- 
tionalitätsbereich,  mit  (/»,  rx ,  <>2,  .  .  .  )  der  zu  (e,,  c*  .  .  .  )  ge- 
hörige allgemeine  Rationalitätsbereich  bezeichnet,  d.  h.  derjenige, 
der  aus  {cv  .  .  .  )  durch  Hinzimahmc  aller  von  r„  et  unabhän- 
gigen Grössen  („Constantcu")  entsteht. 

Die  erwähnten  Aufgaben  teilen  wir  in  drei  Ordnungen  I,  II, 
III,  jenachdem  sie  Stücke  einer,  zweier  oder  dreier  Sorten  enthalten, 
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jede  Ordnung  in  Familien  (arabisch*;  Ziffern)  nach  der  Art  der 
Stücke,  jede  Familie  in  einzelne  Aufgabeu  (c-e))  nach  der  Lage 
der  Stücke.  Ein  B.  mit  Ziffer  hinter  einer  Aufgabe  bedeutet  eine 
uuter  dieser  Summe  gelöste  Aufgabe  in  Brockmaun's  „Materialien 
zu  Dreieckscoustructioueu"  (Teubncr). 

Sehr  viele  Aufgaben  lassen  sich  auf  andere  zurückführen  durch 
Vertauschung  der  Indices  der  gegebenen  Stücke  oder  durch  Vcr- 
tausehuug  der  Länge  einer  Seite  a,  mit  dem  entgegengesetzten  Werte 
— Z.  B.  bedeutet  3ia(123) (2 -  2)  hinter  der  Aufgabe  fc'6\  dass 
8-;b  aus  31a  entsteht  durch  die  aufeinander  folgenden  Substitutionen: 

Of  für  «x  «3  für  rt8,  at  fü  r  «3,  —  <is  für  a* 

Dadurch  gehen  nämlich  die  Werte  der  in  3itt  gegebenen  Stücke, 
ausgedrückt  durch  die  Seiten,  über  in  die  in  S6b  gegebenen  Stücke ; 
aus  den  Werten  der  o(  in  31a  findet  mau  dadurch  die  Werte  der 

a ,  in  89*.  Es  ist  dabei  noch  zu  beachten ,  dass  durch  dio  Substi- 
tutiou  übergeht 

in  Qr  uud  umgekehrt, 
ßt*  in  g,\ 
m?a*  in  irk'* 

während  die  andern  hier  vorkommenden  Stücke  unverändert  bleibcu. 

Das  Zeichen  -E:  zwischen  zwei  Ausdrücken  bedeutet,  dass  für 
den  einen  ein  kürzeres  Zeichen  eingeführt  wird.  Sollen  die  Va- 
riableu x,,  x s  .  .  .  einer  Function  /'ersetzt  werden  durch  die  Werte 
ej.  ci%  .  .  .  ,  so  wird  dies  geschrieben 

(  (^i  —  e\ ■>    rt  ~  '2»  •  •  •  ) 

b.  hinter  einer  Aufgabe  sagt,  dass  ihre  elemeutare  Lösung  bekauut 
uud  einfach  ist,  ein  n.  giebt  die  Autlösbarkeit  durch  die  gestatteten 
Werkzeuge  au,  t  heisst  „construirbar"  J,,  I',  verweisen  wir 
bzhw.  auf  die  bekanuteu  Beziehungen 

h  -  *w    -  2kQt 
f.—  9  "  Vk+oi 

iCiW,'  ■-  In  ytep  +  Wi'* 

»i  *  K-  -  m  •)- -  4  a*at*  a3*         atfm  ■  |  4  qk*  qt *  -  qt « 


Iu  dieser  Arbeit  benutzen  wir  ausser  den  elementaren  folgende 
algebraische  Sätze: 
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A.  Satz  vou  Budam  Fourier.  Du  Arnold  der  zwischen  a  und  ß 
gelegenen  reellen  Wurzeln  von  f{x)  ist  höchsten»  wie  die  Zold  der  zwischen  a 
und  ß  verlorenen  Zeichenwechsel,  und  wenn  sie  kleiner  ist ,  so  ist  der  Unter- 
schied eine  gerade  Zold.    W.  I,  300. 

B.  Satz  von  Rolle.  Hat  f(x)  nur  reelle  Wurzeln,  so  haben  auch 
die  Abbildungen  f(x)W  nur  reelle  Wurzeln.    \V.  I,  32  a. 

C.  Satz  von  Sturm.  Ist  /"(r), /*,(x),  .  .  .  />»,(*)  eine  ,.Sturtnsche 
Kette,  so  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln  von  f  zwischen  a  und  ß  (o  <  ß) 
gleich  dem  l'eberschuss  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  Kette  ftir  x  —*  er 
über  die  Anzald  der  Zeichenwechsel  für  x  =»  (f.    W.  I,  273.   Die  Bildung 

der  Stürmischen  Kette  geschieht  nach  W.  I,  279. 

D.  Wenn  eine  Wurzel  einer  irreducibeln  Gleichung  durch  Lösung 
cyklischer  Gleichungen  bestimmbar  ist,  so  ist  die  Gleichung  metaeyklisch. 
W.  I,  599. 

E.  Sind  die  Cueffic.ienten  der  unzerlegbaren  Function  f{x)  rationale 
Functionen  irgend  welcher  Parameter,  und  erhält  f  einen  von  x  abhangigen 
Factor  g,  nachdem  man  für  einige  Parameter  bestimmte  rationale  Werte  ein- 
gesetzt hat,  so  ist  g  =  U  auflösbar,  wenn  die  Gleichung  f  =  U  es  ist. 

F.  Satz  von  Krön  ecke  r.  Eine  inducible  metacyklisc.he  Gleichung 
vom  Ihimzahlgrad  mit  reellen  t'oefßcienten  hat  entweder  lauter  reelle  Wur- 
zeln oder  nur  eine.    W.  I,  610. 

G.  Wenn  im  Grade,  einer  irredueibten  Gleichung  mehrere  verschiedene 
Primzahlen  aufgehen,  so  kann  diese  Gleichung  nur  dann  durch  successice  Ad- 
junetmn  von  Wurzeln  metaeyklischer  Gleichungen  reducibel  werden,  wenn  sie 
imprimitiv  ist.     W.  II,  295. 

II.  Wenn  eine  irreducible  Gleichung  f  =  0,  in  deren  Grade  mehr  als 
eine  Primzald  aufgeht,  durch  successiee  Adjnnction  von  Radiealen  in  s  Fuc- 
toren  r.  Grades  zerfällt,  uird  diese  Zerfällung  herbeigeführt  durch  Ad- 
junefion    der  Wurzeln   einer   metueyklischen    Gleichung         Grades    q>  =  0 

W.  II,  296. 

Es  ist  hier  hinzuzufügen,  was  in  W.  I,  518,  549  zwar  bewiesen, 
aber  nicht  hervorgehoben  wird. 

II'.  Jetler  Factor  fa  von  f  enthält  nur  eine  Wurzel  y„  der  Gleichung 
<p  mu  'I  und  ist  in  dem  Gatlungsbei reiche  (y«)  unzerlegbar.  Für  ya  k  ann  eitie 
rationale  Function  einer  einzigen   Wurzel  von  f  —  U  genommen  werden. 

Aus  l).,  II.,  Ii'  folgt 

./.  Um  alle  metacykli*chen  Gleichungen  /»,  pAü\\  Grades  (px,  pj  vei- 
schiedene  P  anzahlen)  in  irgend  einem  Körper  Q  zu  erhalten,  adjungire  man 
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die  Wurzel  einer  Gleichung  p,  ten  Urwies  und  bilde  in  dem  enceiterten 
Kürper  alle  Gleichungen  /)2ten  Graden,  tnler  man  adjungire  die  Wurzel 
einer  Gleichung  j>8teu  Grade*  und  bilde  in  dem  erweiterten  Korjxr  alle 
Gleichungen  pteü  Grades. 

K.  Ist  I  eine  Wurzel  einer  unzerlegbaren  Gleichung  f(x)  =>  0  und  ist 
die  ganze  Function  g{yy  |)  im  Rationalitätsbereiche  (<•)  unzerlegbar,  SO  ist  die 
Norm  oun  g  Potenz  einer  unzerlegbaren  Function.  K  II  es  er,  matb.  Atl- 
nalen  Bd.  3;),  S.  181. 

Daraus  fol^t 

L.  Sondert  sielt  eun  einer  unzerlegbaren  Function  f  vom  dtCü  Grude 
durch  Adjunction  einer  Irrationalität  i'dten  Grades  ein  im  Bereiche  ({) 
irreducibler  Factor  eteu  Grades  ab,  so  ist  öe  durch  d  teilbar. 

M«  Eine  unzerlegbare  Function  f  kann  nicht  durch  Adjunction  einer 
Wurzel  einer  unzerlegbaren  Gleichung  g  ()  in  Fuctoren  zerfallen,  irenn  die 
Grade  con  f  und  g  teilerfremd  sind. 

N.  Zerfallt  eine  hreducible  Function  /"(0)  lOtOU  oder  6 ten  Grades 
durch  Itcsowlere  Bestimmung  der  in  f  vorkommenden  Puramcter  in  einen 
linearen  und  einen  unzerlegbaren  Factor  9  ten  bzhto.  5.  Grades  g(x) ,  */ 
kann  f(z)      0  nicht  metaegklisch  sein. 

Denn  von  g  müsste  sich  dann  durch  Adjunction  der  Wurzel 
einer  Gleichung  y  =  0  ein  Factor  absouderu,  und  zwar  wäre  y  im 
ersten  Falle  vom  2.  oder  5.  Grade,  im  zweiten  vom  V.  oder  dritten 
Grade,  das  führt  angewandt  auf  g  zu  einem  Widerspruch  gegen  M. 


b)  ist  trigonometrisch  nicht  lösbar,  wie  ich  in  der  Zeitschrift  f. 
Math.  u.  Physik  Bd.  42  S.  304  ff.  bewiesen  habe,  6)  dagegen  nach 
Ilcymaun  in  Hoffmauns  Zeitschrift  18'J7,  S.  174  lösbar. 


I.    Stücke  einer  Sorte. 


1)  ai{axa^a^  b. 

2)  /*,(/<,  Ma  B.  44 

3)  »«,  (»«,  Mg  mg  B.  47 


4)  Qiiüt  QtQz  150 

5)  W,{wl»riW.i 

6)  wt'{»i»t  «"a  a 


II.    Stucke  zweier  Sorteu. 


7)   «i />*('«!  b. 


«,  «2  wt.j  B.  12 


"\  at  ''a 
r/,  A,  h.,  b. 

ttghfhj  b. 


D)    a,  r(a,  asr  b. 


10)    «i  p(«,  «sp  a. 
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10)  giebt  eine  kubische  Gleichung  für  «3,  kommt  also  trigono- 
metrisch (oder  algebraisch)  auf  1)  zurück. 

11)    aitck(at  Ojjjr,  a. 

>,«a«rs  B.  19,  S.  21 
a,  »r,  ir8 
«i  "'s  IC3 

11"  führt  durch  eine  unzerlegbare  kubische  Gleichung  für  «a  auf  1) 

11«)     U„  IPjf  »t 

Man  hat  bekanntlich 

ir,2  —  «,  «:l  [{o,  fl)1  -  also    «22  -   <i,  +  <fs)2 

oder  wcun  mau 

ir,  =  ö,  <•„    »r2  =  «,  r£,    <».,  ==  n,  * 

setzt,  den  Wert  von       iu  bx  einsetzt  uud  durch  o,"  teilt 
f  -  «,«  [2** +*  - 1)* -  4«, + -  1 3*) 

+  r,M"*  +  W*-^H-l)s,]  =  0") 

Der  Ausdruck  /"  im  Bereiche  (R,  j-,  c„  ea)  uuzerlegbar.  Denu 
zunächst  hat /keinen  von  ex  unabhängigen  Factor,  da  die  Cocffi- 
cienten  der  Potenzen  von  r,  teilerfremd  sind.    Hütte  f  einen  Factor 

+  80  musste  /'=0  einen  im  Bereiche  (R,  rs)  liegenden 
Wert  von  «,*  ergeben,  was  die  Auflösung  der  Gleichung  f  nach 
als  nicht  richtig  erweist.  Hätte  /  einen  Factor  ae-{-b,  so  hätte  es, 
da  /*,  nur  gerade  Potenzeu  von  <*,  enthält,  auch  deu  Factor  tu -\- 6, 
also  auch  den  Factor  attr-^-b*,  was  eben  als  unmöglich  nachgewiesen 
wurde.  Ebenso  beweist  man,  dass,  wenu  f  eiueu  unzerlegbaren 
Factor  hätte  von  der  Form  ac* -\-lc-\-cy  auch  ae*-\-bt-\-c  ein 
Factor  von  f  wäre,  und  da  diese  Factoren  beide  unzerlegbar,  also 
teilerfremd  sind,  müsste  das  von  freie  Glied  des  Ausdrucks  f  ein 
rationales  Quadrat  c*  sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall  ist.  Damit 
ist  /  in  allen  Fällen  als  uuzerlegbar  nachgewiesen. 

Weiter  erhält  mau: 


1)  Will  der  Leser  tlic  nicht  Ausfall rl ich  entwickelten  Formeln  prüfen,  so 
kann  er  sieh  der  Stücke  eines  pythayoräiselicn  l>reiccks  oder  der  um  Ende  ste- 
henden Tafeln  für  zwei  besondere  Ureieeke  bedienen. 


«i  "3/ 
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=  e*  =  c»  [«*  (x  +  1 )»  -  **  (z  +  2)]  [*< («+.!)« 

+  a*8  [ (x  -f-  1  )*  -f  ars  —  2*  -  2]  -  4**  (x  -f  1)«] 
=  e*  [««(x  +  l)*-x8(x4-2;]i/ 

wio  es  sein  muss,  denn 

^(«+l)»r«*(*-|-2)  =  0 

ist  die  Gleichuug,  die  mau  erhält,  weun  mau  von  vornherein  nur 
das  gleichschenklige  Dreieck  betrachtet,  in  dem  «,  =  as  ist.  Auch 
in  den  folgenden  Aufgaben  wird  sich  durch  diese  Specialisirung  auf 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  aus  der  Kesultaute  /"  eiu  Factor  ab- 
souderu,  was  zugleich  als  Reeheuprobe  dienen  kann. 

h  —  0  bat  nicht  lauter  reelle  Wurzeln,  da  sonst  nach  B)  auch 

-  iOjr*  +  4jr  +  3  -  Ü 

nur  reelle  Wurzelu  hätte. 

Da  A(0)  <  0,  h{\)  >  0,  A(  -  1)  >  0,  so  hat  h  =z  0  mindestens 
zwei  reelle  Wurzeln. 

h  ist  endlich  unzerlegbar.    Denn  da  die  Werte  Jz3  nicht 

h  verschwinden  macheu ,  so  hätte  /<  höchstens  noch  einen  quadra- 
tischen Factor  jr -f-«!.? wo  k,  und  «2  ganze  Zahlen  sind. 

Hat  eiue  Function 

f=  y5+aiy4  +  «^sH-«s^  +  «4^  +  «i 

die  Gestalt  eines  Productcs  (//*-r-«,y-f  «s)  ty3-f  «^44-"^  +  "4),  so 
muss  sein 

I.    u,3— dju,8-  «,(2Ma  —  « ,) -f- "5  +  «i  "s  —  «a  =  0 
II.    »j'-fl^'jS«,- (2«1»2-«a)  +  «as-ast«3+«4  -0 

III.  nau5  —  o5 
also  durch  Elimination 

IV.  «, 2  us  +  a-,  («,    —  «5)  +  its*  -  «a  «s  -f  «4  -  0 

In  unserem  besonderen  Falle  erhalten  wir  daraus  die  Gleichuugen 
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us3  Uj  (2u,  -  3)  -f  u5  +  N,  -  3  -  0 

«,«  :  »f  l-  u* (3  u2  -  3)  +  «,  (2  us  -  3)  +     -  3«,  -  4  -  0 

«*«5  3 

"i 2  us  "h  "i  ("»  —  "5)  -f-  "s2  —  3 1^  —  4  =■  0 

t 

worin,  wie  in  allen  später  bei  ähnlicher  Gelegenheit  crbalteucu 
Gleichungen  die  vorkommenden  Unbestimmten  ganze  Zahlen  sein 
müssen.    Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  die  Cougrueuzen 

,      •  =0,   u,u,==0,   «,==«»==  l  (2 

also 

k,  =  l»,  »i+«j+«,-l=0+l+l-lsO(2 
was  uumöglich. 

Also  ist  unser  Ausdruck  h  unzerlegbar  im  natürlichen  Ratioua- 
litätsbereiche  (1),  uud  da  h  nach  dem  Vorigen  mindestens  2,  höch- 
stens 3  reelle  Wurzeln  hat,  so  ist  nach  E),  F)  h  «=  0  und  /'=-  O 
nicht  auflösbar,  die  behandelte  Üreiecksaufgabe  also  nicht  trigono- 
metrisch zu  lösen. 

11»)    </„    «•„,  «%, 

Setzt 


'  c  4 

rc2  =  ax  c„    »r3  ~  a,  c3,    «s  =  «,  y„    a3  S  a^y,,    1  -  —  =  ** 

+  +  1)*],  jri«  - 

und  dies  in  den  Ausdruck  für  tr3*  eingesetzt,  ergi'ebt 

f  =  e3*  [c,* x  +  ( 1  -  x)  ( 1  -f  x)* ]*  +  x  [*2* -  ( 1  +  x)*  1  ( V  -  )  -  x«)*  =0 

f  ist  im  Bereiche  (R,  c2,  <%,,  x)  unzerlegbar,  was  mau  wie  in  der 
vorigen  Aufgabe  beweist. 

fW  -  H  =  «)  -  (l-x)[e«x-e*x(2x»  +  x-hl) 

-f  e*  ( 1  -f-  x)*  (x»  -  2x*  -f-  6x     1 )  -  (1  +  x)*  (x  -  1 )  (4  -  x)] 

-==(l~-x)g 

g  ist  im  Bereiche  (R,  e,  x)  unzerlegbar.  Denn  zunächst  lässt  sich 
wie  vorhin  beweisen,  dass  g  keinen  von  e  unabhängigen  uud  auch 
keinen  solcheu  Factor  hat,  der  ungerade  Potenzen  von  e  enthält. 
Also  müsste  die  Function  von  8 
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I  -  =  -<J3_<J«x(2x»+x+l)+<Ja-(l+x)s(x8-2x»H-6x-l) 

— *»(l+x)«(x-l)(4-x 

•     .  .  :  -       -  • 

eine  ganze  Function  von  x  als  Wurzel  ö  haben.  Aus  A  ■=  0  §chliesst 
man,  dass  diese  Function  d"  durch  x  teilbar  sein  muss,  so  müssto 
auch  •  ; 

h-^%Xl)  =t  -  xC>(2x»  +  xH-l)-f-f(lH-x)«(x'»-2x'-f.6x-l) 

-(l+x«)(x-l)(4-x) 

eine  ganze  Function  t  von  x  als  Wurzel  haben.  Durch  Gradabzäü- 
lung  erkennt  man,  dass  diese  Function  keine  Constante,  sondern 
vom  1.  oder  zweitcu  Grade  in  x  sein  müsste.   Setzt  man  demgcmäss 

t  =  ax*-\-bx-\-c,  «40 

oder 

f  =  «x-j-A.  a-H-  U 

so  ergiebt  sich  durch  Entwicklung  des  Ausdrucks  »  nach  Potenzen 
von  x  und  Nullsätzeu  der  Coefticieuten  die  Unmöglichkeit  beider 
Annahmen. 

Ferner  ist 

g{e*  -  A  +  4q)  -  (x-  i)[>»-f-(l+4T)*«  +  (-6  +  4p)*» 
-  (4  +  16  0) x«+  (37  +  4  p)  x+  4  p] 

ss  <*+*)* 

wo 

9  =  — ~y    i  e2+t»+i  -  o 

Ich  erinnere  daran,  dass  in  dem  Bereiche  (p)  alle  Teilbarkeits- 
gesetze der  natürlichen  Zahlen  gelteu.    W.  I,  §  174. 

Die  Gleichungen  I— IV  werden  hier 

«,3-t'A4+4(>)-«,  <2i*  +  6-4p)  +  «6+(4  +  4p)tvM+16p-0 

",4  -  '13  +  4  p)  -  «i 8  (3  ««  ~  4P>  +  »i  ( 2(6  +  4  9)  «*  + 14  + » 6  P> 

-f  uj2  -  (-  6+  1  9)  m,  -f-  371  -f- 1  p  —  0 

»s«3  -  4P 

■  »8  +  «,  (0+  p)  *  -    )  +  V  -  ( ~  64 p)  «t + 37  p  =  0 
worin       u^,  «5  ganze  Zahlen  des  Bereichs  (p)  bedeuten. 
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A)  ist  u,  =  </A,  so  ist  k5  =  fi/,  also  u5  =  4tp*,  «2  —  fp1  "* 

B)  ist  u,  =e?;  so  ist  «6  =  1(2,  also  «5  —  £p*,  ft2  =  Sfp1-'- 
wobei  f*  —  1  ist  und  k  die  Werte  0,  1,  2  haben  kann. 

Aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  im  Falle  A) 

«,*+2«  +  l -0(4,   «,+1550(2,  «,-4«, 

also  wird  sie  zu  »|2-M"i  -f-  6-f-38c-f4(r  —  l)p,  oder 

(„|+2)*  =  -[2  +  38«  +  4(«-l)p{ 

das  ist  uuraöglich,  weil  die  rechto  Seite  weder  für  £  =  1  uoeh  für 
t  —  —  1  ein  Quadrat  iu  (p)  wird.  Mau  erkennt  dies  durch  Ver- 
gleichung  der  Cocfficienteu  der  Potenzen  von  p,  weuu  man  setzt 

*,  +  *-*>+'»# 
Im  Falle  B)  ergiebt  die  letzte  Gleichung 

-  f pA+ 1  =  0  (i,   also    /.  =  0,    »&  -  f ,    «8  =  4*p 

das  ergiebt  aber  für  die  letzt  ■  Gleichung  etwas  unmögliches.  Also 
hat  h  keinen  quadratischen  Factor  in  (p). 

Hätte  A  =  0  eine  rationale  Wurzel  x,  so  müssto  offenbar  sein 

x  —  4  5  p2,  also 

(37+4p)«p;  +  p  =  0  (4,    also    1  —  1,    f  1,   x  =  -  4? 

was  aber  keine  Wurzel  von  A  ist.    Also  ist  A  unzerlegbar. 

Da  nun  für  g  und  A  dio  Voraussetzungen  von  X  über  f  uud  # 
zutreffen,  so  ist  A,  also  auch  f  nicht  auflösbar. 

12)    ajfftfaftili  10  (1  —  1).  a.  13)    a,ak  11  "(3— 3).  a 

<*i«sP3  10  (3  -3).  a  "i<V<*:,'  Hb(l-lj-  I 

(ii  Pi  Ps  coustruirbar  o, 1  lc(3  —  3) 

«,p2p3  49»(2-2),  f.  o,<«V  11«»(1-1) 

Nach  ^  ist  diese  Aufgabe  gleichwertig  mit  p,  oder  mit 

«i»  Äi>  Pi>  also  mit  37c. 

14)  k,mk  (A,  V»3  R  40 
A,Asm3  13.  39 
A, »»,  114  B.  46 
Aj  wjj  m3  B.  45 
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15)    A,r  (A,  A2r.  a 
Man  hat  bekanntlich 

.  ; 

t>i  =  ,   also    o.  =»    — =  ~-  - 

C  —  9  ri      A,  —  2p'    P2       A2 — 2p 

r  =  PfPi  -f-P«fpi4-pg)(d+e:>) 
^Ps 

also 

r(Ar -  2p)  ( A2  -  2p)  [-  A„  Aa+  2«,  ( A,  -f-  A» )]  -f  2p'  [  -  A,  A2 

+  p(A  +  A)J  0 

Diese  auflösbare  Gleichung  1)  und  2)  führt  unsere  Aufgabe  alge- 
braisch auf  60)  oder  B.  167  zurück. 

IG)    A,p(A,AjA3p  construirbar 

kommt  durch  A,t#  auf  p,  p,,  p2  —  28)  zurück 

17)  A,p,  (A.A'p,  16(1-1).  I. 

A.AjjPj,  :6(t6<3-3).  r 
A,  p,  p2  B.  137 

Atpsp3  unbestimmt  wegen  Ar 

18)  Aitrfc  (Aj  A.2w,  a. 

AjA^rj  B.  21. 

A,  trt  M\, 
A,  wi  w:i 


Da 


18»)    A„  As.  MT| 


 2  _  1  /  Afc'AT   1 

A.'+A/'  F  (A.'-Afc'H-A/^A.'  +  Afc«  -  A,*) '       '     r  A, 

kommt  mau  durch  eine  kubische  Gleichung  für  A,'  auf  2) 

18«)    A„  wlt  >r, 

Setzt  man 

As'  A,  =  y.    A3'A,  =  r,    2A,  =  14  wp    2A  —  e,tr, 
so  vermöge  des  eben  hingeschriebenen  Wertes  von  «v 

,    (y+^d-H-^i+y-g)     ,     (i-H*(-i+jrH)0+y  *) 

v   ,   3  

oder 
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y*-y»(2c»-f  l)-f-S*(*-l)-j,  .  z(et*  -  u)  -  0 

y'(i+*)*  =  *V+(*8-l)* 
oder  nach  Elimination  von  y 

f  —  Ih4*  7:  «tÄ(4»  - 1)  (»4-  D*^- )*]» 

-[^4+«,»-i«j(«+i)6(«,»-i)«  -0 

Man  beweist  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  «, ,  dass  /  im 
Bereiche  (R,      e8l  s)  unzerlegbar  ist. 

f(et  ~     1k  e)  =  g€«fe*+(c-2)(a+l)if] 

wo  |      ;.  ;. 

g  —  tz-e*  (* + (*4  -b  4  =3  -f  7  z»  + 10 z  -  \ )  -f  4  (z  -f  1  )4(z*-f  2z-2) 

^  lüsst  sich  leicht  als  irrcducibel  im  Bereiche  (R,  e,  z)  nachweisen 

g(e*  -8)  -  -  4zÄ,  wo  Ä= -*  +  6^-f  20«»+48*f-f-55*-f6 

ä  ist  offenbar  im  natürlichen  Rationalitätsbereiche  unzerlegbar,  nach 
//  ist  also  ä  =  0,  g  =  0,  /  ==  0  unlösbar. 

lbd)    //„  tr3 

Setzt  man  f 

VAi  Mi  =  2,    2A,  ä  2Ä,  =  ft,tr3 

so  erhält  man  ähnlich  wie  vorher 

„  ,  _ < 1  +  *>" (-*+»  + «) (1  +  .v - «) 
<•»  —  (1  -f-y1*  — —  — 

oder 

(»H-«)y«  -     - 1 )  f , c 2*»  -  <•;,*)  -  0 
oder  nach  Elimination  von  y 

■  > 

-  [2  H*  +  («"  - 1  )*[  ( 2«  +  If  (2z*  -  ,,,(«  -  1 1 

eine  Gleichung  12.  Grades  für  z,  die  im  Bereiche  (R,  4,  «3,  z)  un- 
zerlegbar ist. 

A*3  =  0,  e:i  =  ,)  =  ^e°-[(l  -f  x(*(|  --z)-e*][(l+*)2(4:*-H*-5)-<2] 

=  *4<**<7lSr 

^(e»«  -i)  „  *-  =  4;<-f  12z4-f7c>-6z«  -5z  +  l 


/ 
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Daraus  ergiebt  sich  die  Sturm'sche  Kette  A,;ä,;..i  .  ..  ä6i  Dämlich 

Ä'  =  ÄI-4.6««+12.423-f7.33a-6.2z-5    L  ' 

4.5*A  -  4  .  52  4-12/1,-4»,,,    A8  =  1  .  5lss-f3e  .  17«3-f2^— 4ü 

i*ä,  =(2.5.  37z  +  3  .  21^,-5*  7»3 

Ä8  -  2  .  5*  .  11  s*+ a8  .  5  .  19*+7  .  11 

2  -5*  .  11*A2==  (2  .  5«  .  11  .  37a+5  .  5603)A3-5  .  37*^ 

'    A4  =  2.5.37?-f-ll  .  109 

2  .  37*  A3  -  (  .  5  .  37  .  11  *  — 10377)  A4  -A6 

A5  =  —  (2  .7.11.  37*+ U  .  109  .  19344) 

*    i«.  1 1  " .  :«•*»*  i#f 

Für  »  —  ±  od  erhält  man  die  Vorzeichenfolge 


—  00 
+  00 


-+-+-- 
+++++- 


Es  gehen  also  zwischen  —  oo  and  -{-  oo  drei  Wechsel  verloren, 
I  =  0  hat  also  nach  dem  Sturm'schen  Satze  3  reelle  und  2  eom- 
plexe  Wurzeln,  und  da  A  sich  durch  Congruenzen  als  unzerlegbar 
nachweisen  lässt,  ist  A  —  0,  also  /"  —  O  nicht  auflösbar. 

19)    A,  w*'(A,  Aj  ir,'  18»  (2  —2).  ov  " 
A,A2tr3'  18b(l  -1).  f. 

AjW|',rt'  ]8<(3-3)      ?         ,.  ;  ... 
Vi  «  lBd(l  -1) 

40)    to,  r  (— m,  »4  r)  0. 

Da 

o,«=  |(2«*-fW— «*»\    r*[la,V -(«i«+fl,S,»]s«lW 

so  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  o,  eine  kubische  Gleichung 
für  wia1,  die  Aufgabe  kommt  auf  3)  zurück.  . 


21)     IHiB  (TO|  TOj  q 

Man  setze 


a^aj,-  *'     «, +«s~y'  '  «h  = 

so  wird  nach  den  bekannten  Formeln 

«,  i/ö~-y)(y8-x8)         1-a?"  2* 


s 
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6ff!x(l+j)  +  (l  -  j<)[*2(3*-i)2-(3*-H)2]  -  0 

also  wenn  y  elimiuirt  wird  (durch  symmetrische  Functionen  yx  und 
y*  —  —       nach  Multiplication  mit  8(c*-l) 

f  -  36  ö4x*  [>* (x  -  3)*  -  t>  +  3)*] 
—  1 2 o3x  [e* (3 x  -  l)»  —  3z  -f  1  )*]  j<*(x*  -  6 x  —  7)  —  **  -f  Gx  —  7) J 
-f.[e*(x-3)2  -  (x  +  0-P(3x-l)*-(3x-f  1)*]'  =  0 

f{e±\)  -  —  12,  36*3(0*  +  2)2 

wie  es  sein  muss.    /*  ist  im  Bereiche  (R,  *,  ff,  e)  irreducibel. 

f(e  ^  2ö(x-  4)[4ö4x*(x  -  9)  -4ff-x(9x  -  l)(s*  —  \Cx  -  7) 
+  (x-9)(x  -1)*(9*-1)*]  =  21(x  —  \)g 

ist  in  (R,  r,  ff)  unzerlegbar,  also  ist  nach  N  f=>0  nicht  auflösbar. 

22)  m  Qk  ('"i  "'a  "»a  Pi  21(1—1) 

'«iWis('3  (21(3—3) 
™1  9i  Ps  constrnirbar 
r«,  ps  ps  B.  29 

22«)  mlQiQ3 

geht  wegen  A3  in  >«,/*.,(>,,  also  in  l^vi^g^,  d.  h.  in  57d  über. 

23)  m,  «?t(w,  »v,  a. 

"V:i 

Bei  diesen  wie  bei  andern  Aufgaben  versuchte  ich  zunächst,  die 
Seiten  zu  berechnen,  kam  aber  auf  abschreckend  lange  Rechnungen, 
als  ich  die  allgemeinen  Elimiuationsmcthoden  anwandte;  erst 
nach  längerem  Nachdenken  fand  ich  die  richtigen  Wege. 

23")    wij,  ms,  w, 

Berechnet  man  aus  den  Formeln  für  w,   dio  Werte  et,*  und 
ausgedrückt  durch  »t,*,  w<3*,  n.  *  und  setzt  sie  in  die  Beziehung  r 
für  tr,  ein,  so  erhält  man 
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+2.,-  (-  HH  [*,• 

also  eine  Gleichung  4.  Grades  für  a,8.  Damit  kommt  die  Aufgabe 
auf  8d  zurück. 

23b)  w„  m*  «,3 

Giebt  ähulich  wie  vorher  eine  Gleichung  4.  Grades  für  <i3s. 

23c)    m,  w-j,  tr, 
Man  hat 

-  f««s[—  («i— <"»),+  »i,| 

also  wenn  man  setzt 


so  wird 


«i  —  «a  _  y  »l  _  c  »i  _Ä 
«*  +  «h      '     »'i      '    «j  2 


a*    =  **(l+x) 

t   4m,«[a  -  »ki+«)  - « i 2  (**  +  ig 

und  dies  in  die  Beziehung  r„  eingesetzt,  ergiebt 

/=  +«)«  [(7-«$(l+*)»(3-«)-«,»(3**+2*-f-3)]» 

—  16(1  -x)(l  +  Sr)*V[(l-')(l+')-"i8f^4-l)C(7-^(l+'-)-ll] 
+  64  e*  1(1  -  *)  (1  +  ff)  -  e,*\  [  ( 1  -  x)  ( 1  +  x)  -  e.x  8  (x8  -f 1 )  I 

x  Cd -«•)»-«,»]  =  o 

Daraus  wird 

Archir  d.  Math.  u.  Phy«.  2.  Reihe.   T.  IT  II.  19 
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f{H*  _  H*  =  Älj  =  c«[e»(3x*-2x-|-3)  -  (1  -x  '(1  +*)*  +  3)] 

[e*  (3  x«-f  12x6-f  I8x*  + 1 2  x»  +  3««  —  1 6) 

+        -  x)(l-r,x)(t-6-4x5  —  19x*~  12x3  -19xl-f-32) 
-  1G(1  -  x*)3(1-|-.t)3]  ct  u 

wie  es  sein  muss.    Ferner  wird 

fi<H  -  h  «■  =  «)-  *6[«40+*)S(*2  -2x-7)> 
+  32(1  +  x)*(l  -x.M-  128(2  -r)*]  =  x«? 

/  ist  im  Bereiche  (R,  x,      «,),  «7  im  Bereiche  (R,  x,  c)  unzerlegbar. 

WO 

.      8(l-fx)*(s*     4x»-10x*  —  2lx-f2  .  49)-74(2-x)* 

oder 

Ä  =  8(1  +  *)* (x» -  2x*  -  14 x - 49)  -  74  (x  - 2) 

Die  Unzerlegbarkeit  von  h  beweist  man  leicht  an  der  transfer- 
ierten Form 

h  (x  =  ^-l)  .  4=1  =  2&- 257 -  4  7^-8  .  38*8S— 2  .  7«*4 

+  2».  3.  7* 

Die  Anwendang  des  Satzes  N  anf  g  und  h  ergiebt  wieder  die  trigo- 
nometrische Unlösbarkeit  der  Aufgabe. 

23d)   m,,  trs,  »r3 

Es  ist 

Selzt  man 

* B«,    »  =  e  »«  -  e> 

so  wird 

2wl»12*+g,a(*+i)«]        ,  2xm,»C2x-K,*(*-H)'J 
"*        x(2x+l)2       '    a*  "  (2x-hl)* 

t  WH^0*[4x+^(l-2x^] 
°*  =  x(2x+l)* 

di*'s  eingesetzt  in  T,  ergiebt  nach  Multiplication  mit  x\2x+lj6 
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4-2V^(x4-l)i[2x^*(x+l)^[2x^^+l)*j[4a:^,/(^-l)J 
+2,3^+l)*[2a;+ea«(a:+l)2][4x-e3«(2x^l)][ir,x* 
-^(x+l)*(2*-l)»]  =  0 

/ist  in  (R,  x,  «a,  es)  unzerlegbar. 

=  4  ==  p(2x-fl)[e*(x+l)*(2x-l)-4x][«*(a:-f  l)»(8a:«+24x» 

+30x*+4xs-9xs+2) 
-4eM^64-12xS+29x<-f-50x3-i-37x»+8x-l)-64x»(x+l)3] 

wie  es  sein  muss.  Ferner 

=  2)  =  lG(2x-fl)^x«(2x+l)(xsH-^+l)8 
+I6esx8(x-f-l)«(x— l)(x+2)8+16(xH-l)*(x-f2)(a;-l)?(2xaH-3x-l)] 
=  J6(2x+l)V 

/,,      und  «7  sind  in  (Ä,  x,  c)  unzerlegbar. 

Da  /  vom  12.  Grade  ist,  so  müsste,  wenn  f  —  0  auflösbar  wäre 
nach  den  Sätzen  Gr,  Ä"  und  H'  f  nach  Adjunction  einer  Wurzel  £ 
einer  unzerlegbaren  Gleichung  g  =>  0  entweder  sechsten,  oder  vier- 
ten, oder  dritten  oder  zweiten  Grades  in  Factorcn  bzhw.  2  ton,  3ten, 
4ten,  6ten  Grades  zerfalleu,  die  iu  (?)  irrcducibel  sind, 

a)  q  =  0  vom  6.  Grade. 

Sondert  sich  durch  die  Substitution  eä  =*  et  =  «  von  P  ein 
Factor  äten  Grades  ab,  so  muss  d  eine  der  Zahlen  2,  3  sein,  weil 
für  6  —  1  die  Function  /",  oder  /"„  einen  Factor  ersten  Grades  er- 
halten müsste. 

Da  nach  Adjunction  von  |  jetzt  alle  Factoren  von  /  zweiten 
Grades  sind,  müsste  auch  für  9  -»  2  ft  oder  fs  einen  Factor  ersten 
Grades  erhalten,  dessen  Coefficienten  rationale  Functionen  der  Irra- 
nalität  £  zweiten  Grades  sind.  Das  ist  für  /,  nach  M  unmöglich, 
für  würde  es  das  Vorhandensein  eines  rationalen  Factors  zweiten 
Grades  bedeuten,  gegen  Voraussetzung. 

ö  =  b  ist  nach  denselben  Erwägungen  unmöglich. 

b)  q  —  0  vom  4.  Grade. 

Durch  c,  =  =  e  soudert  sich  aus  q  ein  Factor  vom  Grade 
I  -  1,  2  ab. 

19* 
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Für  S  =  1  würde,  da  jetzt  alle  Factoreu  von  f  3ten  Grades 
sind,  ft  einen  Factor  2ten  Grades  bekommen,  danu  wäre  aber  /»  re- 
duzibel. 

Für  S  «=  2  müsste  ft  einen  Factor  2  ton  Grades  bekommen, 
dann  hätte  aber,  wie  man  durch  Normenbildung  erkennt,  /*  einen 
rationalen  Factor  vierten  Grades. 

c)  p  —  0  vom  3.  Grade. 

Für  ^  —  <?,  «3  =  2  würde  sich  von  q  ein  Factor  vom  Grade 
d  =  1,3  absondern.  Da  jetzt  alle  Factoren  von  f  vierten  Grades 
sind,  müsste  g  dann  einen  linearen,  also  auch  einen  Factor  von 
niedrigerem  Grade  als  9  haben ,  gegen  Voraussetzung.  Für  6  =  3 
müsste  g  eiuen  unzerlegabren  Factor  von  niedrigerem  als  dritten 
Grade,  also  auch  einen  rationalen  Factor  von  niedrigerem  als 
9ten  Grade  haben,  gegen  Voraussetzung. 

d)  q  —  0  vom  2.  Grade. 

fx  oder  ft  müssten  durch  die  Substitution  et  =  «3  =  e  einen 
Factor  von  niedrigerem  als  4ten  Grade  bekommen,  was  nach  K  un- 
möglich. 

Also  ist  auch  diese  Aufgabe  nicht  lösbar. 

24)  m,irt'(ro1m:J«V    23»  (2 —  2).  n. 

in.mjtra'    23'' (l—  1).  0. 

"V  »t*   -3c(3  —  3) 
23J(1-1) 

25)  rp,(rwVr2  B.  218 

26)  rtri(rif|,  ws 

Für  «t  =  a%  =  a  wird  w,  =  ws  ~  10,  und 


r 


«u  V<t(2a  +  <*3) 


37*  V2-|-'sr 


/■=«*(*  + l)»-(2-*)x*(2+:r)*  -0 


ist  in  (R,  a-,  *)  unzerlegbar.   Man  hat 
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/(e2  -  11)  ee  o  =  *6+2x*  -4x8+3x*+22x  +  ll 

,l-5**+2   4*»  _4  .  3x2 _|-3  22+21 

Y  =  5  .  2x'+2  .  2  .  3x*  -4  .  3  .  x  +  3 
„in 

^-5.2x*+2.2.2x-4 


Man  findet  für  die  Vorzeichen  vou  j  für  verschiedene  Werte  von  x 
und  für  die  Anzahl  v  der  Zeichcnwechsel  von  g,  g\  —  gw  für  den- 
selben Wert  von  x  dio  Tafel : 


* 

9 

'S 

9U 

,<7V 

!  V 

-3 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

5 

-2 

> 

< 

< 

> 

< 

> 

4 

—  1 

< 

> 

3 

0 

> 

> 

> 

< 

> 

> 

2 

1 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

0 

Darnach  liegen  (A)  alle  reellen  Wurzeln  zwischen  —3  und  1, 
die  drei  negativen  Wurzeln  liegen  zwischen  —3  und  0.  Da 

g  ~  x*+2x*-f  3x2-4-(22x— 4-r3)-fll 

hat  g  Keine  positive  Wurzel  zwischen  0  und  1,  also  überhaupt  keine 
positive  Wurzeln,  souderu  3  reello  (negative)  und  2  complexo  Wur- 
zeln. Da  #  offenbar  auch  unzerlegbar  ist  (wie  ich  hier  wie  bei  allen 
andern  Aufgaben  bowicseu,  aber  wegen  der  Leichtigkeit  der  Beweise 
nicht  immer  hersetzte^  muss  nach  /*  uud  E  g  =»  U  uud  —  0  un- 
auflösbar sein. 

27)  r  tff,'(r w,'  u-S  20 (3  -  3) 

28)  qUqq1q,   B.  14«J 

29)  Qta(g  wlwt 

Man  sotzo 
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i  —  ,       e    —  ,       q«  +  q3  _  r       a8—  «s_„ 

~  =  en    :_  —         ~    —  *■>  — — —  =  y 

so  wird 

.  |/  i  -  v*     9  _  Hi*-»  l/(*"lHy  +  l) 

*  _  l-fx  r  x*-j,2'    Jß8~      1+«      F  2(x-yj 

oder 

8«8s(x  +  J)J'(x-y)-(x-l)(y  +  l)(2H-x-y)2  -  0 
Eliminirt  man  y  aas  letzterer  Gleichuug  und  setzt 

(»-{- 1)*  —  ««  =  Af 

so  wird  die  Resultante 

f  ==  64xV^2+16*-s^3/[4(x+  l)V+*f  &«-7)*H«,l 

+  «I«(*-l)*[4^«(x+l)"-*,(«+a)?  -  o 
/*  ist  im  Bereiche  (R,  et,  <?,,  x)  unzerlegbar 

/"(«,  -  <*)  =5  «4(*+])[4«V+l)*+**(*--3).l[16«*x(«-f-l)« 

-4««(7«,H-*H«— D+^asH-B«— 8)] 
wie  es  sein  muss.  Ferner 

f(W  -  -4«,*+l.  elSi) 

=  e*(x-l,  [G4*«x(H- 1)4-1  e^x+lj^+SxS-j-Ox+l) 

+  Nc2^l3^*-f  18x'-Kx2-j-14.r-f5)+x4(xs+x2-13x-5)]  =  •*(*  -l/p 

Wie  in  nd;  beweist  man,  dass  g  im  Bereiche  (R,  e,  x)  unzer- 
legbar ist. 

g  (e,J=-4)  sUs'  -3x«    42xa-34x*-30xJ— 14x«-5x- 1 
h  -  7x6-3  .  6x*— 42  .  5x*  -34  .  4x3-3()  .  3x*-19  .  2x-5 

—  -  7  .  3xa-3  .  3  .  5x«-42  .  5.2  .  xa  -34  .  2  .  3x»-3'J  .  3x— 14 
7,111 

5—  =  7  .  5x*-3  .  5  .  4*3-12  •  5*»-  34  .  2  .  2x-30 

4!=  7  .  5x»-3  .  5  .  3x*-42  .  5x-34 

r-j  -7.3.  x«-3    3.2«-  -42 
o . 
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Hier  findet  mau  die  Tabelle 


x       h    A*   A«  »IM    Aiv  /,v   ;,vt  Avn  |  V 


9 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

0 

8 

< 

> 

> 

> 

>  ■ 

> 

> 

> 

1 

0 

< 

< 

< 

< 

< 

< 

> 

1 

-i 

< 

< 

> 

< 

> 

< 

< 

> 

5 

~\ 

< 

> 

< 

> 

< 

< 

> 

6 

—4 

> 

> 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

6 

-5 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

7 

Darnach  liegen  die  reelleu  Wurzeln  von  A  zwischen  9  und  —5,  uud 
zwar  nach  A  mindestens  2.  Wären  allo  Wurzeln  reell,  so  wäre 
das  Produet  ihrer  Beträge  kleiner  als 


also  kleiner  als  1,  während  es  doch  gleich  dem  Betrage  des  con- 
stantcu  Gliedes  von  A,  also  gleich  1  sein  müsstc. 

Also  bat  A  höchstens  5  reelle  Wurzeln. 

A  —  0  ist  auch  utuerlcgbar.  Denn  offenbar  hat  A  keine  ratio- 
nale Wurzel.    Für  einen  quadratischen  Factor  uäro 


A  =  (*Ä+«J**  +  «4Z5  +  "6a:*-r-"6z-|-u7) 

mit  gauzzahligcn  u.    Das  giebt  ausgeführt 
I.    V-f  3h,*  -  H,3(4u4-f  l2)-u,»(9u,— 34)-f  H,(3u,»-f-84u,  -3'») 


II.  u,  6-f  3u, *  -  »I4(6u,+ 1 2)  -  u, »( 1  2h,  -  34) +h,  *(Su*+ 1 26u,  -  30) 

+«,('.  «,«-68u,-f  14)-(w,s-r-4-'H,»-30H2-f-5)  -  0 

III.  U,U7  =  —  1 

IV.  -h,*h,— «i*  •  3Hs-r-«1»(3H,*-r-42ui)-f-H4(eu,»-34Hs-H7) 

-(Hj'^Hj'-SÜHj-f  5)  ~  0 


+H4-j-3K,2  -34«s-f  14  =  0 
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Daher 

M,  =  f ,    «7  -  —  e ,    c*  =  1 

u1»4-3u/-uJ»(4«+42)-u1»(9«-34)+tt7(S4c~24)-35c+17  -  0 

«1I+3u1»-u14(5c+42)-u18(12€-34)+u1*(12e«-24)+ul(-68£-f-23) 

+29«-47  -  0 

-u1«-3u1»-f-u1*(42+3c)+u1(6«-33)4-29— 47«  =  0 

-u1»£+M1»(l-30+«i(2+37f)-35£+17  =  0 

-«i3H-V(H-5)+«i(2— 110+29-47«  =  0 

u,»(4«+4)—  4e«ttl-12f-f  12  -  0 

V(«+1)—  12iu,— 3«+3  -  0 

Da  t*t  eine  ganze  Zahl  seiu  muss ,  folgt  aus  der  letzten  Glei- 
chung 

£  =  1,   u,'  — 6«!— 0,   u,  =0,6 

keiner  dieser  Werte  genügt  aber  der  drittletzten  Gleichung,  also  hat 
A  keinen  quadratischen  Factor. 

Wäry 

h  =  (x'-j-U,  XI-f-«aX-}-u)(j!,|-|-tt4X3-|-t*öXa«-f-U|,X-f-|*7) 

so  wäre  für  gauzzahlige  u,   .  .  u, 

l  u/+3uJ>-«J»(3«1+42)-u1(4u,-2«3~34)+ui«+42«,-r-3«*3 

-30 -uj  -  0 

II.  HjO+S«,*-  M19(4M!f-f62)-t/1»(uK3-3K5f-34)tta— 42tr8 

•f  u,  (3iv4-84  «3-f  6«a  -  30)-f-:J,Ht*— 2«,  «j 
— 34uÄ—  42u3-fl4  =  0 

III.  Ul«u8-fu13(3«8-«3)-«J*v3«15!+42u2-3u3) 

-  u,(G«,2— 4mxu3  -34u,  -42«3) 
+u/-j-47ut»-f  :«s«3-30u8-u,'-3l«a-|-5  -  (J 

IV.  U3H7  SS  —  1 

also 

V.  -  u/u,  -  U|l(3«t- "3)+»,(2u,8+42«]l-f  :3u3+u,) 

+8ug* — tUf  ua—  34u2  -  4'iu3-}-44  — •  Ö 

VI.  „I*(_„8«-|-CM3+W7)+u1(-3,tj»+2«,«3+14)+«8'4-47«8» 

4-Cu„u3  -3<  uj-ug*-  81u3-f5  «=  0 
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VII.     «3  —  f,         —  —  f,     t*  —  1 

Aus  I.  folgt 

«,+  «i  —       +    +  l  —  1  =  0(2    oder  -»,)  =  <  (2 

aus  II. 

k  +  «i  -        -  1)  +  «i  «j  +  «i  ES  0  (2,  also 

0(2,   «,  =  «i(2 

Aus  I. 

V  — «i3-Mi4(— «s+2)tt3!(2us  — 2f-  2  +«,»+2«,—  e+f==f(4 

oder 

„2+2)+2Ul+2  =  0  (4,    also    u,  =  u,  =  1(2 

Aus  II. 

•  2-(u2+£-2)+u,(-1+2£+2)-1-2£-2-2e+2=0(4 

oder 

-«„-£  +  2(4,  «,«2-1(4 

Aus  III. 

2-£-f-u,(2-f£-f)-(3— 8t+c)-«1(2+2t  -20+«i+2— 2+2e— 1  -2* 

+1  ==  0(4 

oder  — f  +  1  =0(4 

Aus  IV.  uud  V. 

— Ml- (3- l)+t>,(2+2+3-l)+3— 2-2+2  =  0(4,  oder  «,=  -1(4 
Aus  I. 

1+3«j-(3w2+2;--u,(-:h2-2- 2)+ 1 +2*, +4+2+1  =  3(8 
oder  «,  -3t»,  =  0(8,      «3  =  3«3  (8 

Aus  II. 

u,+3— a,(tt+2)-(.'«,-3-2)-f  «,(3+4— 2-f-2)+3— 2  -  2  -  2-  2=0(8 
oder  -«i+3  ==  0(8,      u,  =  3(8,      u,  =s  1(8 

Aus  I. 

l_5„l_9(-lii_6)-ti1(6-2  -  2}+l— C+3+2+1  =0(16 
oder  8-7«,+5«,  =  Of  16,      «,  =  -  6Ml+8(16 

Aus  II. 

«1+3+7«I(4-6)+7(3«J+8-3-2)-r«1(3+4+6+2)+3-2-2-2-2 

=  0(16,  oder 
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7«,+38  =0(16,    ^«  =  -5(16,    «,=  1(16 

Aus  V. 

— 3—9(3— 1)— 5(2- 6+3-1  )-f3— 2-2+6  -2  =  0(16  oder 
—8  =  0(16 

Das  ist  ein  Widerspruch,  also  hat  h  auch  keincu  kubischcu  Factor, 
h  ist  unzerlegbar,  k  —  0  ist  uach  dem  Kroneckcr'sehm  Satze 
nicht  autlösbar,  ebenso  nicht  f  —  0,  nach  E. 

30)  Qw/iQw'iWi' 

Setzt  man 

-* ,  =  *„       %  =  fg,  as  +  «3  ==  a,  i,    «5,-03  =  0^ 

so  wird 

K~*  —  1  *  -  y  —  2  1  /~    T  — y 

(x+l)(x*-y<)'  *~         2        K  55(iH-l)(*~») 

Daraus  erhält  man 

-  0 

oder  wenn  aus  letzterer  Gleichung  durch  Normbildung  y  eliminirt 
wird, 

/=  64e,4**(H-'  )*A/M-16^(H-l)M^iV+l)* 

-=[c1»(xH-l)'-'][4««(xH-t)-(x=2P(-l)*  =  0 
worin 

gesetzt  ist.  /  ist  iu  (R,  e„  c?,  x)  unzerlegbar.   Es  wird 

f  '{ex  -«,=  •)-  (4cV-r-:)=(^-2)«]|l6x(x+l)  3/[e«(x+l)»4- e  -1] 

[4«»<x+l)-(*-2)*ll 
wie  es  sein  muss.  Ferner 

/•(«,»  -  1,  *s  =  c)  =  x«]256c*x(a:+l)8-32c8x(x4-l)(x«-f-3x-16) 
-  (*+2)(x-l)»]  ==  x»(=l)  =  0 

g  ist  im  Bereiche  (R,  e,  x)  unzerlegbar. 
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g  (e*  «  ^==A  =  z5-12x4-|-73x3~=10x2--292x  +  128 

Ai  =  5x4  -  12  .  4x'-f-73  .  3x»~ 10  .  2x  — 292 
Ä^  =  5  .  2x' 11.2.  3x»-f  73  .  3x  -  10 
A11 

—  =  5.2x»«12.2.2x+73 
j-j  =5x  — 12 

5!  1 

Wir  bekommen  die  Tafel 


X 

A 

ftl 

A» 

AiH 

Aiv 

Av 

1  V 

-2 

< 

> 

> 

< 

> 

5 

=  1 

> 
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> 

< 

> 

4 
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> 

< 

< 

> 

< 
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< 

< 

> 

> 

< 
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< 
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3 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

0 

A  —  0  bat  also  die  reellen  Wurzeln  zwischen  -2  und  3,  nämlich 
1  Wurzel  zwischen  —2  und  —1,  und  3  oder  1  Wurzel  zwischen  2 
und  3.  Im  ersteu  Falle  wäre  das  Product  der  Wurzeln  positiv, 
während  es  wegen  des  Endgliedes  von  A  negativ  ist.  Also  hat  A  3 
reelle  und  2  complcxe  Wurzelu.  Ausserdem  ist  Ä  wieder  irredu- 
cibel,  also  ist  nach  Kronecker 


nicht  auflösbar. 


A  =  0,   o  -  0,   /•=  0 


Es  ist 


31)   Qiitk(Qu  e2wi  o- 

eiQiwt  B.  233 

Pi  *t  wt 

eitvttr3    30(3 -3)  (13) 
314)    Qu  P«,  wi 
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QiQk+QkQl-t-  2pjtp, 

Dies  giebt  hier  eine  cubische  Gleichung  für  p3,  damit  ist  die  Auf- 
gabe algebraisch  auf  4)  zurückgeführt. 

31c)   p„  tc„  «?ä 
Setzt  mau 

—  3  —  =  es,    «2  -{-  aa  =  a,  x,    «2  -  a3  =  a,  yi 

so  wird 

oder 
oder 

/=64<-i4x2(x-l)^/*+16^2XiVf4r1V—  i)«-fe3«x*(*  -  1)*(**— 2»— 7) 

/"  ist  im  Bereiche  (R,  xv  c„  )2)  unzerlegbar. 

/(c1=«3l=e(x=l)cS!f4es(x  -  l)2-f  x»(x-3)][l6z(s-l)V 

-4cV-l)^7^H-*JI+^-l)+*2(*+l)j;(xär+6x-3)]=(x+l)«fV 
wie  es  sein  muss.   g  ist  in  (R,  «,  x)  unzerlegbar. 

j/(es  -  |)5=W*+ 1)  =  (x-|-l)(^-3x-f-23  -llxl-4^+2) 

/<  ist  im  natürlichen  Rationalitätsbereichc  unzerlegbar.  Aus  diesen 
Eigenschaften  von  g  und  h  folgt  wieder  die  Unauflösbarkeit  vou  f—0. 

?2)    ^tet'^jf,»,'    31^)  (3-3)  a 
Pi  ('s  ,pa'  construirbar 
9n"-i'»V    3F)  (12)  (3-3) 
fft«    W)  (13)  d-2) 

32b  geht  aus.  der  construirbareu  Aufgabe  86»)  durch  dio  construir- 
baren  Substitutionen  (B)  (1—1)  hervor. 

33)   «v«y  (WjUfctp,'   1ö«=  B, 
tcj  ws  tey  6(3—3) 
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33»  (1  —  1)  n 

'S.',*  führt  auf  )8C  zurück,  wegen  dar  Beziehung  B.  für  i  — »  1. 


IN.   Stücke  dreier  Sorten. 

31)   «, /</(«,  A,  «*,  b  35)   rt,/i*r  (ff,/i,r  b 

«j'AjWjb  a,A-2r  B.  92 

fl,7»2wi,b  26)    «,7iit(a,  A,  p  B.  144 

a,  A2»nab  B.  184 
fl,  A2  w3  0 

37)    «,A,p,    KA|p,      3S)   <r,A*«v  (aJAsfri  coustruirbar 

"i  /'.,  u.j  d| A3  "*s  3  .  36 

«J*2P3  «3A»K'3  b 

38»    rt,  7/,  »r2 

Durcli  das  rechtwinklige  Dreieck  aus  A,  und  *,  ist  der  Winkel 
— ^     zwischen  ä1  und  v,  bestimmt,  die  Aufgabe  kommt  also  zurück 

auf  <r,,  Ä„  «s—  er3,  das  ist  in  dem  anfangs  erwähnten  Buche  Peter- 
sens die  Aufgabe  314. 

3ob)    av    A,,  M',, 

Zieht  man  aus  w9  den  Wert  von        setzt  ihu  in  A,  ein  und  nimmt 
-»  *  als  Unbekannte,  so  kommt 

io*ktW  -4wt*«l**«(l+r)«+ipt*(l+*)«  -  0 

eine  auflösbare  Gleichung. 

38«)   «„   A„  «, 
Man  setze 

so  ist  die  Aufgabe  äquivalent  mit  «„  d,  e.  Durch  Elimination  von 
a3  ergiebt  sich 


302  Kor nfl f.   Ueber  die  trigonometrische  Losung 

f  ist  im  Boreiche  (R,  e,  d,  x)  unzerlegbar.  Ferner 

A*a  =  «2  =  h   &  -  -  i)  -  3(*  - « )(.r&+**-f  *4  *-  *4)  =  3(*-lfc 

<7  ist  unzerlegbar.    Nach  Ar  ist  nun  /  —  0  nicht  auflösbar. 

39)    «,/<*«•/'(«,*,<  38M2- 2)1  40)    ainUr(a|mir  6 

«,*,*,' 38*(3-S)a  a,mär  b 

OjÄjW,' 38c(3-3)  41)    a.mjtp  (ajw,  p  a 

a,W38J(3-3)f 
a,  Ä2ttV  3f(l—  1)  f 

41»)    «j,  e, 

Man  hat 

V(«i+<vK)  -  (— «i++«a)  h*-<a,-a8)«[ 
Setzt  man 

ai  +  aa  =  2«,2,    m,  ~  a,  m,    p  =  ax  a, 
so  wird  nach  Elimination  von  at  und  o3 

(2*-l)(x*-m2)-o*(2*-|-l)  =  0 

eine  auflösbare  Gleichung 

4lb)   a„   m*  p 
Setzt  mau 

Q  =  a1ai    a3  =  a,  x,    roÄ  =  a,  m 
und  climinirt  aus  den  bekanuten  Ausdrücken  o*.  so  wird 

/==  16a*l(x  -I)*=4m*]-f-8ff*[(x-f-l)f— 4m*](3«,+2x-fS- 4m«) 
+[(*+l)»-4m»]»[(«-l)«-4m«]  -  0 

/"  ist  in  (R,  a,  m,  .r)  unzerlegbar. 
f  (»» -  |   „«  =  I)  =  (,  -  i)(x5+3^_5l3_  £xi  +  »^W) 

g  ist  in  Ril)  unzerlegbar.  Da  f  vom  6fen,  </  vom  5ten  Grade  ist, 
muss  f  —  0  nach  A7  nicht  auflösbar  sein. 
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42)    aitnkQi{ehmiQl    41*  (1—1)  a       43)    a,MKw,  (a,™,«-,  a 
«,»»,(»*  41*  (2—2)  a  o^jtr,  a 

4tb(l  —  1)  «i«t«i  a 

41b(2-2) 

4lbi3-3)  a 
43*)    a„    «,,  fr, 
Setzt  man 

a*  =  2m* 

in  die  Beziehung  i'  für  w,  ein,  so  erhält  man 

Das  ist  eine  auflösbaro  Gleichung  für  a,2. 

a  2 

also 

V(aj+«,'  =  a3«,[<2"3+--),-2,1«] 

eine  auflösbare  Gleichung  für  a8. 
43c)    a„    »4,  »r, 

«*4  =        +  -  «a «,  [4  V - («, - «1 )*j 

eine  auflösbaro  Gleichung  für  as. 

4'3d)    a4j    ms,  ir3 

eine  auflösbare  Gleichung  für  «4. 
43c)    a,,    ro,,  w3 
a,*  —  2<r8s-=2a,2,    m-jVs-Hi)2  =  «3«,  [4m8l— (a3— a)3] 
eine  auflösbare  Gleichung  für  a3. 

43d)   a„    mti  u>3 


304  Korn  eh:  Ueber  die  triyonomelrUrhe  Lösung 

-      -«,'+2-,',  -  -2«,,»] 

eine  auflösbare  Gleichung  für  « 

44)    a,nii?n'  (Of  48»  (*— 2) (1    45)    «,rp  (a,rp  B.  125 

ajWjrr/  433(1  — 1)n  4S)  <isrp*  (a,  rp,  45(1  — 1)  f 
a,  43«  (2— 2)0  0^45(2-2)  f 

ajirigw^'    43d(l— l)(t         47)    fl,rwi  (^rir,  B.  31G 
rtimi«s'    43«(2—  2)a  a,nrt  a 

47b)    a,,    r,  trs 
Man  hat 

*t  1=3  K  +  ffi»1  r~- 

dies  eingesetzt  in 
crgiebt 

eiue  auflösbare  Gleichung  für  a3. 

48)    «rwft'farw/    47»(2-2)  f       40)    a, p*  (a,  p  p,  B  129 

«,»■«;    57b(l«l)a  «,pps  I2c(23)(l-l)f 

TO)    a,  Qtoi,  («,  p  fr,  a 
a,  p  wi  a 

5(3*)    o,.    p„  »r, 

Setzt  man 

rt3  +  a*  =  «i  x»      -  "s  =  «i  y<    9  =  «i       ""i  ~  «i  <"i 
so  wird 


also 

2         4g»(r4-l)-fx-l  t  s        -4<T<(*4-l)+(*-l)(*«-l)  , 

*    -        "  4(r  -1)         '        '  C    ~  '  4(*-l) 

oder 

*»e«  -  (*  +  l)f[(*  -  1)*  -4a8]  =  0 

eine  auflösbare  Gleichung  für  r.  Dadurch  ist  die  Aufgabe  auf  10) 
zurückgeführt. 
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&Ob)     «„     p„  ir4 

Man  hat 

4p*(as  +  a3  +  a1)  =  (-a2  +  «3+«,)  [as*  -  (as  -x,)«] 
Eliminirt  man  ns,  so  wird 

16*«»*—  Sf1^^  -  ^ia,)atr1*j(2«3a1-u>4«) 


durch  diese  auflösbare  Gleichung  für  a3  kommt  50b)  auf  10)  zurück 

51)    a,  Qirk    («,  p  «V  «l 
51«)    «,,  p, 

Man  hat 

4pp,=«,   -(•,-*>',  ai  +  fla  +  rt7 

also 

«s  -  %  -  V«t* -~4Pi  p*,    03  +     -  a, 

Pi  —  P 


Diese  Gleichung  4.  Grades  für  p,  führt  die  Aufgabe  auf  4C*)  zurück 
51b)    a„    p„  tr8* 

4p»(ai-fa1  +  a, )  =r  [a,'  -  (a3  —  «,)*]  ( -  «,  -|-  a3  +  a, ) 
Setzt  man 

p  =  a,ö,    w,1  =  axe,    a3  =  ,c 
and  eliminirt  af.  so  kommt 

Arch.  <].  Math.  n.  Pby*.   2.  Reihe.   T.  ITH.  2  0 
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f=  lG^lIx'-^-l)«*]  -  8ale8x(x-l),[e*(*-l)8  +  2xs+2*] 

+  ««v'x  -  l)*l4x2-«8(x-l)8]  =  0 

f  ist  in  (R,  o.  «,  x)  uozerlegbar. 

/■(««=  i)  =  (x-j-l){t6ö4(3x-l)-8<J»x(«-l)t(2a;S-x  +  1) 
+  (3x-l)(x-l)*]  =  + 

ist  im  Bereiche  (R,  a,  x)  irreducibel.  Nach  N  ist  /  ~  0  unauf- 
lösbar. 

52)  aiQitci  (al(fltPt  5t*  (1  —  1)  Q     53)  a,p*«V(«i  p,  tr»'  51»(1-1)0 

ajp,»^  ölb  (,-1)  OiPiWs'  50b(l— l)a 

a,P*«>n51*  (2—2)  Q  a,  psu»,'  50»(2— 2)0 

aiQtwt  50b  (2—2)  n  aiP»**'  51^2-2) 

a,psws  51«  (2-3)  (2-2)  «iPs'V 

50e(23)(2-2)  a 

54)    «wt«!'                 38*  üx  t       55)  A,mxr  {k.m^r    B.  106) 

a,.*,  <     1W-1)  Ä,u?i«  a 
a,  ll°)2-2) 
aiwiwi'     38» #2  f 
a,«,»,'  llb(2-2) 

55b)   /<,,  r 

l  -  -03»+?/' -  +  2»V    *»ifV  =  4«if «.'-(«i'  +  V  -  aiV 
a  * 

«8  «8  — 2*!» 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Elimioation  a3  und  a, 

64Al*r*a/     (ai4-taä'wsl+16Al,rV-8Alaal8.'as*  +  4aa»V 

-8/i,*r*)  -  0 

Diese  Gleichung  vierten  Grades  für  a,8  führt  die  Aafgabo  auf  J)f 
zurück. 

5G)   h,mk{>  (/'i  «*,  9  B.  14ö         57)    km*Pj  56*(1— 1) 

jk,  t«3 p  coustruirbar  *,  «h  Pt  56»  (2  -  2)  t 

Äjmap,  56b(l-l)  f 
A^p,  56b(2-2)  t 
/.,»«,(,;,  56b(3— 3)  f 

56°   /<,,   '«•_•,  p- 

Man  hat 
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p'fpi  +  p/) 


Vp,  e2 -f  P,  e3  +  PsP3 


TO  _  1 1  As*(2?i +p)!I+2p3(*p1  —  p8)p, p,+ (p, p,)* 
f""*r  p»(Pi  +  ps)  +  Pi0t 

Setzt  man  in  m,  die  aus  \  folgenden  Worte 

"  ~~  2p,  —  A,  '         "™  Ä|  -  2p 

so  erhält  man 

Ä-W+MfWi  -*t>+*iV  -  4mi(Ä1-2p)(2p,-A1) 

eine  quadratische  Gleichung  für  p,.  Da  sich  jetzt  die  Seiten  durch 
bekannte  Quadratwurzeln  ausdrücken  lassen,  ist  die  Aufgabe  con- 
struirbar. 

58)   hitnuwi  {hlm1w1  B.  43 
/< ,  m|  fr, 

/( I  7/! MTg 

58b)    hu   ro„  wf 

Die  Aufgabe  ist  im  Bereiche  des  Lineals  und  Zirkels  gleichwertig 
mit  u?4,  *»,,  i  =  V"»,*  —  A,*.    Man  hat 

Setzt  man  diese  Werte  in  r„  ein,  nachdem  man 

gesetzt  hat,  so  bekommt  man 
f  ist  in  (B;  e,  q,  x)  unzerlegbar. 

/(«*  =  4(l-a»))  -  18(^-1)4^3 -2«s(r»-J(x»-fl*x(x«-i)« 

H-9(2^+ix«+l)-x(x»-i)(^-t)J 

20* 
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Ich  beweise  die  Unzerlegbarkeit  von  g  im  Bereiche  (R,  q%  •»•). 
g  ist  gleichzeitig  zerlegbar  oder  unzerlegbar  mit 

Dass  A  in  (R,  x)  unzerlegbar  ist,  beweist  man  ebenso  wie  für  die 
Function  y  in  1  ld.  Die  Anwendung  von  N  auf  g  und  f  ergiebt 
wieder  die  Unauflösbarkeit  von  f  —  a 

58c)    /<,,    ma  trj 

a,*  =  2a,,*  -4-12«, 0  -  4  nh\    a32  =  A-f  2«,  A-f4mÄ« 

und  wonn  man  dieso  Werte  in  1\  einsetzt 

»/(3a, +  2  A)*-4  V<VV+4V«i*«:(8  -  0 

eine  auflösbare  Gleichung  für  </,,  durch  welche  die  Aufgabe  auf  34b) 
zurückführt. 

58«J)   A„   wia,  w3 

Setzt  man 

Mg  =  »»s^,    A  =  y  4»«a5  — Aj*,    A  =  2mao,    tfa  =  «,  x 
so  findet  man  wie  vorher 

f^f^x+tf-.  ei(*t4-24*+l)(4a:*-H«*4-l) 

+  (l-fl»)<4«»+4cr  +  l)  -0 

wobei  /"  vom  6.  Grade  in  x  und  unzerlegbar  in  (R,  c,  o,  x)  ist. 

-  =  (1  -?*)x|(l  ~  <Z2)*3^-f  ,)*_(x+27)(4xM-4«r+l)| 

»(]  -</»)x? 

9  ist  eine  in  (R,  g,  x)  unzerlegbare  Function  5.  Grades  in  x.  Die 
Unzerlegbarkoit  beweist  man  hier  wie  in  58b)  für  g. 

Nach  N  ist  also  die  Aufgabe  nicht  trigonometrisch  lösbar. 
58*)    Än    "'äi  "*3 

Setzt  man 

A  ~  \'l  m,*  -A,*,    2  w2  —  ff,  x,    A  =  2m..  /j,    2  »r3  ==  2  wia<- 
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so  erhält  man  durch  Eiosetzung  der  Werte  von  aj  und  a./  in  Ps 

f  =  c*x  V*+4  ?x -f- 3)2  -  4«  »(x* -f  4  qx  -f  4) fx»  +  2 qx  +  1) 

+  4(x*  +  4<Zr-r-l)(l_5*)=0 

/'  ist  im  Bereiche  (R,  e,  q,  x)  unzerlegbar. 

/(«*  =  i-g«j  =  (l-«z^[(l-^)-r(^  +  4^  +  3)s 

-  4(x  +  2  3)  (x«  +  4  2 r+4)]  =  ( 1  -  r/)  x g 

Die  Unzerlegbarkeit  von  im  Bereiche  (R,  3.  •*)  beweist  man 
wie  in  58b.  /=-  0  ist  jetzt  nach  N  nicht  auflösbar. 

59)    A.nuirj/  (A,f»,«y  58*  (2-2)  f  60)    A.rpfAjrp  B.  147 

htmt  wa'  r.8b(l—  1)  61)    hirQk  (A^p,  60  (1— l)t 

ä,  m,  ir, '  58c  (2—2)  a  A,  r  p,  60  (2  -2)  f 

V"i"V  58(1(1  — 1)  62)   A<rtc*  (A,  rtet  8i.»  Zft  ! 

A,*»,*./  58«(1— 1)  Ä^tcj 

62»>)    A,,    r,  ir, 

Man  hat 


„.=  -»..-1/  hAL 

8     V+V  r  (_A1<+/i2'-f-v)(/v+Aa'-  V) 


r  = 


2A,'W 


(Ai'+V+Vi-tAr+V+AaOlAi'-V+Aa'J^i'+V-As') 


wo       =  7-.   Setzt  man  also 
A» 

V*i  =  x>     A/AjSjr,  =  rA/äS«, 

so  wird 

,      e8(x+l)V    ljHjf  feg   

also 

/  =  64o*x8  [e8(x-f-  1)*-  l]>  -  C6[e8(*-l)8(x-|-l)8  +  4x]  =  0 
f  ist  unzerlegbar  10.  Grades  für  x  im  Beroiche  (R,  0,  p,  x). 

/  (a  =  ^jV)     (x  -i){_iCc'tr-l)(*-f-l)S 

-4-8e«(*  - 1  )(*+l  )4-Cx]H-C»(x+l  )2[32x(x'+5x8+ 1 1  x- 1 ) 

_(x_l)(.r_^l)6]_4Jr(z5+7x4_|_22x3-r-42x2+57x-l)|  =  (x-1  V 

g  ist  hier  wie  in  lld  im  Bereiche  (R,  c,  x)  unzerlegbar..  N  giebt 
angewandt  auf  f  uud  g  die  Unauflösbarkeit  von  /"  -  0. 
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63)   fcrm'fcrMfc'   62*12-2)1      64)  A.PjpMVp, 

unbestimmt  wegen  Ax 

hxrw;   62*(1-1)  A,pp2  B.  255 

65)   fce<0ft(Ai?*j     86'      f  66)   Ä^«,' Atfitf1   *55»  Ä,  f 

A,p»c2    86b  .1,  a  Aie«>2'  87b  A%  a 

6«)    A.pttoj'  (*,*,»,'    60(l-l)f    69)  A,pktr,  (A,p,«'a  65»  (l-l)t 
A.p.tV    üob  (1—1)  a  Mi«>i  66b  (l-l)Q 

A,  p2  ir2'    65"  (2  -  2)  !  Ä,  pa  ws   66b  (2-2)  f 

A,p2«V   G6b(2-2)a  AjPjir,  05b((2-2)a 

Ajp^y    65b(23)(2-2)n  Alft», 

66b  (23)  (2- 2)a 

69)  k<wi'  (A,  «•,  », '  unbestimmt  wegen  -ö, 

70)    m.rp  (w^rp)  a 

ÄjlTjWg'    l8'(l-l)  71)    mirek(m1rQl    70  (1—1)  a 

l8c(2-2)  mrPl     70(9-2)  a 
A,  "•2tc8y   lt»  i/s  a 
YjWji«,'    18*  (2-2) 

70)  m,,    r,  p, 
Es  ist 

4ppl=*1*_(«2-a4)*,    j-  -  7+p!£'  ^-^-V"4«Pm 


,      j_  ÖP, 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung 

V(oi+«j4-«aH~ «i+«*-H»3Xai  -fl«+«s)(ai+«s— o») 

so  wird 


«4 


1 
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,   PiP       •  '      t>i  —  9 
Qi-Q 

Pi — p 

.       .      X.  _  4r  (Pj  +  P)*       /,  I 

(««+«3)  —   (*!+•> 

Dies  iD  den  Ausdruck  für  m,  eingesetzt,  ergiebt 

Pi  P 

eine  auflösbare  Gleichung,  die  uuscre  Aufgabe  auf  8 ))  zurückführt 
7'.')    nurwk  (mlrwJ  construirbar 

Blj  r  irs 
72»)    m„    r,  tr, 

Setzt  man 

at  -\-a9  =  x.    a,a3  £  y.    also    as8-f-«32  —      -  2y 

so  wird 


also 


4m,8  =  2xI-4y-a1*  tr,*x*  =  y(-  z«-j-4^-f  Jm,») 
»•W— (-*,+2y-f4m1lj*J  =  (2x»-4*-6»,V 


a1*-2a:»-4y-4m1»,  «i--^--^-,         =   ^f^j  *V 

rJ(— xJ+4*+*'VJ  (x1~4w,1)  =  ^fS~*  

oder 

Day  +  mi*  «Dil  y  +  w*!*  nicht  verschwinden,  kann  mau  beiderseits 

(y-J-  tr,2)2 

mit  ^  y  m  ^  multipliciren  uud  erhält  danu  eine  quadratische  Glei- 
chung für  y1.  Diese  construirbare  Aufgabe  habe  ich  nirgends  be- 
handelt gefunden. 

72*)    m„  r, 

V  =  y  -«b'+W,    «,«(«,+«,)■  -  «i«s       ^ ' -2*,»] 
r»(2«1a3-f«1«-fai*^«^)(2a1a3-a^-«:JH«2S)  -  «,W 
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Man  setze 

^F«7  =  X'  also 


8      i-lfi«  1 


und 

so  wird  Wl^,r^ 
fs=  <ystA4[16c«(z-l)«(2— x)*— (3x-4)2] 

-4(r-l)(2-x)[4€t(2-x)(x-l)-(a:«-2)J[2c«(ar-l)(2-x)-f  1]»  =  Ü 
/"  ist  in  (R,  <j,  e,  z)  unzerlegbar. 

f{e  -  0)  =  «/  -  -  ö*z«(3x-4)-f  4(x-l)(2-a)(x8-2) 
?  ist  »n  (R,  a,  z)  unzerlegbar. 

0  (a=§)  -  84l(2.«r-3)(-l^+2U*-41x34-60xi(-l-Urx-lU8) 

-         81  * 

A  ist  unzerlegbar  (im  Bereiche  der  ratioualeu  Zahlen),  JV  ergiebt 
engewandt  auf  A  und  g  die  Unauflösbarkeit  vou  /"=(>. 

73)    ro,  r  «V  (m,r<  72« (2-2)  f    74)    m.ppt  (m,^    22*  (3-3)  f 
m^ic/  72b(l— l)  mlt.Pj  5r2*(23)(l— 1)! 

75)    m,  ptr*  'm,  pto,  a 

75*)    mt  p,  w, 
Man  setze 

p~tc,c,    e  =  a2-|-a3=B  a,x,.    «„  —  rr3  =  y 

so  wird 

f        *»(*-f  l)»x*-:r» 
y    -    e*(x  +  l)*-x 
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e»(*+l)*(2*»-l)-x4      j  _  (»-Dd-ytj^x-t-D'-x«] 
1  —      ^(a.+])i_a;*    -i    ö  -  (xfl)[e*(z  +  l)(2x»-l)-x«- 

Diese  auflösbare  Gleichung  führt  die  Aufgabe  auf  1)  zurück. 

75b)    m„    p,  «r, 
Nimmt  mau 


so  wird 


_2L.lAr*L  x  **(x-fl)*x»-x* 
1-fx  r  y   =    e^x+l)*— x* 


-^Xjf  1)  V+l)-z'(x*+9)  -6x[c«(x+l)»-x*J^  , 
4[c2(x-hl)2-'ii] 


«2 


=  re»(x-j-D^x»4-t)  •  x«(x»-H)-6x^(x+n*  -xg]^  oder  ohuc 

\\x  — 1)(  1  —  xXx-|- 1  )V 


r=  lö^Ä-hi)«^— (««h-i)]^*— -2)j 

-e«M*+l;V(*- ')  -4x4+2xJ-f-18] 
-f  x*(x*— 9)*  —  0 

/  ist  in  (R,  p,  0,  x)  unzerlegbar. 

(e=J)-(x-l)2(ö<(x-l)2(x-f-l)14-oi(i  - 1  JOeH-1  >*<  — ?*— 4) 

+7x6+22x5+l3x4-4x'-KJ4xi4-24x+4] 
=  (x-  1)V 

0  ist  in  (K,  0,  x)  unzerlegbar. 

46</ö*  -  -J)  =  (x-r-3),601x64-183x*-i:JG6xs+51Ox2+13U9x+363) 

=  (x+3)A 

h  ist  unzerlegbar,  und  g  =  0,  /  —  0  nach  der  oft  erwähnten  Schluss- 
weise unauflösbar. 

76)    m,Qtck'  (»»,  p«y  a 

"'1  P  "V 
7G*)   »ij.  p,  wt* 

Man  setze 
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so  wird 


4m*  "  •»(«+i)+«-u 


1)2[  1-^(^4-1)*] 


2  (*-na-x)[>'(z-B)»-ij 
c  -  (l4-X)*[ÄY^1-lHH*-^),]  ~  ««+•) '[«W- 04 

Das  ist  eine  auflösbare  Gleichung  für  r. 
76b)    m„   «„  trs' 

Für 

erhält  man 

6 


i/     *-i  ,  «»(«4-')«* 

Aa\x  -l)»[l-e»(x4-l)*]  -  2c*(x-r-l),(x«4-4)4-(a-4-l)(x-l)(.r*4-8) 

-f6r(r4-l)[^.r4-i;4-x_l|y 

oder  rational  gemacht 

-36«2x*(x4-l)s[e*('+')+T-l]  -  0 
f  ist  in  (R.  ff,  e,  j-)  unzerlegbar. 

-A«-0)  -  (*+l>t[B2«4(x+i),(*>+*)(*,-2) 
4-16«a(x4-l)(x-l)(2x*-3xs-8)-(x--l)I(x'4-8),]  =  (x4-l)V 

ist  in  (U,  «,  *)  unzerlegbar. 

8j7(«  =  {)  =  (x-3)(9xs4-/5x4-4l\34-131x«-'J9Ox4-150)  =  (x  -3)A 

ä  ist  in  R(l)  unzerlegbar,   g  —  0,  /"  —  0  sind  nicht  auflösbar. 

77)    *tff|W|(*lit|«0i    75»  (l— l)a    78)    m, pk»<V  (ro,  ß,  ir,' 

7C«  (1-1)  o 
mj^Wj    76b  (1-1)  ro,f,tr8' 

75b  (1-1) 

75»    (2-2)  fl 


m,  Vi  v,    76»  (2—2)  a 
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m,  75»»  (2-2)  »»,<»,«•*' 

76b  (2-2) 

ml9iws    76"  (23)  (*    2)  «V 

75»«)    (23)  (2-2) 

7'J)    m.  M  iir/'  (m,tf,  u>,'  58*  B,  !       8Mj    rpp,  (rpp,  B.  '.'17 

m,«;,»;)  23c(l— 1)    81)  rpif,(rptc,a 

mjir,«),'  23c  (2—2) 

mjtfjw/  58c  B2(12)a    82)    rp  tr,*  (r  p  ir,'  0 

m,!^«-;,'  23J  (2-2) 

81)    r,    p,  tr, 


Für 

ist 


P==rc,    p  =  tr,«,    n3 -f- «s  EE  a,  *,    n,  -  = 

Jj     l/fj      (  e»(x-fl)x»-x» 
=  r+1  r  x*-y*'  *  "  ^x+ip-x1 

2(x- 1  )(x-y*)  2««(x-l)(x+l)» 

eine  auflösbare  Gleichung  für  x. 
Für 

P  ==  m,V,    (>  =  rff,    «3  +  a%  =  n,x,    «,  -  at  =  axy 

wird 

l/      x-1  ,  «^x+Dx» 

e  9  V  (x+D(x*-jfr  *  "  c>(x+i)+x-i) 

2(x-l)(l-y»)  _  (l~x)V(x-fl)'-l] 
9  =       x*  -  j,»       -  X* 

eine  auflösbare  Gleichung  für  x. 

83)    r*t0t(rfjw,  81(1-1)0   84)   r  p,      (rpltr,w  82(1—1,0 

rp,«,  82  (12)  (1-1)  rPluV 

81(1-2)(112)  a 

85)    r«vr*'  (rwjtrj'  B.  110      86)    pp.w*  (p&Wj  B.  2U8 

rw, tr3'  26  (r-1)  p?,«',  31»  (123)  (2—2)0 

87)    pcWtpp,«",'  31"  (13)  (2 -2)  f 

88)   p«W  (eir^'   65»  B,  f 

ee,««,'  86b(l-l)a  pir,«,'  36»  (l -1) 
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8H)    9iwkw'i'  (pjir.tr,'    88»  (1—D  l 
Q1wiwi'  29(1-1) 
Pi*,«-,'  30(2-2) 

3-.»  (12)  (1-1)  t 
8a*  (13)  (1-1) 


Tafeln  für  die  merkwürdigen  Strecken 
zweier  Dreiecke. 


a  =  1 


h               =  io 

r 

P 

Wi' 

1 

* 

1 

2V3 

1 

QC 

ai  =  3,    as  —  4,    aa  —  5. 


4 


3  «Vi 


IM4  »i3 


|    1      '       I  I 

'  ,e  p     |p.i  »i 


13j  ftjf  |12  ,3  u  $Vw*Vh 


«V 


4VTu  3V5    3  .  4  V2 

Ein  Ueberblick  über  das  Ganze  zeigt  uns.. 

„Von  den  244  behandelten  Aufgaben  siud  98  construirbar,  74 
„trigonometrisch  lösbar,  69  trigonometrisch  nicht  lösbar,  3  unbe- 
stimmt" 

„Es  giebt  keine  algebraischen  Beziehungen  zwischen  drei  „merk- 
würdigen Strecken"  des  Dreiecks  als  die  unter  Ai  und  Bi  ange- 
gebenen". 

Nun  erheben  sich  aber  die  weiteren  Fragen : 

Welche  von  den  als  trigonometrisch  löabar  nachgewiesenen  Auf- 
gaben sind  construirbar? 


Welche  algebraischen  Beziehungen  bestehen  zwischen  vier  oder 
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mehr  merkwürdigen  Strecken,  die  in  diesen  linear  oder  quadratisch 
sind,  z.  B. 

Welche  weiteren  einfachen  Werkzeuge  machen  die  trigonome- 
trisch unlösbaren  Aufgaben  lösbar? 

Die  Beantwortung  dieser  Fragen  bleibt  ferneren  Untersuchungen 
überlassen. 

Plauen  i./V.,  April  1899. 


Grüttner:  Bemerkungen  zu  der  Figur 


XXXI. 

Bemerkungen  zu  der  Figur  von  der 
Simpson'schen  Geraden. 

Von 

Adalbert  Grüttner. 


Folgende  kleine  Betrachtung  wird  vielleicht  als  Anregung  zu 
häuslichen  Arbeiten  für  Schüler  der  Prima  einigen  Nutzen  haben. 
Sie  gründet  sich  auf  den  bekannten  Satz  von  der  Simpson'schen 
Geraden. 

Wir  setzen  voraus,  dass  von  einem  Punkte  P  des  Umkreises 
eines  Dreiecks  >4#Cnach  seinen  drei  Seiten  unter  gleichen  Winkeln 
<p  und  in  gleichem  Sinne  drei  Geraden  gezogen  sind.  Die  Schnitt- 
punkte dieser  drei  Geraden  mit  den  Dreiecksseiten  sollen  heissen 
Pa>  J\  und  Pe.  Die  Vierecke  PPaP<B  und  PPaPbC  sind  dann 
Sehnenvicrecke,  woraus  wir  folgern,  dass 

Wkl.  BPaPc  =  BPPc  und 
Wkl.  CPaPt  -  CPI\ 

Da  nun  aussordem  nach  dem  Aussenwinkelsatz 

Wkl.  DPPt  =  APcP  ■  ABP  -  (p-AIiC  und 
Wkl.  CPPh  -  ACP-  APbP=  180w-/1Z/C-(180°-9>) 
—  tp—ABC 

so  haben  wir 

Wkl.  BP.Pc  -  CPaPb 
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Nach  der  Umkehrnng  des  Scheitelwinkelsatzes  folgt  hieraus  sofort, 
dass  Pa,  Pt,  re  in  gerader  Linie  liegen.  —  Alle  Geraden,  die  wir 
darch  Aendernng  von  <p  erhalten,  werden  zu  einander  in  irgend  einer 
Beziehung  stehen,  die  nnnmehr  untersucht  werden  soll. 

Die  Fnsspunktc  der  Senkrechten  auf  die  Dreiecksseiten  mögen 
pn  pn  jP|  heissen.  Auch  sie  liegen  in  einer  Geraden,  die  wir  g 
nennen  wollen. 

APbPtP  ist  ein  Sehnenviereck.  Fällen  wir  nun  ron  P  auf  dio 
Seiten  des  Dreiecks  AP,PC  die  Senkrechten ,  so  müssen  ihre  Fuss- 
punkte Ps,  Q,  P4  auch  in  einer  Geraden  liegen,  das  heisst  aber: 

Der  Fusspuukt  der  Senkrechten  von  P  auf  irgend  eine  der  be- 
sprochenen Geraden  liegt  auf  g. 

Fassen  wir  nun  g  als  Scheitoltangente  einer  Parabel  mit  dem 
Brennpunkt  P  auf,  so  können  wir  beweisen,  dass  alle  jene  Geraden 
Tangenten  an  diese  Parabel  sind.  Zunächst  wollen  wir  ihre  Leit- 
linie suchen.  Construiren  wir  den  Gegenpunkt  P'  von  P  in  Bezug 
auf  AB,  so  muss  P'  ein  Punkt  der  Leitlinie  sein,  da 

PP3  -  P'Pt 

ist.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  dio  Verbindungslinie  von  P*  mit 
dem  Höhenschnittpunkt  H  der  Scheiteltangente  parallel  ist.  Zum 
Beweise  construiren  wir  uns  durch  Verlängerung  der  Höhe  CD  bis 
zum  Umkreiso  don  Gogcupunkt  H'  von  H  in  Bezug  auf  AD  und 
ziehen  H'  P  und  ///*',  die  sich  auf  AB  schneiden.   Dann  ist. 

Wkl.  PtPtP  =  PyBP 

weil  PjP^BP  ein  Sebnenviereck  ist.  Ausserdem  lässt  sich  leicht 
erkennen,  dass 

Wkl.  PtBP  =  CBP  -  C  H'  P 

--=  H'HP 
-  H  P'P  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

Wkl.  PXP*P  -  HP'  P 

Die  Linien  HP'  und  Pc  Ps  sind  also  parallel,  und  HP'  ist  die  Leit- 
linie unserer  Parabel.  Auf  ihr  müssen  auch  die  Gegenpunkte  von 
P  in  Bezug  auf  BC  und  CA  liegen,  denn  ebenso  wie  PP'  werden 
auch  die  Verbindungslinien  der  andern  Gegenpunkte  mit  P  durch 
<j  halbirt  und  liegen  daher  beide  auf  der  Parallelen  durch  P'  zu  g. 


320 


Grüttner:  Bemerkungen  zu  der  Figur  etc. 


Um  nnn  zu  beweisen,  dass  die  Gerade  ftP,  und  mit  ihr  alle 
auf  gleiche  Weise  entstandenen  Geraden  Tangenten  an  die  Parabel 
sind,  verlängern  wir  PQ  bis  zum  Schnittpunkt  11  mit  der  Leitlinie 
HP'  und  errichten  in  R  auf  HP4  die  Senkrechte,  welche  PbPc 
in  T  schneidet.    T  ist  dann  ein  Parabelpunkt,  da 

RT  -  PT 

ist.  Dieser  Punkt  ist  auch  der  einzige  anf  PbPe,  welcher  zugleich 
der  Parabel  angehört,  denn,  gäbe  es  noch  einen  andern  A,  so  müsste 
sein,  wenn  Y  der  Fusspuukt  der  Senkrechten  von  A  anf  ///"  ist, 

XY  -  XP 

Da  nun  aber  auch 

XR  =  XP 

sein  muss,  und 

XR  =  XY 

unmöglich  ist,  so  ist  wirklich  P  der  einzige  Parabelpunkt  auf  PbPe 
oder  PbPt  ist  Tangente  au  die  Parabel.  Zw  diesen  Tangenten  ge- 
hören auch  die  Dreiecksseiten,  denn  zieht  man  nach  einer  Ecke, 
etwa  By  die  Verbindungslinie  mit  /',  und  construirt  unter  gleichem 
Winkel  eine  Gerade  von  P  nach  AC,  so  fällt  der  Scheitel  dieses 
Winkels  nach  C,  da  sein  Nebenwinkel  daun  —  18)°  —  ABC,  er  selbst 
also  —  ABC  wird.  BC  ist  also  eine  der  besprochenen  Geraden 
ebenso  lässt  sich  das  auch  von  AC  und  AB  zeigen.  Fassen  wir  nun 
zum  Schluss  alle  Ergebnisse  zusammen,  so  bekommou  wir  folgende 
Sätze: 

fciebt  man  von  einem  Punkte  P  des  Umkreises  eines  Dreiecks 
ABC  Geraden  unter  gleichen  Winkeln  und  in  gleichem  Sinne  nach 
den  drei  Seiten,  so  liegen  die  drei  Scheitel  der  gleichen  Winkel  auf 
einer  Geraden.  Aendert  sich  der  Winkel,  so  ändert  sich  die  Gerade 
und  umhüllt  während  ihrer  Bewegung  eine  Parabel ,  die  auch  die 
drei  Dreiecksseiten  als  Tangenten  und  den  Punkt  /'  als  Brennpunkt 
hat.  Die  Schcitcltangcnto  dieser  Parabel  ist  die  Gerade,  welche  die 
Fusspunkte  der  Senkrechten  von  P  auf  die  Dreieckssoitcn  verbindet. 
Ihre  Leitlinie  geht  durch  die  drei  Gegcnpunkto  von  P  in  Bezug  auf 
die  Dreiecksseiten  uud  durch  den  Höhenschnittpunkt  dos  Dreiecks. 
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XXXI. 

lieber  die  Reduction  einer  Gasse  partieller 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Von 

Berthold  Oster. 


i. 

In  seiner  berühmten  Abhandlung  über  partielle  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  sagt  Ampere  an  einer  Stelle:  „Die 
allgemeine  Integration  der  in  der  Form 

!/>  »,  Pt  4.  *)  =  0 

enthaltenen  Gleichungen  kann  als  die  erste  der  zu  lösenden  Auf- 
gaben betrachtet  werden,  wenn  man  zur  Integration  aller  Gleichungen 
zweiter  Ordnung  gelangen  will"  ')■ 

Der  durch  diese  Worte  vorgezeicliuete  Weg  ist  von  vielen 
Mathematikern  eingeschlagen  worden  und  hat  zu  schönen  Resultaten 
geführt.  Die  Worte  Ampere's  weisen  aber  zugleich  auf  das  Pro- 
blem hin,  diejeuigen  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, welche  nicht  von  vornherein  in  der  Form 

•  -  /V,  >h  «i  P,  8i 

vorgelegt  sind,  auf  diese  Form  womöglich  zu  reduciren.  Diese 
zweite  Aufgabe  ist  für  die  linearen  Gleichungen   schon  von  Euler 


1)  Journal  de  l'Erole  polytechnique.  XVIII'  enhier  (1650),  p.  43. 
Arch.  d.  Math,  u  Thj».   2.  Reihe,  T.  XVII.  2  t 
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gelöst.  Für  die  Gleichungen  dor  Monge-Ampere'schen  Classe,  welche 
bei  Anwendung  der  Euler'schen  Bezeichnuugen  in  der  Form 

HT  +  2Ks  +  Lt  +  Äf+N(rt  —  ,*)  =0 

erscheinen,  ist  die  gedachte  Reduction  nach  Darboux  und  Lie  dann 
und  nur  dann  durch  eine  Berührungsfransformation  möglich,  wenn 
jedo  der  Charakteristiken  eine  iutegrablo  Combinatiou  zulässt 

Im  Folgenden  soll  zunächst  für  Gleichungen  von  der  Form 

Ar  +  2Bs+  Ct  +  D  -  0 

—  wo  A,  B,  Cy  D  Functionen  von  x,  y,  s,  /j,  q  sind  -  eine  Methode 
der  Reduction  angewandt  werden',  welche  schon  Ossian  Bonnet  zar 
Reduction  der  Differentialgleichung  für  die  Flächen  constanten 
Krümmungsmasses  benutzt  hat Dieso  Methode  führt,  abgesehen 
von  leicht  anzugebenden  Ausnahmefällen,  stets  zum  Ziele  und  liefert 
somit  eine  Vereinfachung  des  Integrationsgeschäftes  oder  lässt  doch 
wenigstens  leichter  cutscheiden,  ob  die  vorgelegte  Gleichung  der 
Monge-Ampere'schen  oder  auch  der  Darboux'schen  Classe  ange- 
hört8). 

In  die  erwähnte  Form  können  bekanntlich  die  Gleichungen  der 
Monge-Ampere'schen  Classe  ohne  weiteres  übergeführt  werden,  wenn 
von  ihnen  eine  particuläre  Lösung  mit  drei  willkürlichen  Constanten 
bekannt  ist. 

2. 

Die  Bonnet'sche  Methode  besteht  darin,  durch  wiederholte  Ein- 
führung neuer  unabhängigen  Variabein  aus  der  Gleichung 

(1)  Ar  +  2B*+  C<-f  0 

das  erste  und  dritte  Glied  der  linken  Seite  zum  Fortfall  zu  bringen. 
Dabei  kann  der  Coefficient  C  als  nicht  identisch  verschwindend  vor- 
ausgesetzt werden,  weil  sonst  die  Reduction  nur  einen  einzigen  Schritt 
erforderte. 


1)  0.  Bonnet,  Memoire  sur  l'croploi  d'an  nonveau  Systeme  de  variable! 
dflns  l'ctade  de«  proprictes  des  surfaees  courbes.  Journal  de  Mathematiqnet, 
t.  V  (1869),  p.  153—266. 

2)  Für  die  der  letzteren  Classe  angehörenden  Gleichungen  von  der  Form 

s  =  /*(*.  y,  *,  /',  9) 
liefert  x.  B.  die  ihr  zuzuordnende  „Hilfsgleichung"   ein  sehr  einfaches  Merk- 
mal. —  Vgl.  E.  Goars at,  Lc«;ons  sur  l'integration  des  Iqaations  aux  de- 
rivees  partielles  du  second  ordre,  t.  II  (1898),  p.  334. 
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Es  mögen  zunächst  an  Stelle  von  x,  y  die  neuen  unabhängigen 
Variabein  er,  y  eingeführt  werden,  als  deren  Functionen  von  jetzt  an 
also  x,  *,  p,  q  zu  denken  sind.  "Werden  unter  dieser  Voraussetzung 
die  partiellen  Differentialquotienten  von  *,  s,  j>,  q  in  Bezug  auf  <*,  y 
ausgeschrieben,  während  für  die  ursprüngliche  Annahme  die  Knir- 
schen Abkürzungen  beibehalten  werden,  so  ergeben  sich  die  Glei- 
chungen 

dz  dx     dz  dx 


!  Bp  Bx    Bp  Bx 

<  5~  '  +       Bx  -  rBa 


dq  dx      dq  dx 

dy~l  +  *  8?    da  ~  8  da 

Die  Einsetzung  der  hieraus  für  r  und  t  sich  ergebenden  Werte 
führt  die  Gleichung  (1)  in  die  folgende  über: 

*  (|  — ) + 2B'  *  +  (*  8,  -  '  {» ,) )  +  "  *  -  G 

deren  Coefticienten  nunmehr  Functionen  von  «  und  y  sind.  Jet/ 1 
werde  die  Wahl  der  Variabein  so  getroffen ,  dass  in  der  transfor- 
mirten  Gleichung  der  Coefficient  von  *  verschwindet,  sodass  diese 
in  die  beiden  folgenden  zerfällt: 


dx 

Der  «rsteren  wird  dadurch  genügt,  dass  für  ^  einer  der  beiden 
Werte 

dx  b±Vb*-ac 

(3*)  gg  c 

wird,  der  gewählte  Wert  werde  durch  *  bezeichnet. 

»I* 
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Alsdann  sind  die  vier  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung 

vx  1 


(3) 


da  dp 


dz 

mdy  -  w 

8p  Cq  dp  CS 

c,  +  m  ca  =  "  dy  da 

von  denen  c)  und  d)  aus  (2j  hervorgehen,  zur  vollständigen  Bostim- 
rnung  von  a-,  2,  p,  q  als  Functionen  von  a,  y  geeignet. 

Da  die  Gleichung  (3b)  der  Integrabilitätsbedingung  im  allgemeinen 
nicht  genügt,  so  entspricht  sie  nicht  eiuer  endlichen  Gleichung 
zwischen  p,  q  und  «,  y.    Bedeutet  aber 

<a(cr,  y)  =  03 

eine  willkürliche  Function  der  Argumente  o,  y,  so  ist  es  stets  mög- 
lich, p  und  q  durch  to,  sowie  den  in  Bezug  auf  y  geuommenen  Dif- 
ferentialquotienten 

dt»  , 

ä  =  w 

wie  folgt,  darzustellen: 

p  =  f(w,  w'J    q  =  g(ta,  »') 

und  die  Functionen  /*,  g  so  zu  wühlen,  dass  sie,  für  p  und  q  in  (3  b) 
eingesetzt,  diese  Gleichung  zn  einer  identischen  machon. 

Hierauf  ergiebt  sich  aus  (3  a)  und  (3  c) 

K  ««•  h  («/,  <»') 

und  ein  ähnlicher  Ausdruck  für  z.  Die  Substitution  aller  dieser 
Werte  in  (3d)  führt  sodann  zu  folgender  Gleichung: 

(dh  dg  ch  f*tü\  (Bf  Bf  da  df  csco  \ 
öo>  •  cy  t  a«'  ■  cy ;  \a«  +  a*>  •  a«  +  a*'  ■  a«  r  J 


A                 A  *V                  *                    Q  .> 

r.7      vg  cu)      (  /  r-u) 

'  da  '  cai  *  a«  '  bv*   '  da  cy 

(3 f    dto  df      d"to\  /dh      ch     dco      ch  c2o)\ 

cm  '  cy  cia'  '  (>r/  \ca      cio     da    '   But'  *  da  dy) 


ü 
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welche  offenbar  linear  in  Bezug  auf  *  § — „-  ist.    Hiermit  ist  dio 

Gleichung  (1)  auf  eine  andere  reducirt,  welche  nur  zwei  von  den 
partiellen  Differeutialquoüenten  zweiter  Ordnung  enthält. 

8. 

Indem  in  der  Gleichung  (4)  an  die  Stelle  der  Variabelu  <r,  y, 
o>  die  gebräuchlichen  x,      z  treten,  erhält  sie  dio  Gestalt: 

(4*)  28s  4-  Tt+  U  =  0 

wo  S,  T,  f  Functionen  von  x,  .y,  2,  ;j,  q  sind  und  S  als  nicht  iden- 
tisch verschwindend  vorausgesetzt  werde 

Die  Einführung  der  neueu  unabhängigen  Variabein  x,  a  führt 
zu  Gleichungen,  welche  den  obigen,  mit  (2)  bezeichneten,  analog 
sind.    Aus  ihueu  ergiebt  sich  der  Wert 

dq 

Bx~° 
dx 

dessen  Einsetzung  die  Gleichung  (4*)  in 

w        **£+(&-)*+"£  ~° 

überführt.    Die  Forderung,  «  so  zu  wählen,  dass  in  (5)  der  Coef 
ncieut  von  ■  verschwinde,    zerfällt  letztere  wieder  in  die  beiden 
Gleichungen : 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  y,  z,  p,  q  als  Functionen  von  x,  a: 

&  _T 


a) 


(6) 


c) 

3;>  ,  9r  ®a  <to  9(7 

Ü)         6a  +  8x  2« 


I)  Diese  Voraussetzung  wird  bei  Benutzung  der  Gleichungen  (2)  über- 
flüssig. 
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Aus  (6  b)  folgt  sofort  ohne  Intcgrationsproccsse 

>-*(*£) 

Wird  dieser  Wert  in  a)  und  c)  eingesetzt  und  werden  darauf  y  und 

da 

x  als  Functionen  von  g,  ^,  x,  o  bestimmt ,  so  liefert  d)  eine  Glei- 
chung 

<7>  •(*  t  fc.  R¥i)-0 

welche  von  Differentialquotienten  zweiter  Orduung  nur  ,  und 
diesen  linear,  enthält.    Sie  ist  die  gewünschte  reducirte  Gleichung. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Yariabeln  auch  auf  andere  Weise 
vertauscht  werden  können ,  dass  namentlich  auch  im  Verlaufe  der 
Rechnung  durch  Einführung  neuer  Variabein  Vereinfachungen  mög- 
lich sind  und  es  so  bewirkt  werden  kann,  dass  die  bei  den  Zwischen- 
integrationen auftretenden  willkürlichen  Functionen  ausser  Betracht 
bleiben  dürfen. 

Dass  übrigens  dio  Integration  der  Gleichung  (7)  die  der  Glei- 
chung (1),  und  zwar  ohne  weitere  Integrationen,  nach  sich  zieht, 
zeigt  eine  einfache  Ueberlegung. 


4. 

Beispiel. 
Für  die  Differentialgleichung 

(A)  pa'  +  O^+aJ'+p'-a«-  o 

ist 

A-pq,    ß-t-X«,    C~p,  D=-2q 

l  V 

Von  den  beiden  Werten      -  des  Ausdruckes  (3*)  worde  zur  Re- 

P  '1 

duetion  der  erste  gewählt,  es  werde  also 
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gesetzt.    Die  der  Gleichung  (3  b)  entsprechende  Relation 

3'/  .  dp 
p  B9  +  q  dy  "  2q  =  0 

wird  befriedigt  durch  den  Ansatz 

co  da 

p  ~  du, »  q  ~  w  ay 

fr" 

wo 

CO        co(.y,  rt) 


eine  willkürliche  Fuuction  ihrer  Argumente  bezeichnet,  und  es  folgt 
weiter: 

dx      d  log  co     dz       /  co\2 
\  du    '    dy  =  I  da  J 


also,  bei  Nichtberücksichtigung  willkürlicher  Functionen  von  o: 
x  —  logi 


Hiernach  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  co  die  lineare  Gleichung 

(/c*co\*      dto\   d*io       du  6*co  ,  fdo)\3  dto 
"WJ  ~    )  d^dy  +  d*  dj*  +  \d>j) 

oder,  in  anderer  Bezeichnung: 

(B)  («g-i)'+^«+p«t=o 

Nunmehr  ist 

T-Pqt  U-p<? 

also  folgt 

3  q  —  1  dq 

dy  =        1   dq  dp  z  dq 

dx  q*  dx  d-c  J      q  dx 

uud  weiter: 


',\>^  (Ks  irr:  Reduclion  einer  C'asse  partieller  etc 

1  1 

y  "  2g*     2  "  q 

Für  q  rcsultirt  schliesslich  dio  Gleichung 

J**      3-2«  BQ  ?7  =  (> 

C?x  t  «   '    q-  —  q  Bs  co 
oder,  in  der  üblichen  Bezeichuuiiir : 

Sterkr;' de,  April  1899. 
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XXXII. 
Miscellen. 


1. 

Lttsung  der  diophantischen  Gleichun? 

axy-\-br-\-cy-\-d  «=  0 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  in  der  Gleichung 

axy  +  bx -\-cj  +  d  —  0  (1) 

die  Coefficienten  a,  b,  ct  tl  ganze  Zahlen  sind  und  kfinen  gemein- 
samen Teiler  haben.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  mit  a  und  ad- 
dirt  auf  beiden  Seiten  bc,  so  kann  man  die  Gleichung  in  folgende 
umformen: 

(ax-\-c)(ay-\-b)  =  bc  —  ad  (2) 

Zerlegt  man  nun  die  Grösse  bc  —  «d  in  zwei  Factoren  P .  Q,  so 
wird  die  Gleichung  ('>)  identisch  erfüllt,  wenn  gesetzt  wird 

<*z  +  c-P;    x~     -~  j 

«H-ft-  Q;   y=  Qa  M 

Setzt  mau  diese  Werte  in  die  mit  a  multiplicirte  Gleichung  (1)  ein, 
so  erhält  man  die  ideutische  Gleichung 

(P-c)(Q-b)+b(P-c)  +  c(Q-b)-{-ad  =  ü  (4) 

wobei  also 

F.  Q  —  bc—ad  =  D  ist. 
Aus  jeder  Zerlegung  erhält  man  ein  Wurzclpaar. 
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Miscatlen. 


Sollen  aber  die  Wurzeln  ganze  Zahlen  sein,  so  sind  die- 
jenigen Factorenpaaro  auszuwählen,  für  welche  die  Congruenzen 
gelten 

i-cm0da  )  (5) 
Q~b  mod  a  ) 

Im  allgemeinen  gilt  für  zwei  beliebige  Factoren  i\  und  Q. 

Pi  .  Qi  —  D  =  bc  mod  a 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei 

1\  =  c  mod  o 
Qi  =  *-f  0  moda 

wobei  ß  <  a  vorauszusetzen  ist,  so  ist 

/,  Qi  =  c(/>-f-0)  =  &c  mod  a 
also  r0  e=  0  mod  a 

Da  0  nicht  durch  a  teilbar  ist,  so  muss  entweder  c  durch  a 
teilbar  oder  /?  —  0  sein. 

Aehnliches  gilt,  wenn 

F.  SS  c+y 

angenommen  wird. 

Hieraus  geht  hervor:  Genügt  ein  Factor  der  Congruenz  (5),  so 
genügt  auch  der  audero  Factor,  wenn  nicht  der  dem  ersten  Factor 
congruente  Coefficieut  durch  a  teilbar  ist. 

Ist  aber  einer  der  Coefficienten  c  oder  b  durch  a  teilbar,  so 
muss  auch,  wie  aus  (5)  hervorgeht,  der  entsprechende  Factor  P 
oder  Q  durch  a  teilbar  sein,  ebenso  die  Grösse  D.  Zerlegt  man  D 
so,  dass  ein  Factor  den  Teiler  a  enthält,  und  genügt  der  [andere 
Factor  der  Congruenz  (5),  so  liefern  die  beideu  Factoren  ein  ganz- 
zabliges  Wurzelpaar. 

1.  Beispiel.   Die  Gleichung  sei 

27xi,-45*-|-17y-87~0 

Es  ist 

D  45  .  17  +  07  .  27  -  9(3  .  87  -5  .  17) 

=     2*  .  3*  .  11 

Nun  ist 

^=2*.  11  =  17  mod  27 

Es  muss  daher 

Q  —  2*  .  3*  sein,  und  somit 


Digitized  by  Google 


MUcellen. 


331 


44-17 

* -  —*r  - 1 

36+45  . 

2.  Beispiel. 

5^+143-25y  +  32  -  0 
D          14.25-5.32   5.2.3.47 

Hier  ist  für 

r  5.3      Q  =  2.17==14mod5 

Also 


Ist  a  —  1 ,  so  giebt  jede  Zerlegung  ein  ganzzahliges  Wurzelpaar, 
weil  der  Congruenz  (5)  immer  genügt  wird. 

Ist  a— 1,  f/  =  0,  so  kann  die  Gleichung  (1)  umgeformt  wer- 
den in 

i  +  b  +  e-=o 

und  die  identische  Gleichung,  die  der  Lösung  dient,  wird 
wobei 

ist.    Setzt  man  hier  ferner 

*  =  <•  =  —/ 
so  erhält  man  als  diophantische  Gleichung 

x  *   y  f 

und  die  entsprechende  identische  Gleichung  wird 
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Mtsctllen. 


Die  Gleichung  die  man  als  Gleichung  der  harmonischen 

Teiluug  bezeichnen  kann  und  die  in  der  Optik  eiue  Rolle  spielt,  ist 
schon  früher  behandelt  und  gelöst  (S.  Schilling,  Ucber  die  optische 
Formel 


als  diophautischc  Gleichung.  Iloffmaun'sche  Zeitschrift  XXII,  Heft  7). 
September  1899. 

Prof.  Dr.  Züge. 


2. 

Definitiv«  Scheidun&r]der  pythagoreischen  und  uichtpytliagoreischcn 

Zahlen. 

Zum  Artikel  p.  123  war  ich  dadurch  veranlasst,  dass  ich  den 

Satz  (1):  „Jede  Primzahl  von  der  Form  An  +  l  ist  eiue  Summe 
„von  2  Quadraten"  — 

nur  als  eiuzeluen  ohne  seine  Folgerungen  und  dadurch  hervorge- 
rufenen Fragen  aufgestellt  gefunden  habe.  Es  ergab  sich  leicht  zu- 
nächst der 

Satz  (2):  „Jede  ganze  Zahl,  die  keinen  Factor  von  der  Form 
in  —  1  bat,  ist  eiue  Summo  vou  2  Quadraten.'"  - 

Ueber  die  Zahlen,  welche  hierin  nicht  einbegriffen  sind,  fehlt 
noch  das  Urteil  und  soll  im  Folgenden  ermittelt  werden. 

Sei  p  ein  ungerader  Prim-Factor  vou  a^-f-y*.    Daun  ist 

xt  =  -.  ,ß  (motj,  p) 

folglich 

2 

xP-l  ==(-1)        yP->  (mod.  p) 

Ist  nun  p  mit  r,  also  auch  mit  y  relativ  prim,  so  ist  nach  dem 
Fermat'scheu  ^atze 

xP~\  ^  tJp-i  =  i  (mod.  p) 

daher 

p-1 

2 

(-D  -> 

das  heisst: 
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p  -  4»  -f  i 

Demnach  kann  -  =  keinen  Primfactor  von  der  Form  4«-l 

enthalten. 

Haben  aber  x  und  y  einen  Factor  g  gemein,  so  kann  man 

■  =  z'q* 

setzen,  nnd  die  genannte  Eigenschaft  von  z  gilt  für  z  .  Es  bleibt 
also  möglich,  aber  ohne  Einfluss  auf  z\  dass  z  eine  gerade  Potenz 
von  4n  —  1  zum  Factor  hat.    Für  alle  Fälle  gilt  daher  der 

Satz  (3):  „Jede  Zahl  ist  eine  Summe  von  2  Quadraten  oder 
,,nicht,  je  nachdem  sie  keinen  oder  irgend  einen  Factor  von  der 
,,Form  An  —  1  in  ungerader  Potenz  hat.-'  R.  Hoppe. 


3. 

Die  Zusammensetzung  lebendiger  KrHfte. 

E-  Dühring  sagt  in  seiner  „Kritischen  Geschichte  der  allg.  Prin- 
zipien der  Mechanik"  (2.  Aufl.  S.  !.r>3)  .,Die  Aufgabe  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  kann  in  einem  sehr  allgemeinen  Sinne  gefasst 
werden,  der  weit  über  die  Vorstellungen  hinausführt,  die  sich  an 
das  Parallelogrammgesetz  zu  knüpfen  pflegen.  Indessen  der  wich- 
tigste Schritt  muss  noch  weiter  tragen  und  sogar  die  Zusammen- 
setzung der  lebendigen  Kräfte  als  eine  analoge  Grundform  der  Ver- 
einigung dynamischer  Wirkungen  erkennen  hissen." 

l'ühriug  begnügt  sich  mit  diesem  Hinweis.  Das  Folgende  ist 
ein  Versuch,  diese  Aufgabe  zu  losen. 

Denkt  man  sich  im  homogenen  Mittel  einen  Kubus  abgegrenzt, 
so  kann  dieser  als  der  Repräsentant  einer  Centraikraft  gelten. 

Durch  drei  aufeinander  rechtwinklige,  zu  den  Würfelseiten 
parallele  und  durch  das  Ceutrum  gelegte  Ebenen  weide  dieser  Kubus 
in  acht  cougruente  Kuben  zerlegt,  deren  Seite  — -  p  sei.  Es  ist  dann 
8i's  der  Ausdruck  für  die  Gesamtkraft.  Rcducirt  man  diese  auf  die 
vom  Centrum  durch  die  Seitonmitt6  gebenden  Resultanten,  um  freie 
Kräfte  zu  erhalten,  von  deuen  G  die  Gesamtkraft  bilden,  so  erhält 
man  als  Ausdruck  für  die  centrale  Teilkraft  g  »3  ==>  $  «s 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich 
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Mit  Rücksicht  auf  dynamische  Wirkung  und  Gegenwirkung  ist  zu 
setzen 


wobei  die  Ausdrücke  rechts  deu  Quadraten  der 
winkligen  Dreiecks  entsprechen,  dessen  Hypotenuse  —  20  ist 

Man  kann  nun  setzen 

4»»cos*|  -  2»«(2  +  cos0j  *) 

4 »»sin*  ?  =  2»*(1- cos ß) 

ß  l> 
oder  für  7?,  =  2» cos  3  und       —  2»sin  2 

Äj"  =  »*  +  »f-f  2  »»Cosa 
—  vt-\-v>  -  2»»C0Sa 

Setzt  man  nun 

2»*  —  »isH-»a*    und    »,iJ4CCSa  «=»  v*CO&(i 
cos  ß 

so  ist  für  -  - ;-  =  k: 
COS  « 

„4^  =  ?',*^* 

wobei  *  <  1,  d.  h.  a  >  jS  ist,  denn  »*  >»  »,  ts    Es  ist  nun 


folglich  durch  Einsetzung  in  die  Formel 

»,»+»,'  =  2»« 
»4*8-ft>„«  -  2»,c8 
oder   »84  --2»,8»s  +  »«  -       — **J 
woraus  folgt 


*)  Aus  dieser  Gleichung  erhalt  mnn  für  o  =  90°,  d.  i.  unter  der  Vor- 
aussetzung des  dynamischen  Maxiraums,  für  welche« 

.  et  et  . 

sin   =  cos  I   ist : 

4»*  (cos*  |  -1  j  =  »» (1  -f  V2~) 

Sem  man  für  v  den  Wert  der  grössten  Fallgeschwindigkeit  von  11  000  See. - 
ÄHr.  ein,  so  erhalt  man  den  Wert  der  Lichtgeschwindigkeit. 
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und 

und  daher  nach  der  Voraussetzung 

Mit  Bezug  hierauf  ergeben  sich  die  allgemeinen  Formeln  des 
Parallelogrammgesetzes  für  Wirkung  (Combination)  und  Gegen- 
wirkung (Compensation) 

-  Vt+Vi2± 2P, Pj cosa  (1) 

X*  -  »|*+  t'2*-2»1f,cosa  (2) 

Setzt  man  nun  weiter 

/fj«  «.  mr,*   und   /?sa  =  »it^s 

so  ist   

f),[y»i  —  1  -r-cos*a  —  cos«]  «=  rs 

»,[Vm  —  l  -P  cos*a  -}-  cos  «]  =  V, 

und 

»,i7s[m  -  (sin'a-f-cos*«)]  —  p,  us 
daher  ro  —  2,  woraus  folgt 

»i*  —  *'*8  =  2 D|  t?a  cos  a 

oder 

Dies  ist  die  Difforenz  zweier  lebendigen  Kräfte  als  Arbeit  ausge- 
drückt. Somit  ist  die  vorgenommene  Aufgabe  gelöst.  Diese  dyna- 
mische Formel  wird  zur  kubischen  für  er  =  0.   Man  erhält  dadurch 

woraus  folgt  für  rt  1 

*,  -MV2-H) 

und  für  rl  1 

«*-MV2  -  1) 
Es  entspricht  also  jjj  der  cotang  22°  30' 

und   -   der  cotang  22°  30' 

V 

entspricht    Dies  ist  angenähert  der  Winkel  der  Ekliptik. 

Eine  weitere  Interpolation  der  Gleichung  soll  hier  unterbleiben. 
Die  Differenz  der  Grundgleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt 

7?,*  -  HJ  —  4  r,t'sCOS  0 

Ferner  ist 
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Iii  7?2  —  V(vx*  +  "ä2)*  —  4  vt  *"at*  cos«« 
Setzt  man  nun 

2v.  rssina 

—  —  —  —  COS  OD 

Vfa  "  +  -4r1*Vc08J,o 

so  ergiebt  sich  die  Resultantcngleichung 

/f,2  -  Jts*  =  2 Ht  Rt  cotga  .  cos  ^ 

welche  der  Verfasser  bereits  direef  aus  dem  Kräfteparallelogramm 
mit  Benutzung  der  graphischen  Methode  und  dann  auch  durch  An- 
wendung der  Tangens-Functionen  des  doppelten  bzhw.  des  halben 
Winkels  und  des  sog.  separirten  Tangentensatzes  entwickelt  hat, 
woraus  sieh  ergab,  dass  <?  dem  Complement  des  Kcsultantenwinkels 
als  der  sog.  Compcusatiouswinkel  entspricht 

Es  hat  aber  sosqp  die  Bedeutung  des  dem  Kräftesystem  zukom- 
menden Wirkungsgrades,  bzhw.  der  bei  Wechsel maschineu  auftreten 
den  sogenannten  Leitungsfactoreu 

Auch  diese  Gleichung  ist  hier  nicht  weiter  zu  interpretiren. 

Sch  wartze. 
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Während  der  Drucklegung  dieses  Hoftos  vorsehied 
nach  nur  kurzer  Krankheit  im  vierundachtzigsten 
Lebensjahre  am  7.  Juni  1900  Professor  Dr.  Roinhold 
Hoppe,  Redacteur  des  Archivs  der  Mathematik  und 
Physik  seit  1873,  wo  er  der  Nachfolger  des  Gründers 
desselben  J.  A.  Gruneit  wurde.  Das  uuiversollo 
mathematische,  philosophische  und  sprachliche  Wissen, 
das  den  Verstorbenen  vor  den  meisten  soinor  Fach- 
genossen  auszeichnete,  hat  er  in  den  27  Jahren,  wäh- 
rend deren  ihm  die  Leitung  des  Archivs  oblag,  voll 
und  ganz  in  den  Dionst  dieser  Thätigkeit  gestollt,  dio 
den  Hauptinhalt  der  letzten  Periode  seines  Lebons 
bildete.  Eine  ausführliche  Schildorung  soines  Lebons- 
ganges  und  seiner  Persönlichkeit,  sowie  eine  Würdi- 
gung seiner  wissenschaftlichen  Leistungen  soll  don 
nächsten  Band  dos  Archivs  eröffnen, 

Der  gegenwärtige  Band  schliesst  die  zwoito  Reihe 
dos  Archivs.  Mit  dem  ersten  Bande  der  dritten  Reiho 
geht  das  Archiv  in  ^len  Veilag  von  B.  G.  Teubnor 
in  Leipzig  über.  Dio  Redactionsgesehäfto  werden 
künftig  die  Horron  Geheimer  Rogiorungsrat  Professor 
Dr.  Lampe  in  Borlin,  Professor  Dr.  W.  Franz  Moyor 
in  Königsberg  i.  Pr.  und  Oberlehrer  Dr.  E.  Jahnko 
in  Berlin  gemeinschaftlich  führen. 


Sicks  telx  Thtoreme*  de  la  g€onitru  uph<rique. 
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XXXIII. 

Theoreme«  fondamentaux  de  la  geome'trie 

spherique. 

Par 

V.  Sickstel. 

(Arch.  d.  Math.  n.  Phyt.    2.  Roihe.   T.  XV.) 

(Fla.) 


Theoreme  .V.Y.  Untre  du  Iriangle  sph&ique  est  tgale  au  pruduit  de  { 
de  In  mtrface  .yJtaujue  jntr  le  rapport  de  Cexces  de  In  Hamme  de  sex  ungles 
$wr  2d  «  2d  (tig.  30). 

Nous  citons  avec  quelque  Supplement  la  dcmonstration  connue 
dans  la  science. 

Definissons  d'abord  l'aire  d'un  triangle  isocele  dont  l'anglo  an 
somraet  est  moindre  que  2tl. 

Soit  A  AÜC  isocele  et  Ali  «=»  AC\  soit  en  outrc  &  .dZfCmoinder 
que  i  de  la  surface  spherique.  En  proloogeant  tous  les  cßtes  de  co 
triangle  jusqu'  a  la  seconde  intersectioo  (Dans  les  points  A/,  D  et 
P),  nous  trouverons  que  la  ligne  BC  dans  toute  son  etendue  limito 
la  demi-sphere  qui  so  compose  du  fuseau  CBMA,  du  &ACP  et 
du  A  AMP. 

Mais  A  ACP  «=  au  fuseau  HC  PA  —  &  ABC, 
&AMP—  ao  fuseau  AMDP—&  DMP 
ou  A  AMP  =  au  fuseau  ABDC—  &  ABC 

car  les  fuscaux  opposös  sont  egnux  entrc  cux  et  lo  £  DMP  et  lo 
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A  ABC  sont  egaux,  comme  triangles  isoceles  ayant  des  angles 
egaux  aux  sommets  {A  et  D)  et  deux  cötes  egaux*)  qui  compren- 
nent  ces  angles,  ainsi  ils  sont  coincidents  dans  le  cas  de  la  snper- 
position. 

En  raarquant  la  surface  de  la  sphere  entiöre  par  S  et  los  aires 
des  fuseaux  d6terminees  par  les  angles  da  triangle  donn6,  par  Q„ 
Q8  et  Q,,  nous  obtiendrons: 

IS=  c^-f-^-f  q8-2  &ABC 

AAßC-m+Qt  +  Qs-lS)  (I) 

D'aprös  le  theoreme  5  qui  se  rapporte  ä  la  circonference  (pago  420) 
il  est  facile  de  döduire  que  l'aire  de  chaque  fusoau  est  6gale 
au  produit  de  la  surface  spherique  par  le  rapport  de 
son  angle  a  4 a  et  par  suite  1'egalitc  (I)  prcndra  la  formo  suivante: 

/SA  ,  SB  ,  SC      ,   \      ,  JA+B  4-C  \ 

ou  bion 

A,  ABC  -  IS{  ^    Jd  J  (II) 

En  marquant  par  A  l'aire  du  triangle  supplemcntaire  au  triangle 
donne  jusqu'  ä  la  surface  spherique  entiöre,  et  par  A'y  B'  et  6" 
les  angles  du  triangle  A\  nous  trouvorons  une  formule  pareille  ä 
la  preeddente. 

A'-i-r^t0'-") 

Pour  demontrer  le  th6oremc  considere  dans  le  cas  oü  le  triangle 
donne  n'est  pas  isocele,  elevons  aux  cötös  de  ce  triangle  —  snr  leurs 
milieux  =  les  perpendiculaircs  A'O  et  70  (fig.  31  et  32),  et,  joig- 
uant  le  point  de  leur  intersection  aux  sommets  du  triangle  donne, 
nous  obtiendrons  trois  triangles  isoceles,  dont  la  somme  algebriquc 
est  egale  au  triangle  donne. 

La  consideration  des  figures  amenera  a  la  formule  (II). 

En  effet: 

A  ABC  -  A  AOB  +  A  BOC  ±  A  AOC 
Sur  les  deux  figures: 


*)  AB  =  \  —  BD,  DP=\-  BD,  par  conseqticnt  AB  —  DP\  de  In 
tnltne  raanifere  nous  trourerons  qno  AC  pst  nussi  =  DM. 
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&Aoa  -  w^+litSi-i);  a«0c  = },  (t'+l\+°-'  -1) 

Sur  la  tigurc  31: 
Sar  la  figure  32: 

A^c-tfl(^+"+<Q»+°»)-i) 

D'apres  cela  sur  la  figure  31 : 

Ai*-i.(±fc*|£=Si) 

Sur  la  figure  32: 


ou  bicn: 


C'est  ainsi  quo  trouvc  sa  raison  d'ctrc  lo  theoremo  33  pour  chaquc 
trianglc  pris  dans  les  conditions  ci-dessus. 

Prouvons  maintcnant  la  verite  du  theoremo  33  dans  les  cas  oü 
le  triangle  est  plus  grand  quo  £  de  la  surface  spherique  et  oü  Tun 
de  ses  angles  est  plus  grand  quo  2d. 

1)  Soit  le  A  AIS  MC  (fig.  33)  plus  grand  quo  £  de  la  surfaco 
spherique.  Eu  menant  par  B  et  C  uno  ligne  geom6trique  entiero  nous 
trouverons: 

A  AUMC  -  A  AUC+iS  -  is  (±t*l±3=l*)  +,fl 

oü  Bt  et  C,  sont  les  angles  du  A  ^C'. 
Ou  bien 

on  bicn 

22* 
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,    \A  +  B+C—  2rfl 
&  A  BMC  -  ]  Ä|  -  — — j 

oü  -l,  /i  <i  6  sont  les  angles  du  triangle  donne  AB  MC. 

2)  Prenons  &  /'iVCM  (lig.  33)  qui  est  moindre  que  {S  et  dans 
leqael  ./  i»>  2r/. 

&  NPM  est  supplementairo  au  triangle  donn6  jusqu'  ä  |  <S*  et 
de  lä  chacun  de  ses  angles  est  moindre  que  2</. 

Alors 

&  PNCM  =  \  8  -  &  NPM  -  *Ä  -  i  S  (P|"l"iy,^Afl  "  2</) 

oü  les  angles  1\,  Nx  et  Mt  sont  les  angles  des  triangle  suppl.  meii- 
tairc  NPM. 

Ensuito 
ou  bien: 

oü  P,  JV  et  Af  —  sont  les  angles  du  triangle  donue. 

Ainsi  le  theoreme  33  est  vrai  pour  chaquo  triangle. 

L'exces  de  la  somme  des  angles  du  triangle  sur  2rf  nous  appel- 
lerons,  conimc  il  est  adir.is,  exccs  spherique. 

La  formule  II  vraie  pour  chaque  triangle,  nous  amcne  aux  con- 
clusions  suivantes. 

1)  La  somme  des  angles  de  chaque  triangle  spherique  est  plus 
grande  que  2d. 

2)  La  somme  des  augles  du  triangle  spbüriquc  est  toujours  plus 
petite  que  lüd:  eu  1'admettaut  egale  a  li)d.  nous  trouverous  l'aire 
du  triangle  egale  ä  S,  ce  qui  est  impossible. 

3)  La  somme  des  angles  du  triangle  spherique  peut  etre  plus 
grande  ou  plus  petite  que  Gr/,  mais  ne  peut  pas  etre  egale  ä  6  r/, 
car,  dans  le  deruier  cas,  l'aire  du  triangle  est  egale  a  J,S,  et  cela 
ue  peut  pas  etre  admis  d'apres  ce  qui  suit: 

En  admettant  que  le  A  ABC  (Hg.  31)  est  cquivalent  a  la  \  de 
la  larface  spherique,  nous  trouverons  au  moyen  de  la  guperposition 
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de  cos  tißures  que  le  A  UBC  est  equivalent  au  fuscau  AB4 Dt*. 
Mais  BD  <d  ABD,  par  cousequeut:  BD  <  AB' D. 

Eusuite:  ABC  est  plus  petite  qu'  nnc  ligne  geometriquu  entiere 
et  AD  —      eonsequemment:  DC  <  AD.    C'ost  pourquoi,  prouaut 

==  BD    et    A>C"  -  DC 

iious  trouverous  ou  joiguant  les  poiuts  6"  et  que  lo  A  i//JC  et 
le  B'D'C  peuveut  etro  amenes  ä  la  co'incidcuce  et  cousequeiu- 
ment  le  A  BDC  —  A  ZTC"/}'  =  au  fuseau  AB'DC",  ce  qui  est 
absurde. 

4)  Lcs  triaugles  sont  equivalcuts  cjuaud  les  somroes  de  leurs 
augles  sout  egales. 

5)  Eu  divisaut  les  deax  partics  do  l'ugalitö  (II)  par  S  uous 
obticndions: 

A      A+ B+C-2d 

8  "  "  8d 

oü  le  A  ABC*  08t  marquö  par  le  signe  A- 

D'ici  nous  voyous  que  si  l'aire  du  triauglo  est  intiuimeut  petite, 
(A+B+C)  differe  intiniment  peu  de  2rf.  — 

G)  L'aire  du  triaugle  est  direeteuieut  proportiouucllc  a  l'exces 
spherique,  et  par  suite,  le  rapport  des  aires  do  deux  triaugles  est 
egal  au  rapport  de  leurs  exces  spheriqnes. 

7)  Si  daus  un  polygoue  dont  le  nombre  des  cötes  est  egal  ä  n 
nous  meuons  toutes  les  diagouales  d'uu  sommet,  le  polygono  sera 
divise  eu  triaugles  dout  lo  uombre  sera  (n  —  2).  En  calculaut  les 
aires  de  ces  triangles  et  en  faisant  la  somrao  des  uombres  obteuus 
nous  trouverous  l'aire  du  polygoue: 

oü  £  est  la  somme  des  augles  du  polygoue. 

8)  Preuous  uu  triangle  dont  chaque  angle  est  moindre  que  2d 
et  par  cousequent  chaque  cöte  est  moindre  quo  J,  däerivous  du 
somraet  de  ce  triangle  les  arcs  d'uu  rayon  egal  a  |.  Les  arcs 
formerout  eu  se  coupaut  un  trianglo  qu'il  est  admis  ä  nommer 
triangle  polaire  du  iriangle  doune,  taudis  que  les  sommets  du 
triangle  doune  s'appelleut  poles  des  cötes  du  nouveau  triangle  dont 
ils  representaient  les  centres.  II  est  evident  que  les  sommets  du 
triangle  polaire  sont  les  pöles  dos  cötds  du  triangle  doune;  c'est 
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poarquoi  Ig  triangle  donne  et  cului  qui  lai  est  polaire  s'nppollent 
reeiproquement  polaires. 

Nous  savous  aassi  qoo  dans  les  trian^les  reeiproquemout  polaires 
chaque  angle  de  Tun  avec  uu  cötfi  de  l'autre  doerit  du  sominet  do 
cet  angle,  donnent  la  somme  do  180°. 

En  marquant  les  augles  et  les  cötes  du  triangle  donne  par  A. 
2?,  Ct  a  bt  c  et  les  angles  et  les  cötes  du  triangle  qui  lui  est  po- 
laire par  A\  B\  C\       b\  c\  nous  trouverous: 

1)  A'  +  B'+t"  +  a+b  +  c  ■=  6<Z  et 

2)  A  +  B  +  C+a'  +  b'  +  c'=  &d 

En  supposant  maintenant  «,  b  et  e  infiniments  petita,  nous  aurous 

limU'+fi'H-C')  -  Gr/ 

En  marquant  l'aire  du  triangle  polaire  du  triangle  douue  par  A\ 
nous  avons  encore: 

SfA'  +  B'+C  —  2d\      „  ,  .  .  < 

Mais  ±S  no  peut  etro  admise  quo  commc  l'airo  d'uu  triangle 
dont  chaque  angle  est  egal  a  2d  et  la  somme  des  cötes  egale  ä  id. 
C'est  pourquoi  dans  lc  cas  donne 

a'  +  Ä'-f-c'  =  4t* 

et  par  consequent 

A  +  B+  C—  2d 

Donc, 

si  les  cötes  du  triangle  sont  iutiuiment  petits,  la  somme  de  sos 
angles  differo  infiniment  peu  de  '2d. 

Uu  pareil  triangle  peut  etre  evidemment  pris  pour  celui  d'Eu- 
clide. 

L'aire  de  ce  triangle  est  infiniment  petite. 

En  prenaut  en  consideratiou  qu'  une  liguc  geometriquo  d'une 
longueur  iufiuimeut  petite  peut  etro  completemeut  deliuic  par  deux 
poiuts  quelconques  pris  sur  ellcs  ou  doit  couclure  que  la  geometrio 
des  figures  infiniment  petites  sur  la  surfacc  spherique  est  la  geo- 
metrio d'Euclide. 

II  en  suit  encore  que  la  trigonomdtrie  rectiligne  peut  etre  ap- 
pliquöe  avec  succes  sur  la  surfaco  spherique  aus  figures  infiniment 
petites. 
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1>)  Si  daus  uu  carre  dcax  cötes  opposi-s  sout  egaux  cutre  eux  ot 
perpcndieulaires  au  troisieme  qai  est  ininimont  pctit,  los  deux 
autres  angles  du  co  carre  sout  egaux  eutro  eux,  different  iütiuimeut 
peu  des  auglcs  droits,  et  l'aire  du  carre  est  iütiuimeut  petito 
1%  35). 

Soit  daus  lc  carre 

BMNC—  Z  B  =  Z  C  -  tl,     BM  -  CW   et  BC  - 
riufiuitesime. 

Eu  prolougeaut  los  eötes  BM  et  CA'  jusqu'  ä  l'iuterscetiou, 

uous  obtieudrous  £\  ABC,  daus  leqnel  lcs  augles  B  et  C  sout  droits 
et  Z  A  =  riutiuimeut  petit 

Alors: 

8    A  S 

A  ABC  =  \  •  r)(l  —  ö</  •  A  =  l'intiniinent  potit. 

D'ici  lc  carre  BMXC  =  riutiuiraent  pctit, 
Eusuite:  le  CÄTfe 


conscquemment: 

B+C+M+N-4d  -  rintioimont  petit 
ou  bien: 

M+N—2d  m,  l'infiniment  pctit. 

Mais  les  angles  M  et  N  sout  egaux  eutro  eux,  comme  angles 
supplementaires  jusqu'  a  2d  aux  angles  ä  la  base  daus  le  A  isocele 
AMN,  et  ainsi  uous  obteuous  de  la  deruiero  ögalitü; 

2M—2d  =-  2JV  —  2d  =■  rininfiuinieut  potit 

ou  bicu 

M—d  _  ,v—  d  —  riutiuiraent  petit. 


Nous  avous  dejä  cu  recours  aux  deux  cas  suivauts  de  l'egalit<S 
des  triaugles: 


L'egalite  des  triaugles. 
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Theoreme  .34.    1)  Lex  triangles  tont  egaux,  quawl   ilx  mit  deux  c6tv* 


dwuies  sunt  disjtosis  de  la  mäne  muntere  dans  lex  deux  triangles. 

Thforbne  3ü.  I^es  triangles  mnt  egaux  quatul  ils  ont  im  cöte  egal  et 
deux  angles  gut  lui  vwj/  adjacents  tguux  chacun  «  chacun  ,  et  la  dis^sition 
des  Clements  dornte's  est  la  mCme  dam  lex  deux  triangles. 

L'egalitd  dos  triangles  a  6t6  prouve'e  daus  ces  cas  au  moyou  de 
la  supcrpositiou,  en  faisant  glisser  l*uu  d'oux  sur  la  surfaco.  Nous 
avons  eu  recours  au  premier  de  ces  eas  en  dtfmoutraut,  par  cxeui- 
ple,  lo  theoreme  13  et  au  second,  pour  dcraoutrer  le  tbcoreme  20. 

Demontrons  encore  les  deux  cas  suivants  de  Togalitö  des  tri- 
angles: 


dans  les  deux  triangles.    (tig.  36). 

II  est  donnö: 

A  ABC  et  A  A'B'C";    AB  =  A'&\    BC  -  BC :    AC  =  A'C 

Rcmarquc.  II  est  Evident  qu'ou  uo  pcut  dnnoutrer  cc  tbco- 
r6mc  que  dans  le  cas  oü  la  sommc  des  aires  des  triangles  dounes 
est  plus  graudo  ou  plus  pctite  quu  la  surfaco  spbcriquc  eutiere. 

La  demonstratio^  que  nous  douue  Euclido  pour  les  triangles 
rectilignes  dans  les  memes  couditious,  peut  etro  appliquee  avec  succös 
sur  la  surfaco  spherique. 

Repetons  cetto  demonstration. 

•> 

En  supposaut  quo  Z  A  ^  Z  A'  nous  trouverons  que  £\A'B'C' 

tant  superposc  sur  £  ABC  uo  peut  prendro  qu'uue  des  positions 
suivantcß  desavantageuses  pour  notre  but:  1)  ABC'  et  2)  ABC". 

Dans  lo  premier  cas: 


Mais  ces  £galit<?s  no  pcuvcnt  pas  exister  ensemblc:  la  secoude  s'obticnt 
do  la  premiero  eu  augmeutaut  unc  partie  de  la  premierc  vgalitt1  et  en 
dimiuuant  l'autre;  mais  comme  les  t;galit»'s  existent  par  suito  do 
la  supposition,  cotte  suppositiou  est  absurde. 

Dans  le  second  cas: 


Z.  AC  C—  Z  ACC  et  Z  BC'C  =  Z  BCC' 
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Z  AC"C  =  Z  ACC" 

et  par  eonst'queut 

ZMC"C<=  Z.  NCC  " 

mais  eu  outro 

Z  BC"C  —  Z  BCC" 

Les  deux  demieres  egalites  ne  pouvent  non  plus  existor  eu  meine 
tcmps,  et  par  consoquent  la  suppositiou  est  de  uouveau  absurde. 

Ou  voit  d'apres  cela  que  Z  A  est  nccessairemont  egal  ä  ZL  A\ 
done  les  triangles  sont  «gaux  (th^oröme  34.) 

II  faut  ajouter  que  Cs  A'B'C  ue  peut  occupcr  ctant  superpose 
la  position  AC,  B  (lig.  37)  parce  qu'alors  il  viendrait  que  les  tri- 
augles  BCC\  et  ACC\  sout  isoceles  et  par  eousiquout  les  ligues 
geouWtriques  AO  et  Bü  qui  divisent  les  bases  de  ees  triaugles  eu  deux 
partics  egales  et  qui  partent  des  sommets  opposes  aux  bases  forme- 
raieut  uuo  ligue  güonietriquo  nou  interrompue,  d'oü  nous  eouclurious 
que 

AQU  =  AB  -  i 

co  qui  est  impossiblc 

Thöncme  ,77.    (Le  4^   cm  ile  Cäjditt  da  triangles) 

Ja*  triangles  »mit  igaoz  lorsque  tous  les  angles  de  Fun  sont  egaux 
vhiicun  (i  chucttn  aux  angle*  de  fautre  et  tu  di>i>o»-iti<»t  des  vtements  donnes 
t.*t  la  mCme  dam  le*  deux  triangles  (lig.  38). 

II  est  donnc: 

£\  ABC  et  &  A'B'C  ;    /  .4  =  Z  Af ;  B  -  Z  B' ;  Z  C  =  Z  C 

Eu  superposaut  les  triangles  donntfs  de  maniero  que  les  angles 
egaux,  par  exemple  A  et  A',  coiueideut  et  que  A'  Ii'  tombe  sur  An> 
nous  trouverons,  eu  ne  prenant.  en  consid^ration  quo  les  suppositious 

■> 

döFavantageuses,  que  A'B'  ^  AB  et  cn  admettant  par  exemple  la 

deruiere,  nous  devons  conclure  que  B'C  preudra  la  position  MA\ 
e'est  ä  dire  epupera  le  cote  BC\  car  dans  le  eas  eoutraire  A  ABC 
est  plus  graud  que  &  A'B'L",  taudis  que  d'apres  le  theoreme  33, 
ces  triangles  sont  Äquivalents.  Si  done  B'C'  a  pris  la  position  MN,  les 
angles  AMO  et  ACQ  exterieurs  pour  les  triangles  MOB  et  NOC 
sont  egaux  chacun  a  ebaeun  aux  angles  iuterieurs  ABO  et  ANO%  qui 
ne  leur  sont  pas  adjacents  et  de  lä  les  lignes  gt-onictriques  OP  et  OQ 
qui  divisent  les  angles  au  sommet  O  eu  deux  parties  egales  et  qui 
par  consequent  forment  une  ligue  gt:onn:triquo  non  iuterrompue  sout 
egales  cbacune  a  J  (tbeoreme  13).   D'ici  nous  voyons  que  la  ligne 
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POQ  -  i 

par  cous<5queut 

Z  A  =  2d. 

Cette  couclusiou  ne  peut  pas  etre  admisc  et  montrc  que 

Ali  =  A'B' 
et  par  suite,  d'aprös  le  theoremc  35) 

A  ABC  -  A'B'C 
Si  les  triauglcs  out  des  partics  egales  indiquees  dans  les  con- 
ditious  des  theoremes  34,  35,  36  et  37,  mais  la  disposition  de  ccs 
parties  daus  les  triangles  u'est  pas  la  meine  bien  quo  la  superpositiou 
des  triangles  soit  impossible,  il  u'est  pas  difticilo  de  demoutrer  quo 
les  autres  parties  des  triangles  sont  egales  chaeuue  ä  ebacune. 

Theoreme  .'AV.  .SV  les  triangles  nnt  un  tingle  egal  compri*  entre  des 
cöte's  (ganx  ehacun  it  ehacun ,  mais  dtmt  la  di#posifion  n'est  pas  la  ttietue 
les  autres  eldments  des  triangles  sunt  egaux  ehacun  a  ehacun  (tig.  39). 

II  est  donue: 

A  ABC  et  A  A'B'C;    AB  =  A  B' ;    BC  -  &C*\    Z  B  =  Z  B' 

Dans  lo  cas  donne  on  peut  trausporter  uu  triauglc  ä  la  suitc 
de  l'autre  comme  il  est  montrc  sur  la  tigure. 

Alors  eu  joiguant  A  ä  A'\  nous  trouverons  que  AA"  est  per- 
pendiculaire  ä  BC  et  se  diviso  par  eile  en  deux  parties  egales,  il 
en  suit  douc  que 

AC  -  A"C  -  A'C\    Z  ACB  -  Z  A'CB'  et  Z  -4'-  Z  A 

The'ortnie  .7.9.  Si  les  triangles  nnt  un  cöte  <gal  adjacent  a  deux  angle* 
egaux  ehacun  ä  ehacun,  mais  qui  ne  sunt  jxis  semblablement  dispnses,  les 
parties  des  triangles  sont  respectivement  egales  (fig.  4'l). 

Ii  est  donne: 

A  ABC  et  A'B'C;    BC  =  B'  C;    ZB  =  Z  B'  \    ZC  =  Z  C, 

Dans  le  cas  douue"  on  peut  transporter  A  A'B'C  ä  la  suite  du 
A  ABC  comme  il  est  montrd  sur  la  tigure.  Joiguous  le  sommet  A 
a  A'  et  supposant  que  AA"  u'est  pas  perpendiculaire  ä  BC  menous 
du  poiut  A'  la  perpendiculaire  ä  BC.  Ccla  nous  douncra  d'apres 
lo  thdoreine  18  uue  absurditd  et  de  la  nous  devons  conclure  que 
AA"  est  perpendiculaire  ä  BC.   11  en  suit  quo 

AB  —  A'B  =»  A'B\    AC  —  Ä'C  =  Ä C  et  Z  A  -  A"  Z  A*. 

The'oronc  40.  Dans  les  triangles,  qui  <mt  les  angles  eganx  chacu  ä 
chaam  bien  que  CCS  deiniers  ne  soient  pas  semblablement  äisposdt  les  autres 
Clements  soient  Sgauz  ehacun  a  ehacun  (Hg.  41). 

//  est  donni;    A  ABC  et  A  A'B'C,  Z  A  -  A',  ZB  —  B\  ZC=  C 
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Eil  prolongcaut  AC  et  BC  —  cöte's  du  £  ABC.  od  peut,  dans 
1c  cas  donn«,  faire  prondro  au  A'B'C  la  positiou  A"B"C\  avec 
cela:  Z.  B"  =  /  />'  ^  ^1"  -  ^  A'  et  lcs  cötes  de  l'angle  Ä'CB" 
sont  les  prolongcments  des  cötös  de  l'angle  BCA. 

Commo  les  triangles  donnes,  d'apres  lo  tbioremo  33,  ont  les  aires 
egales,  en  menant  AA"  et  BB"  uous  trouverons: 

1)  A  AA"B"  est  equivalent  au  £  A"HA  et  2)  A  AB"B  est 
equivalent  au  £  A"Blt". 

Nous  boniant  ü  l'une  de  ces  conclusious,  par  excmple  ä  la  pro- 
filiere, nous  devons  bien  admettre  quo  Z  a  =  Z  ax  et  par  coiis*- 
quent  AC  =  Ä'C  —  A'C.  Mainteuant,  d'apres  le  tbeoreme  39, 
uous  dovons  couclure  que 

BC=B'C    et  AC—A'C 
De  meine  que  dans  la  ge'ome'trie  d'Euclide  uous  d^duirons  l'e'ga- 
litc  des  triaugles  rectanglcs  dans  lesquels  la  dispositiou  des  «ücmcuts 
donnes  est  la  meme  daus  les  cas  suivauts: 

1)  Lorsquc  les  catbetes  sont  egales  chacune  ä  cbacunc  dans  les 
deux  triangles. 

2)  Lorsque  la  catbete  et  l'angle  qui  lui  est  adjaccnt  sont  ögaux 
dans  les  deux  triangles. 

3)  Lorsquo  l'bypoteuusc  et  la  catbete  sont  egales  cbacuuo  a  cba- 
cunc dans  les  deux  triangles. 

4)  Lorsquo  i'hypot<<uuse  et  un  angle  aigu  sout  tfgaux  dans  les 
deux  triangles. 

5)  Si  dans  lcs  deux  triangles  l'bypotäiuso  est  plus  grando  ou 
plus  petite  quo  les  triaugles  sout  6gaux  lorsque  une  catbete  et 
l'angle  opposc"  ä  cette  catbete  sont  egaux. 

II  est  facilo  aussi  de  montrer  quo  daus  les  ciuq  cas  indiquCs, 
les  Clements  homologucs  des  triaugles  seront  egaux  quoique  la  dis- 
position  de  ces  Clements  ne  soit  pas  la  meme. 

Formules  fondamentales  de  la  trigon  ora  c  tri  e 

spberique. 

Nous  savons  que  toutes  les  proprictc's  des  fonetious  trigouome- 
triques  peuvent  etre  trouvees  tout  a  fait  inde'pendamnieut  de  la  re- 
pntecutation  geome'trique  de  ces  fonetions;  c'est  pourquoi  la  trigon o- 
m«trie  spheriquo  n'a  pas  besoin  d'uue  pareille  represeutation  des 
fonetions  trigonome'triques  pour  prendre  naissance  ctse  dtvelopper. 


.'J4.8  Stekätel '.  ria'oibnrs  dt  la  yeTmelrn  »pbiriqm*. 

En  cfiV't  prenant  x  et  y  —  ares  quelconques  de  grands  cercles 
nous  pouvons  adiuettre: 

ys  xb  je»*-] 

Sin*  =  x—A — + 


1.2.3       1  .  2  .  f>      '  '  *  -  l  .  2  .  .  .  (2n-l) 

*  iT27  :T(2^Fi)  ±  <l> 


X*  x* 


Co8X^  1-1  .2+1.2.3.4"  ,:tl."2.  .  .  .2»-2l 


1.2.  .  .  2«  - 


(2) 


V  -  sin,  +f  ; \- ;-3  .  sinV  +  f    ^  '  ^   0  •  sin»*  +■  .  .  .  .  (3) 

En  supposaut  ilans  la  dcruilro  l'onnule  siu.y  -»  1, 
uous  trouverons  1c  nombru  y  avee  le  dcgre  de  p  rccision 
d^sirable  et  nous  eouelurous  qae  lavaleur  obtouud«:- 
siguo  lo  uombre  des  unitös  inesuraut  le  \  d'uue  liguo 
gäombtriqne  entierc  au  moyoii  desquollos  doit  etre  me- 
sur«  tout  arc  x  pour  le  calcul  de  ses  fouctious  trigono - 
tnctriques  d'apres  les  formolcs  (1)  et  (2j. 

Comrae  les  formales  (1),  (2),  (3),  aiusi  qtie  la  formale 

X  X*  il" 


oü  C  est  la  base  du  Systeme  des  logarithmes  du  Neper,  donneut  les 
moyeus  de  d^'duire  toutes  les  proprictcs  des  fonetious  trigouonutri- 
ques,  uous  aurous  recours  aux  dcrnieres  proprk;t';s  comme  ä  des 
proprutt's  prouvöes. 

Theonmc  1.     Si  rityj>oteioise   et  lo  eathile  dun  trionyle   eeetonyle  ob 
tiennent  des  (trcroissemeids  tnßumtent  jntilt  et  rangle  oppoet   o  rette  entfiele 
ne  ehoinje  /w/J,  lo  lim.  <lu  ropport  de  CttCCrtHMenU  ut  de  lo  enthite  a  l'aeet  oixse- 
tnetd  de  rhy}H>tenn.<e  est  totijour*  öjole  011  eosiwis  de  Fangt*,  eoinjnis  entreit» 
eötes  considaes  du  triangle.    (üg.  42.) 

Soit  dans  le  A  BAM  /L  M  —  <l\  l'iiypoteuuse  BM  —  a,  la 
catböte  AM  =  b. 

Attribuons  ä  l'hypohuuse  BM  raecroissemeut  MM'  —  intiui- 
meut  petit  —  et  menant  du  point  M'  la  druite  M'D,  perpeudieulaire 
ä  BA,  preuous  Z>A*  —  AM.  Eu  joiguant  lu  point  M  au  point  N  ot 
en  prolongeaut  AM  et  DX  jusqu'  ä  l'intersection  uous  obtieudrous 
le  *±  MOX,  triaugle  isoci'le,  oü       OMX  =  A.  OXM.    D'ici  nous 


Digitized  by  Google 


Sickxltl:  Th^or  eines  de  la  tftnm^lrie  sphfrique. 


349 


concluons  que  dans  le  £  MNM'  l'angle  N  est  plus  grand  quo 
Z.  M'MN  et  par  consi-quent  MN  «<  MM'.  Ensuite  nous  trouvons 
quo  MM'  -{  M'  a\  ^>  MN%  mais  comme  MM1  est  infiniment  petite, 
M'N  ainsi  que  MN  doi\ent  etre  consöquemment  aussi  infiniment 
petites. 

Snpposant  maintenant  qu'  une  lougueur  quelconque  ACy  qui  est 
une  portion  do  AD,  est  l'infiniraent  pelit,  joignons  le  point  0  au 
point  C.  Alors  MZ  —  rinfioiment  petit,  donc  en  prenant  CK=AM, 
nous  trouverons  que  KZ  est  1'infiniment  petit,  d'aprös  le  raisonne- 
ment  prccedent.  En  outre,  comme  maintenaut  AC  est  aussi  <;gal  a 
1'infiniment  petit,  le  £±  MZK  \izxxt  etre  admis  comme  triangle  rectangle 
d'Euelide  (corollaire  9  du  th«?oreme  33)  oü  l'angle  K  est  droit. 

Dans  ee  triangle  MZ  et  ZK  sout  des  accroissements  infiniment 
petits  de  l'hypotönuso  a  et  de  la  cathete  £,  et  l'angle  Z  difftre  in- 
finiment peu  de  l'angle  M  du  triangle  donne 

En  marquant  MZ  et  ZK  par  «  et  ß  nous  aurons  övidemment 

8  ß 

cos/.  =     et  cos  M  =»  limcosL  =  lim  - 
a  a 

ce  qui  prouve  que  le  theoröme  est  vrai. 

'Ih'urhne  '2.  Dans  im  triangle  rwtangle  le  rappari  de  la  tg.  de  la 
cathtte  «  la  tg.  de  Hypotenuse  est  toujaur*  egal  au  ras  de  rangle  emnpris 
entre  res  rotti. 

Pour  demontrer  co  thöorüme  consid*  rons  d'abord  le  rapport 

sin  (6+0) 
Fin(«-j-  a) 

oü  a  et  t>  sont  des  arcs  constants  diffnent  de  }  et  a  gt  ß  sont  des 
infiniment  petits  du  meme  ordre.  Alors: 

sin(//-f  ß)  _  sin  h  (  cos/3-f  ctgA  .  sin/3 ) 
sin(«-f-«)  ="  sin«  '    (  cosa-p-ctg«  .  sin«  ) 

D(;eomposaut  ici  sin«,  cos«  sin/3,  cos/3  en  rangs  infinis  et  en 
nögligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  et  d'ordres  supm- 
t-urs  nous  trouverons: 


sin  f/'-f  ,•?) 
sin  (a-j-a) 


sinA  /l-}-/3ctg6\  sin  b  /1-f- fletg/*  —  «ctg«\ 
sin«'  \1 -j- fu  tg«/      sin«     \       l-j-«fctg«  / 


f.nsuite  finalement  nous  obtiendrons  ridentit«: 
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8in(a-f-ß)       8inoT  ' 

}    ■    ■  (I) 

h  =  sin  «  •  1    l  +  «ctg-«-J  =  1  infiniment  P** 

Or  commo  nous  savons  qae  dans  les  conditions  donnces  par  rapport 
ä  a,  ft,  a  et  ß  \a  difference 

siD  (h-\-ß)  sin  a 
sin(«-f-a)  "~  sinT. 

est  toujours  une  quantit«;  infinimont  petite,  il  faut  conclure  quo  pour 
le  trianglo  rectangle,  (fig.  42),  qui  a  b  et  «  pour  cathete  et  hypotö- 
nuse  et  ß  et  «  pour  leurs  aecroissemeuts  infiniment  petits  il  existe 
toujours  l'oquation: 

sin  (/;+/?)  _  siui 

oü  El  est  une  quantit«  infiniment  petite  qui  difföre  par  uu  raulti 
plicateur  quelconquo  <p  de  rinfiuiment  petit  E  qui  eutre  dans  Tiden- 
tite  (I). 

Ainsi  Et  •=/•;.  <p  ou  la  lim. 9  diftoro  nöcessairemont  d'une 
unitö.   De  l'equation  (II)  nous  trouvons: 


2cos^H-Q  •  sin  2~~E*  '  sin  0 


ß 


sin  b  . 
=         -f-  E. 

CHI  /I 


C0SV'"T"2/  '     ß~  ~  p  '  Sina 
ß  2  sinA 

«  ä  ".in«+i5f» IUI) 

sin  g 

cos 


« 

2 


Et  prenant  en  consicKration  la  signitication  de  E  (egalito  I) 
nous  obtieudrons: 


A',  •.  sin«  /;<p 

■    =    a  ■  sin  a      <t>  .  sin/>  .  \  - 

ou 


(ctg&  — ctg  «\ 
J  4  et  ctg  a  / 
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ti         .  , 

£  yCOsA  —  A  ctg«  .  sini  .  q> 

-±  .  sina  =  —f  .  

P  1  -f-  a  .  ctg  a 

Par  saito  l'equation  (III)  preadra  la  forme  suivante: 

o  o 

a  i        fix       sin  >t      „  •  C03Ä  .  qp  -  Ctg«  .  8Hl/>  .  q> 

-  .CM\b+~).      ß  l  +  «ctga" 

2 


et 
sin. 


2 


sin/;  .  . 

—  — -  - f 


En  passant  maintenant  aux  limites  et  en  faisant  ensuito  la 
division  daus  la  prämiere  partie  de  cetto  equation,  uous  trouverons: 

ß    c.osb  ß    cos  b  sinA  sini 

lim  -  .  —  lim  -  .   — -    .  hm  <p  4-         .  lim  g>  =  . 

«     cos«  «    cos«        T    1    sin«  y  sm« 

ou 

cos//  sin  b 

linV  cos«-(l-limv)==sin«  (1~lim^ 

Or,  sachant  que  limqt»  differe  d'uno  unite,  nous  trouverons: 

.    lim"  _  a* 

O  tgrt 

ou  finalcment 

tab 

cos  M  -  * 
Ig« 

7 heortrtne  'i.  Dans  fmil  Iriunyle  reelanyle  le  rapjmit  de  la  tfj.  'Time 
calhete  au  sin  de  t'antre  est  e'yal  ä  la  ig.  de  Tany/e  opposi  «  la  premnre 
cathtte  (tig.  43.) 

Dans  la  figiro  43  nons  avons  represente  deux  dessins: 

Sur  le  premier,  dans  lo  &  DAM,  l'hypoteuuse  (DM\  ainsi  quo 
la  catheto  (AM),  sont  moindres  que  i;  et  sur  lo  second  les  meines 
c6l*  s  sont  plus  grands  que  J.  CompK'tons  sur  le  premier  dessin 
UM  et  AM  jusqa'  ä  i  en  les  prolongeant  ce  qui  fera 

DM+  MV  =  ßP-l  et  AM+  MN  =  AN  =  | 

Sur  lo  second  dessin  MV  et  MN  qui  servent  de  complömeuts  ä 
UM  et  AM  jusqu'  ä     seront  negatives. 
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En  joignant  ensuite  les  points  P  et  N  nous  obtiendrons  dans 
les  deux  ras  le  trianglc  rectanglo  A  MPNt  pour  lcquel 

tg  PN 

P  -T~  =  cos  MNP  »  sin  ANB  wt  smAB 
tg  NM 

OU 

tg{±j90--yi)}  «n^^1' 
tg{±(00-^/}  _  8m'"  tgÄ 

ou  bieo 

iab 

iL.-*11' 

ce  qu'il  failait  d<;montrcr. 

Thfrnhtie  4.  Dans  taut  triangle  rectaia/le  le  junduit  des  Co»,  des  ra- 
thetes  est  e'ynl  au  ctts.  de  nnji»iteituse  (Hg.  43). 

tgPW         tg|  +  (lK')°  —  B)\ 
Du  trianglc  MPN  .  .  .  tg*/  -  -  siu|±(üoo  .yM/)} 

-C**  (1) 

C08  rt 


( 


tg  3f  =   •    ...  2) 

b  sm  b 

Du  A  BAM . 

(«•*-&  <3> 

tg  «i       Ctff  #  ... 

Do  (t)  et  de  (2)    .  ■il7i  =  tos„  W 

sin  m  1'  1 

Do  (3)  et  de  (4)  .  .  .  — ^  — Ä  •  ^  -  cog  „ 

ou   cos«  =  cos*  .  cos  tu . 

En  appliquant  la  fonnule  trouv«  e  au  A  MPN,  nous  trouverons 

cos  MN  =  cos  AfP  .  cos  NP 

ou    cos (90°  —  b)  =  cos  (90°  -  a)  .  cos ('J0Ü  -  R) 

ou  bien   sin 6  =  sin  «sin  B,  d'oü 

s>n  &    ,  ^ 
snS=   ■    ,  c'est  ä  diro  que: 

Thfwime  '<""  triangk  rectangle  le  </«  «n.  <te  /« 

oafAttr  «u  si„.  de  rhypittnuxt  est  fgat  au  sin.  de  tätigte  oppo*4  a  b,  caihete. 

Theorem   Ii.     Haus  taut  triawjle    les  sin.  des  eotrs   s„nt  rr,r>rti<»mels 
aus  sin.  des  amjles  n/)j),,<i's  ii  et»  C*deS. 


Digitized  by  Google 


Sickutel:  Th€orhnta  de  la  gjoutelrit  »phtrique. 


353 


Nous  ne  citons  pas  la  dimonstration  parce  qu'elle  est  tout  a  fait 
auologique  avcc  cclle  do  la  trigononv  -trio  plane  pour  la  d«ductiou 
du  thöori'me:  les  cütos  du  trianglc  sont  proportionnels  aux  sin.  des 
angles  cxposes. 

Enfin  doduisons  encore  uno  formule  qui  montre  le  rapport  entre 
les  cötes  de  tout  triaugle  avec  un  de  ses  angles. 

Tlteorcme  7.    Dans  tout  A  ADM: 

cosa  =>  cosA  .  cosm-}-sinA  .  sinn»  .  cos  vi  (fig.  44) 

Du  &  BOAf .  .  .  cos»«,  .  eosA  =»  cosa  en  supposant  qtie  MO 
egale  a  h  est  perpeudiculaire  ä  AB  et  diviso  cette  derniere  cn  por- 
tions:  HO  =  n,  et  AO  «■  w^. 

Du  &  AOM .  .  .  cos h      cosA:  cosma, 


donc  cosa  —  cosm,  . 


cos  A 
COS 


OU 


cos  h 

cosa  ==  cos(w  — m»)  .  -      -  =  cosA.  COS  w-j-SIllni  . 

v     COS  M| 


cos  6, 


ou  bien 


cosa  «=  cos*  .  cosm-f-sinm  .  tg»»*:  cos/*; 


mais,  d*apres  le  tliporeme  2) 


tgtn2  ra  tgA  .  cos/1, 


par  consequent: 


cosa  -  cosA  .  cosm-f-sinA  .  sinm  .  cosA 


Le  12  rrars  1F99.  Orenbourg. 
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Zug  f.  Allytmein-pythagortiaehe  Zahlen. 


XXXIV. 

Allgemein-pythagoreische  Zahlen. 

Von 

Prof.  Dr.  Zuge  in  Wilhelmshaven. 


Sämtliche  pythagoreischen  Zahlcntripcl,  d.  h.  je  3  ganze,  rationale 
Zahlen,  die  der  Gleichung 

genügen,  sind  bekanntlich  enthalten  in  der  identischen  Gleichung 

(w* -}-«*)*  -  (m*  _„*)*  +  (2m «)* 

wenn  für  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen  gesetzt  werden. 

Hier  soll  für  ein  schiefwinkliges  Dreieck  mit  den  Seilen  3,  .v, 
i  und  dem  der  Seite  z  gegenüber  liegenden  Winkel  «,  für  welches 
der  allgemeine  pytliagoreische  Lehrsatz,  also  die  Gleichung  gilt: 

zt     g«_|_ys_  2ryC08a  (1) 

eine  allgemeine  Formel  gesucht  werden,  ans  der  sämtliche  ganz- 
zahligen Tripel  abgeleitet  werden  köuneu ,  sofern  nur  cos«  eine 
rationale  Zahl  ist  *). 


*)  In  Zeitschriften  und  Programmen  habe  irh  eine  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung  nicht  gefunden. 

Krwiihnt  seien  die  Aufsätze  von  Worpitzky  :  Ucber  pythagoreische  oder 
rntionale  Dreiecke,  Hoflmamfs«  he  Zeitschrift  Jahrgang  1886;  und  von  Schlö- 
milch:  Ucher  rationale  Dreiecke  und  Vierecke.  Iioffmunn'schc  Zeitschrift  Jahr- 
gang )  S'.i.l.  Beide  Aufsätze  behandeln  die  Zusammensetzung  schiefwinkliger 
Dreiecke  bzhwr.  Vierecke  mit  rationalen  Seiten  aus   rechtwinkligen  Dreiecken. 
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Dio  Gleichung  (1) 
kann  umgeformt  werden  in  folgende: 

-  {*—  ycoser^-f  y'sin*«  (2) 
wie  auch  leicht  eine  geometrische  Betrachtung  lehrt. 

Es  kommt  also  auf  die  Lösung  einer  Gleichung  an  von  der  Form 

~t  -  (3) 

mit  der  wir  nns  zunächst  beschäftigen  wollen. 

Wir  setzen  voraus,  da3S  in  dieser  Gleichung  q  eine  ganze  posi 
tive  Zahl  i«t,  und  formen  sie  in  folgender  Weise  um: 

(*+">(•—«)  t 
9 

Sind  z,  n  und  r  ganzo  Zahlen,  welche  der  Gleichung  genügen,  so 
niiiss  offenbar,  wenn  p  als  Product  zweier  ganzen  Zahlen  p,  und  p, 
angeschen  wird,  von  denen  die  eine  auch  I  sein  kann,  ein  Factor  in 
*  +  «,  der  andere  in  z  —  u  aufgehen.    Man  kaun  daher  schreiben: 

z  -f- «     z  —  u 

Nun  muss  ferner,  damit  die  Gleichung  erfüllt  wird,  jeder  der  beiden 
Faetoren  dt  r  linken  Seite  aus  einer  Quadratzahl  und  einem  auch  dem 
anderen  Factor  zukommenden  Multiplicator  A  bestehen,  wobei  wiederum 
nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  A  oder  eine  Quadratzahl  gleich  l  ist. 

Wir  setzen  daher 

"  +  "  -  A  .  «* 

s  —  n 

 =  /.  .  » 

Nachtrag.  Nach  Beeiidinunß  dieser  Arheit  fand  ich  eine  allgemeine 
Lösung  der  Gleichung  in  der  Pro^rammarhcit  von  Schwerine:  Gcomctrischo 
Aafgmbcn  mit  rationaler  Losung  (G ymnasium  zu  Dören  1898).  Mein  Ver- 
fahren ist  von  dem  S.hwerings  wesentlich  verschieden,  nach  die  Endformeln 
treten  in  anderer  Gestalt  auf. 
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wobei  n  und  n  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  erhalten  hieraus 

Afp,  mt+^n-) 


2  = 


2 

Da  aus  einem  Zahlentripel,  welches  der  Gleichung  (3)  genügt ,  ein 
anderes  abgeleitet  werden  kann  durch  Multiplication  oder  Division 
des  ganzen  Tripels  mit  derselben  Zahl,  so  ergeben  sich  aus  obigen 
Werten,  wenn  man  durch  l  dividirt,  mit  2  multiplicirt,  folgende : 

u       p,  vi*-  ps*2  } 
v  =  2  m  ii 

wobei  also  m  und  «  zwei  beliebige  ganze  Zahlen,  p,  und  p,  zwei 
beliebige  Factoren  sind,  in  welche  p  sich  zerlegen  lasst,  so  dass 
Q  =■  Pi  ('«•    In  der  That  ist 

(*i  m'  +  CV*)*  =  (p»ms_p:,ns)2+pi  p2(2,»„)»  (5) 

eine  identische  Gleichung,  die  der  Gleichung  (3)  entspricht,  und 
zwar  giebt  es  kein  Tripel,  das  nicht  aus  (4)  bzw.  i'.r>)  hervorginge. 

Ob  die  Formeln  (l)  unmittelbar  ursprüngliche  Tripel  liefern, 
d.  h.  solche,  bei  deneu  die  3  Zahlen  keinen  gemeinsamen  Teiler 
haben,  billigt  von  der  Beschaffenheit  der  Zahlen  m,  »»,  p,,  ps  ab. 

Im  übrigen  ist  klar,  dass  Gleichung  (f>)  auch  für  beliebige  Werte 
der  Buchstabotigrösscn  erfüllt  wird  und  daher  als  ganz  allgemeine 
Losung  der  Gleichung  (Ii)  angesehen  werden  kann. 


n. 

Wir  kehren  nun  zur  Gleichung  (2)  zurück.    Setzt  man  dort 

*—  t/cosn  =  h 

y  =  r 
sin2«  -=  P 

so  folgt  aus  den  Formeln  (4) 
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*  —  pt  m*  -  ps  «»-f-  2  m  n  cosa  (  (6) 
y  =  ".'Witt  J 

wobei  p,  uud  qs  zwei  Fuctoreu  sind,  iu  die  sich  siu*a  zorlegon  lässf, 
7..  B.  f i  =      —  8ioa 

Die  identische  Gleichung,  welcho  der  Gleichaug  (i)  entspricht,  lautet 
daher : 

(Qt  >"* + (ft =  (Pi'»**  - fg »,+2w»  cos  «)» -f  (2  m  »)* 

—  4  m  n  cos  a  (p,  Hi?  —  ps  «*  -j-  2  m  n  cos  o) 

Die  Formeln  (6)  gehen  uns  also  eiuo  ganz  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung  (1). 

Um  jedoch  zu  gauzzahligen  Worten  zu  gelangen,  nehmen  wir 
au,  dass 

cos«  —  +  2 
8 

sei,    wobei     ein  echter  Bruch  iu  einfachster  Form  ist.    Dunn  ist 
9 

Bin*«  —  —  „— 
Es  seien  a,  nnd  o,  zwei  ganze  Zahlen,  so  dass 

ö,  ös  =  q2  —  r-  ist,  also 

0,  tfa 

f.  —  ,  h-, 

Setzen  wir  dieso  Werte  in  (6)  ein  uud  bilden  durch  Multiplicatiou 
mit  q  ein  neues  System  von  Formeln,  so  folgt 

a—  0,  ;/»*-{-  ox  n*  ] 

x  —  a,  w*  —  02«2  +  2  in  u  ii  (7) 
y  «•  2  w  /i  g  ) 

welches  uus  sämtlicbe  allgemein-»}  thagorcischeu  Zahleu  liefert. 
Heispiel : 

7'     3      _  . 
coso  =     —  A     q-    />2  -  7  .  1 

• 

also    ff»  =  7,    ff,  =  1.   Wählt  mau  m  =  2,  n  =  1,  io  folgt 
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«  =  29       x  =  39  w«=16 


und  es  ist 


29*-3ü*-{-16»-2.39.  16.  J; 
841  =  1521  +  250-936. 


III. 

Wenn  ausser  cos«  auch  sina  rational  int,  so  kann  auch  dio 
Iiöho  Ä  «=  ysiuu  ratioual  bestimmt  werden,  somit  auch  der  Inhalt 
dea  Dreiecks 

xh 

J  ~  2 

Wir  kommen  somit  auf  die  heronischen  Zahlcntripcl ,  die  be- 
kanntlich Masszahleu  für  dio  Seiten  ciues  Dreiecks  sind,  dercu  In- 
halt durch  die  Formel 

Vh< -*)(«->/)  (*-*)> 

wobei  s  JL~t^.  jg^ 

auf  eine  rationale  Zahl  führt.  Die  heronischen  Dreiecke  lasseu 
sich,  wie  von  verschiedenen  Mathematikern  gezeigt  ist,  aus  rationalen 
rechtwinkligen  Dreiecken  zusammensetzen.  Unsere  Formeln  ermög- 
lichen eiue  directe  Berechnung. 

Die  Bediugung  ist  also,  dass 

sin«  -  Vi    -  cos^o      [/l  -  V^  -  ^  Y<i*  -  v* 

eiue  rationale  Zahl  ist;  es  muss  also 

,y»    j,2  =       oder    q1  =■  7»*  +  n* 

sein,  d.  h.  7>  und  </  müssen  zwei  Zahlen  eiues  pythagoreischen  Tripels 
sein,  vou  denen  q  dem  Uypoteuuseuwcrte,  p  dem  einen  Katheteuwertc 
eutspricht.    Die  Soitou  siud  nach  den  Formeln  (7)  zu  herechneu. 

Beispiel:  Es  sei 

V  5 
coso        =  ... 

q  \o 

Dann  ist 

Da  q%—  j>*  —  144  ist,  können  wir  wühlen 
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Oi  =  24,  at  —  6 ; 

ferner  nehmen  wir 

m  =  1,  «  =  1. 
Daon  ergicbt  sich  aas  (7) 

*  -  30  \  15             •  -  21 

*  =  28  (  gekürzt  14        «  -  %  «=-  7 

y  ~  26  J  13        *-y  —  8 

2*  -42       5-=-  0 

J=  ^21  .  7  .  8  .  6  =  V7*  .  3*  .  4*  =  7  .  3  .  4  —  84. 

IV. 

Wir  behandeln  noch  die  besoudereu  Fällo,  in  denen 
o  —  60°    oder   «  —  120° 
ist,  für  welche  also  die  Gleichung  gilt: 

Ls  ist  dann 

,  1 

Cosa  =   V  L> 

also 

V  -  ±  1,    7  =  2,    ,/■-,,»  ^3 

so  dass  für  a  nur  die  Zerlegung  in  die  Factoren  3  .  1  erfolgen  kann 
und  entweder 

<*i  M  3,    tfs  =  1    oder    ss      1,  0,-3 

zu  setzen  ist.  Wenn  mau  jedoch  in  System  (7)  die  Werto  von  <r, 
und  ö3  mit  einander  vertauscht,  su  erhalt  mau  auch  hei  vertauschten 
m  und  n  genau  dieselben  Werte  für  z  wieder.  Es  ist  daher  nur 
nötig,  eine  Zerlegung  zu  benutzen,  um  allo  möglichen  Tripel  zu  er- 
halten. 

Ferner  ist  Folgendes  zu  beachten: 
In  der  Gleichung 

*'  =  x*-\-y>  —  ry 

gehöreu  zu  einem  bestimmten  *  je  2  Werto  vou  y  uud  r.  Da  y  und 
x  vertauschbar  sind,  ohne  dass  die  Gleichung  sich  ändert,  so  nun 
ein  Wert  von  y  einem  Werte  von  x  gleich  sein;  die  übrigen  sind 
verschieden.  Sind  z,  y%  x1  drei  zusammengehörende  Werte  für 
a  =  60°,  wobei  xt  >  yx  soin  soll,  so  sind,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugen kann,  die  drei  verschiedenen  Tripel 
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*,    y,    i,  a=  61)0 

zi  V\  *i—  yi  «=120° 
Sj    Xj    x,  —  yx  o  =»  60° 

Für  jeden  möglichen  Wert  von  z  erhält  mau  daher  drei  von 
eiuauder  verschiedene  identische  Gleichungen,  z.  B. 

13*-l5*  +  8»-15.8 
13*  ~15*-f-7*-15  .7 
13»-  8*4-7*+  8.7 

Wir  untersuchen  nun  die  aus  (7)  sich  ergebenden  Relationen 
z  -  3m*-f-  »2  -  2(m«  -f  ««J-J-m*  -  »»  l 
x  «  S»»— »*-f2mn  =  2(m»-»i*)4-(i»+ft)1  >  (9) 
y  =  Amn  1 

auf  die  Bildung  ursprünglicher  Tripel. 

y  ist  nur  teilbar  durch  einen  Factor  von  4,  m  und  «.  Sollen 
z  und  x  solche  Factorcn  nicht  enthalten,  so  dürfen 

1)  ro  und  «  keinen  gemeinsamen  Factor  enthalten,  sie  dürfen 
also  nicht  beide  gerade  sein. 

2)  m  und  n  dürfen  nicht  beide  ungerade  sein,  sonst  wären,  wie 
loicht  zu  sehen,  alle  Grössen  durch  2  teilbar.  Sie  müssen  also  beide 
ungleichartig  sein,  was  besagen  soll,  dass  die  eine  Zahl  gerade ,  die 
andere  ungerade  ist.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  siud  z  und  x  auch 
nicht  durch  2  teilbar,  weil  m2  —  «8  uud  («+*)*  ungerade  sind. 

3)  n  darf  den  Factor  3  nicht  enthalten. 

Ks  sind  also  in  den  Formeln  (U)  für  m  uud  n  zwei  ganze,  un- 
gleichartige, positive  Zahlen  zu  setzen,  von  denen  die  zweite  den 
Faetor  3  uicht  enthalten  darf,  dann  die  demselben  Werte  von  z  zu- 
gehöreudeu  Wertepaare  für  x  und  y  zu  bestimmen. 

Um  zu  ermitteln,  wie  viele  ein-  und  zweizifferige,  ursprüngliche 
Tripel  es  giebt,  bestimmen  wir  die  Grenzen  für  m  und  n. 

Es  muss  sein 

z  -  3r/ts-j-n*  <  100 
Setzt  man  m  -=»  1,  so  folgt 

n  <  YWi    also   n  <  10 
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Da  die  Zahl  9,  weil  sie  den  Factor  3  enthält,  ausgeschlossen  bleibt, 
so  ist  8  der  grössto  Wert,  den  n  annehmen  kaun.    Ferner  muss  sein 


m 


Ist  n  SO  folgt  »» 

2 
4 

7 

8  „  <4 


Schliesslich 


y  =  4 mit  <  100, 


so  m  »  <  25  sein. 

Es  sind  daher  nur  folgende  Zusammenstellungen  möglich: 


n 

m 

1 

2,4 

2 

1.  3, 

5 

4 

1,  3, 

5 

5 

2,4 

7 

2 

8 

1,  3 

Im  ganzen  erhält  man  13  Gruppen,  die  in  folgender  Tabelle 
zusammengestellt  sind: 
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«1 

a-600 

tn 

11 

y 

x 

z 

1 

13 

8 

15 

13 

8 

7 

13 

15 

7 

4 

1 

«9 

16 

55 

49 

16 

39 

49 

55 

39 

1  " 

2 

7 

i  8 

3 

7 

8 

5 

7 

3 

5 

3 

31 

24 

35 

31 

24 

11 

31 

35 

11 

5 

\1T 

79 

4Ü 

91 

79 

40 

51 

79 

91 

51 

1 

4 

19 

16 

21 

19 

16 

5 

19 

21 

5 

a 

4 

43 

48 

35 

43 

48 

13 

43 

35 

13 

5 

~i~ 

91 

8j 

99 

91 

80 

19 

91 

91 

19 

fö 

1  37 

40 

1  7 

37 

10 

33 

37 

i 

33 

"41 

5 

73 

8Ü 

63 

73 

8J 

17 

73 

63 

17 

F 

"T 

61 

66 

65 

61 

56 

9 

«1 

65 

9 

l 

07 

32 

77 

07 

32 

45 

«7 

77 

45 

3 

« 

91 

96 

II 

91 

96 

85 

91 

11 

85 

Wilhelmshaven,  Februar  1899« 
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XXXV. 

Ableitung  von  Formeln  für  die  mathematische 
Wahrscheinlichkeit  beim  Würfelspiel  nebst  einigen 

Anwendungen. 

Von 

Johannes  Gomoll,  Berlin. 


Die  nachstehende  Untersuchung  beschäftigt  sich  mit  der  Auf- 
gabe, ein  allgemeines,  praktisch  brauchbares  Verfahren  zur  Berech- 
nung der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  beim  Würfelspiel  auf- 
zufinden uud  womöglich  dieselbe  als  Function  der  Augen-  uud 
Würfelanzabl  darzustellen. 

Bekanntlich  versteht  mau  unter  der  mathematischen  Wabrschein 
lichkeit  u'n.p,  eine  gewisse  Augenanzahl  n  mit  />  Würfeln  zu  werfen, 
den  (Quotienten  aus  der  Auzahl  der  dem  Eintreten  des  ge- 

wünschten Ereignisses  günstigen  Fülle  und  der  Auzahl  v  aller  über- 
haupt möglichen  Fülle,  d.  h.  es  ist: 

Will  man  beispielsweise  die  Augenanzahl  «  —  5  mit  p  —  3  Würfelu 
erzielen,  so  kann  jeder  der  3  Würfel,  wie  aus  Tabelle  1  ersichtlich 


No. 

Würfel 

Augeuauzahl 

I 

II 

III 

1 

1 

1 

3 

5 

2 

1 

2 

2 

6 

3 

1 

3 

1 

5 

4 

2 

1 

2 

5 

5 

2 

2 

1 

5 

6 

3 

1 

1 

5 

Tabelle  1. 
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ist,  dio  Augen  1,  2,  3  zeigen.  Hinsiehtlieh  der  Zusammenstellung 
der  einzelnen  Elemente  zu  einer  Complexion  besteht  nur  dio  ein- 
schränkende Bedinguug,  dass  die  Summe  aller  in  einer  Complexion 
enthaltenen  Elemoute  gleich  5  sei.  Im  vorliegenden  Falle  ergiebt 
sich,  wie  die  Tabelle  zeigt,  als  Anzahl  der  günstigen  Falle  ig«  =6, 
Es  mag  an  dieser  Stelle  gleich  bemerkt  werden  ,  dass  im  Folgenden 
der  Kürze  halber  derartige  Tabellcu  immer  iu  nachstehender  Form 
werden  aufgestellt  werden: 

5  —  i  .f.  x  -f.  3 

-  1+2+2 

-  1  -f3  f  1 
=  2+1+2 

-  2  +  2+1 

-  3-fl-|-l 

Aus  dem  angeführten  Beispiel  erkennt  man  folgendes:  Die  Anzahl 
>u.p  der  Möglichkeiten,  mit  p  Würfeln  die  Zahl  n  zu  werfen,  ist 
gleich  der  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung  zur/) teil  (  las so 
aus  den  Elementen  1  bis  G  zur  Summe  «.  Demnach  ist  die  Anzahl 
V  aller  überhaupt  möglichen  Fälle,  die  beim  Würfeln  vorkommen 
konueu,  gleich  der  Anzahl  sämtlicher  Variationen  mit  Wiederholung 
zur  pten  Classe  aus  deu  Elementen  1  bis  ö,  es  ist  also 

K=  6*.  (2) 

Hiermit  wate  der  eine  Bestandteil  der  Gleichung  (1)  erledigt;  der 
Schwerpunkt  der  nachfolgenden  Untersuchung  wird  daher  in  der 
Ermittelung  von  iU},  als  Function  von  u  und  p  liegen.  Für  das 
obige  Zahlenbeispiel  mit  »  —  5  und  />  —  3  wird 

_ «  1 

I       G3  36 

Der  Weg,  der  bei  der  Ermittelung  von  i„.P  iu  seiner  Abhängig- 
keit von  n  und  p  eingeschlagen  werden  soll,  ist  folgender:  Es  wer- 
den zunächst  der  Reihe  nach  bei  1,  2,  3  und  4  Würfeln  Ausdrücke, 
für  iu.p  abgeleitet  weiden.  Aus  der  Form  dieser  Ausdrücke  für  die 
specielleu  Werte  von  p  wird  dann  auf  den  allgemeinen  Ausdruck  für 
iu,p  bei  beliebigem  p  geschlossen  werden  und  die  Richtigkeit  dieser 
Vermutung  endlich  durch  den  bekannten  Schluss  von  (m—  1)  auf  n 
oder  der  vollständigen  Iuduction  bewiesen  werden. 

Doch  vor  Beginn  dieser  Ableituug  mag  noch  eiue  Eigenschaft 
des    Ausdruck'*    für  i»,p    erwähnt   werden,    die   dio  Heebuuug 
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wesentlich  vereinfacht.  Es  giebt  nämlich,  wie  sich  unschwer  nach- 
weisen lässt,  unter  den  möglichen  Werten  von  n,  also  unter  den  +  1) 
ganzen  Zahlen  von  p  Iris  G/>,  immer  je  zwei,  für  die  i„,p  denselben 
Wert  annimmt,  vorausgesetzt,  dass  man  sich  erforderlichenfalls  die 
mittelste  Zahl  doppelt  denkt;  oder  mit  anderen  Worten:  Der  Ver- 
auf  der  Function  in  deren  Gewände  sich  die  Formel  für  t,,,P  dar- 
stellt, ist  ein  symmetrischer. 

Zum  Beweise  denke  man  sich  aus  den  G  Elementen  a,  A,  c,  rf, 
/  sämtliche  Variationen  mit  Wiederholung  zur  7»  teu  Classe  gebildet. 
Legt  man  nun  den  Buchstaben  bzgl.  die  Zahlen  werte  1,  2,  3,  4,  T>,  G 
bei,  so  dass  jetzt 

a  =  1  —  a, 
b  =  2  =  0, 
e  =  3  =  y, 

«  =  5  ™-  f, 

/-6  — i  ist, 

so  wird  es  unter  den  Variationen  eine  gewisse  Anzahl  i  geben, 
deren  Elumcutensumme  »  ist.  Gesetzt 

a  C  e.  f(P  El'mont«)  i,i 

wäre  eine  beliebige  dieser  letzteren  Variationen.  Dann  besteht  die 
Gleichung 

n  =  o-f-y-|-«-f  £<P  Summanden)  ,    ,  ._|_|3_|_^ 

Genau  dieselbe  Anzahl  von  Variationen,  nur  in  nnderer  Reihenfolge, 
erhalt  man,  wenn  man  den  Elementen  a  bis  /"bzgl.  die  Werte  G  bis 
1  giebt,  so  dass  nunmehr  : 

a  -.  G  «' 
b  =  5  =  ^' 

,i^3  =  3' 
e  =  2  =  t' 

Obige  Variation,  deren  Elementensumme  vorhin  n  war,  wird  jetzt 
einen  anderen  Wert  7t'  als  Quersumme  bekommen  haben,  und  zwar 
ist: 


„'  SS  a'-f  y'  +  ('  +  g±(p  HuiumHndon) 

Nun  ist  aber: 


+  i"  +  ö'  (4) 
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<*'  =  7-« 

r=i-ß 

y'  =  l-Y 
o"  -  7-6 

Durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  Gleichung  (4)  entsteht: 

„'  =  Tp  —  (a-j-  /?4-y  4-f-f- Sn.mnanJ«u)  ,    .    ,  _|_  0  _J_  tf) 

n'  =  7p  — n  (5) 

Die  »  Variationen,  die  im  1.  Falle  sämtlich  die  Quersummen  hatten, 
erhalten  also  im  2.  Falle  alle  die  Quersumme  »/.  Dass  im  *2.  Falle 
noch  andere  Variationen,  die  vorher  nicht  die  Quersumme  »  besassen, 
die  Summe  n  ergeben  könnten,  ist  nach  Gleichung  (f>)  ausgeschlossen. 
Es  giebt  also  zur  Summe  «'  ebenfalls  nur  i  Variationen.  Hiermit 
ist  die  oben  aufgestellte  Behauptung  bewiesen,  und  zw.  ist  immer 

hi.p  =  '71'-".!'  W 

Aus  Gleichung  (5)  folgt  auch 

n  — p  "  dp — »' 

d.h.  in  Worten:  Zwei  Zahlen  n  und  n',  denen  derselbe  Wert  von  » 
entspricht,  liegen  in  der  Reihe  der  möglichen  A ilgenanzahlen  immer 
gleich  weit  vom  Anfang  und  Ende,  folglich  auch  von  der  Mitte  der 
Reihe  entfernt.  Neue  Werte  vou  /  ergeben  sich  also  nur  für  die 
erste  Hälfte  jener  Zahlenreihe,  von  der  Mitte  an  wiederholen  sie 
sich.  Es  soll  nun  das  letzte  Glied  /  der  Reihe  ausgedrückt  werden 
für  das  sich  uoch  ein  neues  i  ergiebt.    Die  Reihe  lautet: 

7S7>+i  *■  *-Hi    *+2,  6p— >i  r»/>;  ; 

x,  y-f-1,  x-\-2  mögen  die  mittleren  Glieder  derselben  bedeuten. 
Je  nachdem  nun  die  Anzahl  (5/< -f- 0  ^('r  Glieder  der  Reihe  unge- 
rade oder  gerade,  je  nachdem  also  bzgl.  p  gerade  oder  ungerade  ist, 
wird  /  in  Bezug  auf  die  Mitte  eine  verschiedene  Stellung  in  der 
Reihe  einnehmen.  Im  ersten  Falle  ist  dasjenige  Glied  das  mittel- 
ste, dem  ebensoviele  Glieder  vorausgehen  als  folgen.  Nennt  man, 
dieses  Glied  (x-f-l),  so  mus3  sein: 

x — p  —  6/>  —  ( x  4  2) 

h  .  !; 
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Im  vorliegenden  Falle  fällt  t  mit  (x-f-1)  zusammen,  man  hat  also 
anch  die  Beziehung: 

i  =  \  m 

Im  zweiten  Falle  ist  x  genaa  so  weit  vom  Anfang  entfernt  wie 
(x-4-  1)  vom  Ende,  d.  h.  es  ist 

x—p  =  6;>  — (ar-f-1) 

— 

Jetzt  ist  <  mit  x  identisch,  man  erhält  also  im  zweiten  Falle: 

«  =  7|-i  (8) 
Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  lassen  sich  zusammenfassen  in 

m 

Doch  wenden  wir  uns  jetzt  der  Ableitung  der  Formeln  für  t,,,p 
zu  in  der  bereits  oben  angedeuteten  Art  uud  Weise! 

1.  Fall:  p  —  1.  Der  Fall  p  s=  1  lässt  sich  sehr  rasch  erledigen. 
Um  irgend  eine  der  möglichen  Augeuan/ahlen  zu  werfen,  giebt  es 
offenbar  nur  eine  einzige  Möglichkeit.    Man  erhält  also: 

inA  =  1  (10) 

Aus  Gründen,  die  später  einleuchten  werden,  mag  Gleichung  (10) 
auch  noch  in  den  Formen 


und  (11) 


«--CD  » 

geschrieben  werden.  Gleichung  (12)  entsteht  aus  (11)  eiufach  da- 
durch, dass  man  in  der  letzteren  n  durch  7  p  —  n  ersetzt  (vgl. 
Gl.  (6)).  Aus  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (10)  ergiebt  sich 
ferner 

1  1 

«•„.i  =  gi  —  ß 

•2.  Fall:  p  «=-  2.  Unter  den  ZaWen,  die  mit  />=  2  Würfeln  ge- 
worfen werden  können,  hat  man  2  Gruppeu  zu  unterscheiden.  Die 
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Zahl  4  z.  B.  gehört  zu  der  1.  Gruppe,  die  Zahl  10  zu  der  2teu.  Die 
charakteristischen  Unterschiede  heider  Gruppen  treten  deutlich  zu 
Tage,  wenn  man  die  Tabellen  2  und  S  betrachtet,  in  denen  bz«l. 
für  die  Zahlen  4  und  10  die  möglichen  Complcxioncu  aufgestellt  siud. 


Die  ].  Gruppe,  vertreten  durch  die  Zahl  n  «=  4,  umfasst  alle 
diejenigen  Zahlen,  die  als  Summanden  eine  1  und  im  allgemeinen 
(uur  der  Grenzfall  ist  ausgenommen )  keine  6  unter  den  Elementen 
der  möglichen  Variationen  haben  können.  Zur  2.  Gruppe,  vertreten 
durch  dio  Zahl  n  «=  10 ,  gehöreu  diejenigen  Zahlen  ,  bei  deneu 
als  Summand  eine  G,  aber  im  allgemeinen  (nur  der  Grenzfall  ist 
ausgenommen)  keine  1  vorkommen  kanu. 

Demnach  gehören  zur  1.  Gruppe  die  Zahlen  von  2  bis  7,  zur 
2ten  die  Zahlen  von  7  bis  12. 

1.  Gruppe:  7^  »^2.  Man  denke  sich  die  Variationen  der 
3.  Classe  zur  Summe  n  gebildet. 


Tabelle  2. 


Tabelle  3. 


4  =  1  +  3 
-  2+2 
-3+1 


10  =  4+6 
=  5+5 
-6+4 


mit  1  Würfel 


werfen  lässt, 


d.  h.  nach 


Gl.  (11) 


Ks  ergiebt  sich  also: 
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^=("öV  (•;;>•  ••+©+($) 

»l  +  l+fiN-UMl  .    .    .+1  +  1 
'«.2  =  j  1j  «  »—  1 

2.  Gruppe:    12^»  Man   denko    sich    wieder  die 

Variationen  der  2.  Classe  zur  Summe  m  gebildet. 
Mit(  f-G)i  können  soviele\  C 
..  (»-;">)[  Variationen  [  ö 
.  .  .  .  i  anfangen,  als  f  -  .  . 
0     /sieh  die  Zahl )  »—6 


Q 


1 


mit  1  Würfel 
werfen    lässt,  j  y^j  l 
d.  o.  nach 
Gl.  (12) 


(  V)  -  >• 


Mithin  wird: 


V-0+0+-  +(V) 

=  i  (ia-«)m.i  .  .  .  +  i 

'  =  V  l  ) =  ™ 

Der  Deutlichkeit  halber  möge  die  Nummer  der  Gruppe,  inner- 
halb deren  ein  gewisser  Ausdruck  für  »  Giltigkeit  hat,  rechts 
oben  von  /,  in  Klammern  eingeschlossen,  beigefügt  werden,  so  dass 
7..  B.  f'».2(,)  die  Anzahl  der  Mö^'lichkeiteu  bedeutet,  mit  2  Würfeln 
eine  der  1.  Gruppe  angehörige  Zahl  «  zu  werfen. 

Das  vorläufige  Ergebniss  für  2  Würfel  ist  also: 

;M.2<.)=  ("Y1)  ==»-1-,   7>u  >2  (13) 

im&  -  (1,J1~'1 1  -  13  -  «  ;    12  >  «  ^  7  M  I) 

Arch.  J.  Math.  u.  PI.)*.     2  Ueih...    T.  XVII.  24 
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Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sieh  auch  in  folgender  Form 
schreiben : 

}  -6  ±(«-7)  (15) 

und  zwar  gilt  das  plus-Zeichen  für  die  1.  Gruppe,  das  minus-Zeichen 
für  die  2te.  Diese  Schreibweise  hat  auf  den  ersten  Blick  etwas 
Verlockendes  an  sich.  Da  sich  aber  später  herausstellen  wird,  dass 
bei  den  Formeln  für  eine  grössere  Anzahl  von  Würfeln  keine  Ana- 
logie mit  dieser  Form  der  Gleichung  vorhanden  ist ,  so  werden  der 
weiteren  Untersuchung  die  ursprünglich  erhaltenen  Gleichungen  (13) 
und  (14)  zu  Grunde  gelegt  werden,  zumal  da  sich  bei  Benutzung  der 
letzteren  die  Rechnung  viel  einfacher  gestaltet. 

Uebrigens  hätte  man  Gleichung  (14)  viel  schneller  mit  Hilfe  der 
Gleichuug  (6)  aus  (13)  entwickeln  können.   Ist  nämlich 


so  ist  andrerseits 


12        -  7' 


7>14  -  r»  >2. 


Man  kann  daher  schreiben: 

fc.*«-(18~n)-13-«, 

Dieser  Weg  ist  oben  deshalb  nicht  benutzt  worden,  um  die  Not- 
wendigkeit der  Einteilung  der  Werte  von  n  in  Gruppen  und  die 
charakteristischen  Unterschiede  derselben  schärfer  hervortreten  zu 
lassen. 

In  wissenschaftlicher  Hinsicht  wäre  es  noch  interessant,  die 
lüstige  Unterscheidung  zwischen  den  einzelnen  Gruppen  entbehrlich 
zu  machen  und  /«,_>  als  einheitliche,  explicite  Function  von  n  darzu- 
stellen, die  für  sämtliche  möglichen  Werte  von  «  richtige  Werte  von 
t  liefert.   Znm  Zweck  der  Lösung  dieser  Aufgabe  setze  man: 

(»-D+M13-«) 
Gelingt  es  nun  i-,  uud  ks  so  zu  bestimmen,  dass  für  alle  Zahlen  der 
1.  Gruppe,  also  für  den  Bereich  von  von  n  =  2  bis  n  =  7  gleich- 
zeitig kt  =>  1  und  kt  =  0  wird,  während  andrerseits  für  alle  Zahlen 
der  2.  Gruppe,  also  für  den  Bereich  von  »»  =  8  bis  «  =  12  gleich- 
zeitig Aj  =«  0  und  /-8  =  1  wird,  so  ist  das  Ziel  erreicht.  Diese  For- 
derungen sind  leicht  zu  erfüllen,  wenn  man  die  Beziehungen 
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a°  =  1  und 

0«  -  0 

benutzt,  die  für  einen  beliebigen  endlichen  Wert  von  a  und  einen 
beliebigen  positiven  endlichen  Wert  von  a  gelten.  Dann  gelangt 
man  zu  folgenden  Ausdrücken: 


*,  = 


(V)  nnd 

CT8)5 

Cö2) 


Demnach  gilt  allgemein: 

fcj  -(»-D  (78)  +(13-»)("-2) 


("17 


und 


r      Cr)  (T8) 


+(i3-B(";2) 


(16) 


(17) 


In  nachstehender  Tabello  sind  für  sämtliche  Werte  von  n  die 
zugehörigen  »'  und  w  ausgerechnet.  Dio  Nenner  der  gemeinen  Brüche, 
durch  die  w  ausgedrückt  ist,  sind  immer  auf  ganze  Zahlen  abgernndot. 


n 

i*,2 

n 

2 

1 

V« 

12 

3 

2 

% 

11 

4 

3 

Vm 

10 

5 

4 

Vg 

9 

6 

5 

«A 

8 

7 

6 

V* 

7 

Tabelle  4. 

In  Figur  1.  ist  der  Verlauf  der  Fuuction  t,,.2  =/(n)  graphisch  dar- 
gestellt. 

3.  Fall:  p  —  3.    In  derselben  Weise  wie  der  2.  Fall  aus  dem 

S4» 
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1  sten  wird  auch  der  3.  Fall  aus  dem  2  ten  abgeleitet  werden.  Jetzt 
hat  man  3  Gruppen  zu  unterscheiden.  Die  1.  Gruppe  umfasst  alle 
diejenigen  Zahlen  »»,  die  sich  dtrartig  würfeln  lassen,  dass  die  Summe 
der  Augen  zweier  Würfel  stets  nur  Zahlen  ergeben  kann,  die  zu  der 
1.  Gruppe  bei  2  Würfeln  gehören.  Ein  Beispiel  liefert  die  Zahl  5, 
für  die  die  möglichen  Variationen  in  Tabelle  5.  aufgestellt  sind.  Die 

5  ■=■  l-f-(l+3)  Summe  der  beiden  letzten   Posten  betrügt  der 

M  l_j_^2-f-2) '  (4)  Keihe  nach  4,  3,  2,  lauter  Zahlen,  die  zu  der 

i_|_f3-|-l)^  Gruppe  1  bei  2  Würfeln  gehören.     Die  untere 

.  Grenze  der  Gruppe  1  bei  3  Würfeln  bildet  natür- 

\  >>X(       ,ich  dit' Zahl " = Dic  übero  ürenzt?  bL>* 

'  stimmt  sich  aus  der  Forderung,  dass  das  Maxi- 

—        I  — h  1 )  |  (2)  mum  (jer  Summe  der  beiden  letzten  Posten  ge- 
Tabelle  ;').       rade  noch  unter  Gruppe  1  bei  2  Würfeln  füllt,  d.h. 


Mau  denke  sich  die  Variationen  der  3.  Classe  zur  Summe  n  gebildet: 


Mit  1 


,C  r2) 


11 


ii 


U  önnen  so  viele  in—  1 1  mit  2  Wurfein  _ 
Variationen  an-  ]»  -2(  werfen  lüsst,   ]y   ^  J 


fangen,  als 
sieh  die  Zahl 


2 


d.  h.  nach 
GL  (13) 


(i) 


Man  erhält  also: 

^-(V)+("tV-+G) 


'»,.3 


Der  2.  Gruppe  gehören  alle  diejenigen  Zahlen  n  an,  die  sich 
derartig  würfeln  lassen,  dass  die  Summe  der  Augen  zweier  Würfel 
Zahlen  ergeben  kann,  die  teilweise  unter  Gruppe  2,  teilweise  unter 
Gruppe  1  bei  2  Würfeln  fallen.  In  Tabelle  ('».  i>t  die  Zerlegung  für 
die  zu  dieser  Gruppe  gehörige  Zahl  J  angedeutet. 
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Tabelle  6. 

D=l+Oj  6)        9  =  2+(l+6)  J  9  -  3+0+5)  \ 

l+(3+ä)(         -  2+(2+5)  f  -  »+(2+4)  f 

(K.:   (  (V)   ^  (.-,) 


-l+(6+2)' 

U=S4+(l+4)\ 
=  4+(2+3  / 


-  :'+(ti+l)  1         -:H  (5+1) 

9-5+(l+3)\      9  -G+(l+2n 
~  5+(2+2)  /  -  «+(2+1)  i 


=  4+  4+1) 


(5, 

=  5+13+1)  1 


(4) 


Die  Summen  der  beiden  letzten  Element;  jeder  Variation  ergeben 
der  R-ilie  nach  8,  7.  Ii.  5,  4,  ."}.  lauter  Zahlen,  die  teilweise  wie  8  und  7 
der  Gruppe  2„  teilweise  wie  7.  (5.  5,  4,  3  der  Gruppe  1  bei  2  Wür- 
feln angehören.  Die  Grenzen  der  Gruppe  2  bei  3  Würfeln  bestim- 
me sich  aus  den  Forderungen,  dass  einerseits  die  Summe-  der  bei- 
den letzten  Elemente,  im  Maximum  schon  unter  Gruppe  2  bei  2  Wür- 
feln füllt,  und  dass  andrerseits  d.is  Minimum  jener  Summe  gerade 
noch  der  Gruppe  1  bei  2  Würfeln  angehört,  d.  h.  bzgl. 

12  ^"-1^7  und 

>  > 

7      »  -  0  "    2;  beiden  Bedingungen  wird  genügt,  wenn: 

13  ^  m  ^  K. 

Mau  denke  sieh  die  Variationen  der  3.  Ciasse  zur  Summe  n  gebildet. 

OY") 


Mit  l 

„  2 
.... 
„  »-8 

»-7 
u-G 


können  so  viele 
Variationen 
anfangen ,  als 
sich  die  Zahl 


»— 1 
n-  2 

•  ■ 

8 


,("T) 


: 


mit  2  Würfeln 
werfeu  lässt, 
d.  h. 


6 

>-6 
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Man  erhält  also.- 

^-(V)+(V)+ +0+0+0 

+■•■•+(?) 

=  T  (-^)+Q)-(77) 

"  (t4-»)(n-7)+(»-7)(„-8)  +  Q  -  (»-7)(«-8) 

^»_6<i.-7>-2("27)+(f)  (18) 

ÄM^  =  (U-»0(»«-7)+15. 

Zur  3.  Gruppe  endlich  gehören  diejenigen  Zahlen  n,  bei  denen  die 
Summo  der  Augen  zweier  Würfel  nur  Zahlen  ergeben  kann,  die  aus- 
schliesslich unter  die  Gruppe  2  bei  2  Würfeln  fallen.  In  Tabello  7. 
ist  für  dio  dieser  Gruppe  anpehörigo  Zahl  16  dio  Zerlegung  durch- 
geführt. Die  Summe  der  beiden  letzten  Posten  beträgt  der  Reihe 
16  -  4-f-(6-|-6)  |  (12)  nach  12,  11, 10,  lauter  Zahlen,  die  der  Gruppe 

-  5-f(5-f-6))  (11)  2  De»  2  Würfeln  allein  angehören.  Dio  obere 
^  5_i_(6_j_5)j  Grenze  dieser  Gruppe  ist  natürlich  18,  die 
ö  6_|_(4_i_6)j         untere  ergiebt  sich  aus  der  Forderung ,  dass 

I         das  Minimum  jener  Summe  gerade  noch  in 

-  6+(d+ö)J(10)    dic  2.  Gruppe  bei  2  Würfeln  hineinfalle,  d.h. 

-  6+(6+4)> 

Tabelle  7 

■  "  6  -  7 

»  >  13 


Mau  denke  sich  wieder  die  Variationen  der  3.  Classe  zur  Summo  n 
gebildet. 
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mit  2  Würfeini 

i : ! 

werfen    lässt,  ] 

d.  h.  nach  j 

|    n-6  1 

Gl.  (15)  I 

(19r) 


n    (H_u)f  Variationen  |   \\      f  werfen   lasse,  1  ^ 

 fanfangen,  als 

„         6    1  sich 

Demnach  ist 

Das  vorläufige  Ergebniss  für  3  Würfel  ist  also  folgendes: 

^  =  ("71);   8  =  »^3  09) 

,„,3<2)  _  (»-7)(U-»)+15i    13  >  «  >  8  (20) 


(2t) 


Uebrigens  hätte  man  dio  Formel  (21)  wieder  unmittelbar  aus  Glei- 
chung (19)  ableiten  können,  indem  man  dort  »mit  7p  —  n  =  21-  n 
vertauscht  hätte  (vgl.  Gl.  (6)). 

Vom  wissenschaftlichen  Standpunkte  ist  es  wieder  interessant, 
eine  ganz  allgemeine,  einheitliche  Formel  für  im,s  aufzufiudeu,  die 
dio  Unterscheidung  einzeluer  Gruppen  überflüssig  macht. 

Das  Verfahren  entspricht  genau  demjenigen  bei  2  Würfeln.  Die 
Formel  lautet: 


worin: 


,=l("79)C-6'3)]^3) 

^-[C;3)(""3)JC79) 
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In  Tabelle  8  sind  für  sämtliche  »  die  zugehörigen  Werte  von  t'«,3 
uud  tr„.3  ausgerechnet.  Die  Nenner  der  gemeinen  Brüche,  durch  die 
«i',,,3  darin  ausgedrückt  ist,  sind  immer  auf  ganze  Zahlen  abgerundet 
Iu  Figur  2.  ist  der  Verlauf  der  Fuucüoa  t»*  -  f  (»0  graphisch  dar- 
gestellt. 


n 

«n.3 

3 

1 

18 

4 

3 

V« 

17 

5 

6 

■/« 

16 

G 

10 

15 

7 

15 

14 

8 

21 

Vm 

13 

9 

25 

»/, 

1 2 

10 

27 

11 

Tabelle  8. 

Die  bisher  behandelten  specielleu  Fälle  genügen  bereits,  umd 
teilweise  das  allgemeine  Gesetz,  erkennen  zu  lassen.  Zunächst  kann 
man  folgende  Behauptaug  aufstellen: 

Ks  giebt  für  die  Anzahl  /,..,>  der  Möglichkeiten,  eine  Zahl  n  mit 
p  Würfeln  zu  werfeu,  ^verschiedene  Foimeln.  deien  jede  nur  inner 
halb  eines  bestimmten  Bereichs  von  «gilt.  Eiue  einheitliche  Formell 
aufzustellen  ist  zwar  möglich  (vgl.  Formel  16  uud  22),  doch  erscheint 
dieselbe  stets  im  Gewände  einer  sehr  gekünstelten  transeendenten 
Funktion.  Die  1.  von  den  p  Kinzelfonneln  für  i„P  gilt  nur  für  den 
Bereich  von  »  -  p  bis  »  -  (;>-f-l  .  5),  die  2.  für  den  Bereich  von 
n  -=(/)-{-  1  •  r>)  ,)is  "  ™  -  •  :>)  »•  s.  w.,  die  A  te  für  den  Bereich 

von  n  =>  [p  -  1)  .  5]  bis  >,  —  tp-\  k  .  5),  die  ;>te  und  letzte 
endlich  für  den  Bereich  von  »  —  (G/>  — .".)  bis  6p. 

Es  mag  zunächst,  um  später  störende  Unterbrechungen  des  Ge- 
dankenganges zu  vermeiden,  vorausgeschickt  werden,  dass  unter  den 
Zahlen  der  1.  Gruppe  keine  mit  Ausnahme  der  ohereu  Grenze  eine 
G  als  Summanden  enthalten  kann.  Die  kleinste  Zahl  nämlich,  bei 
der  eine  6  vorkommen  kaun,  lautet: 

[p  -  1)  .  1  -f  G  =  p-f-5. 
Dies  ist  aber  die  obere  Grenze  der  \.  Gruppe,  folglich  könueu  die 
übrigen  darunter  gelegenen  Zahlen,  keine  G  als  Summanden  ent- 
halten; dagegen  wird  bei  allen  Zahlen  von  (p-\-  5)  au  aufwärts  eine 
6  als  Summand  auftreten  können. 

Zum  Beweise  der  oben  aufgestellten  Behauptung  uehme  man  an, 
dieselbe  sei  bereits  für  (p—  1)  Würfel  bewiesen,  d.  h.  es  gäbe  bei 
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—  I)  Würfeln  (p  -  1)  verschiedene  Fürmein  für  iH,i-p,  von  denen 
die  1.  nur  innerhalb  der  Grenzen  {p  —  l)  und  \(p— l)-j-f>.  l],  die 
/weite  innerhalb  der  Grenzen  [(p  —  l)*+*ö  .  lj  und  [(p —  1)+°  -  -1 
u  s.  w..  die  Ate  innerhalb  der  Grenzen  \(p—  1)  +  5(7j—  1  }j  und 
{'p—  l)-f-5/r],  die  (p—  l)ste  endlich  nur  innerhalb  der  Grenzen 
[6(;>  —  l)-  ;")|  und  G(/> — 1)  Giltigkeit  habe.  Ks  bedeute  </  eine 
der  ganzen  Zahlen  von  1  bis  6.  Es  können  nun  unter  den  Variatio- 
nen der  /»teil  ('lasse  zur  Summe  n  soviele  mit  q  anfangen,  als  es 
Variationen  der  ( p  -  1)  stou  Classe  zur  Summe  («  — y)  giubt.  Ist 
nun  m  so  beschaffen,  dass  («-#;)  nur  Werte  annehmen  kann,  die 
innerhalb  der  1.  Gruppe  bei  (p  - 1)  Würfeln  liegen,  so  wird  sich 
eine  gewisse  Formel  I  für  i„,p  ergeben.  Wurde  aber  (n  —  q)  teil  - 
weise  in  die  '2.,  teilweise  in  die  1.  Gruppe  bei  (/>—!)  Würfeln 
fallen  können,  >o  müsste  die  jetzt  abgeleitete  Formel  für  i„,P  von  der 
ersten  wesentlich  verschieden  sein  ,  da  SIC  durch  Sumiuirung  zweier 
Gruppen  ganz  verschiedener  Ausdrücke  entstanden  ist.  Innerhalb 
welcher  Grenzen  muss  nun  »  liegen,  wenn  {n  —  ij)  nur  unter  die  1. 
Gruppe  bei  (/»  — 1)-  Würfeln  fallen  soll?  I>ie  Autwort  liefert  uus 
folgende  Ungleichung : 

(»  —  '/WxiinMn  ^  (  p  -  1)  +  5  .  1 

n  -  1  <  p  +  4 
n  _^  p  -|-  5 

Die  Formel  1  gilt  also  innerhalb  der  Grenzen  /»  und  (p-\-fy.  Kino 
andere  Formel  II  erhalt  mau,  wenn  (u  <j)  teilweise  unter  die  L\, 
teilweise  unter  die  1.  Gruppe  bei  (p  -  1)  Würfeln  fällt,  d.  h.  wenn 

(«  —  q)»ax.  ^  (p  —  1)  -f-  •"'  •  1 

H  —  i      p  -f-  4 
M      p  -f*  5  ist  und  wenn 

(«     q)  m  in  im  um  ^  (p  —  1)  +  1  •  5 
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Eine  von  Formel  (*  —  1)  verschiedene  Formel  k  wird  sich  ergeben, 
weun  (n  —  q)  teilweise  in  der  fctcn,  teilweiso  in  der  (iL  —  l)stcn 
Gruppe  bei  (p  -1)  Würfeln  liegen  kann,  d.  h.  wenu 

(»  -7)max.^(7)-l)+5(i--l) 

n~l       5(*-l)  -1) 

n  _  j»  -f  b(k—  1)  uud  wenn 
(»-<jU.f  (/»-l)  +  5(t  -1) 
»  —  6  ^>  +  5£  -  6 

Die  letzte  Formel  p  endlich  erhält  man,  wenu  n  <\  ausschliesslich 
in  der  (/>  -l)sten  Gruppe  bei  (p  —  1)  Würfeln  liegt,  d.  h.  wenn 

(«  -  <j)rain.^6(/>  —  1)  —  5 

n—  ß      6ji  —  ö  —  6 
n  ^  6/>  —  5. 

Die  obero  Grenze  dieser  Gruppe  bildet  natürlich  die  Zahl  6p.  Hier- 
mit ist  also  bewieseu,  dass,  weuu  obiger  Satz  von  der  Auzahl  der 
verschiedenen  Formeln  für  in,P  uud  ihrcu  Geltungsbereichen  für 
(p  —  1)  Würfel  gilt,  er  auch  für  p  Würfel  richtig  ist.  Nun  gilt  jener 
Satz  aber,  wie  ein  Blick  auf  die  bisher  vorgekommenen  Gruppcn- 
einteiluugen  lehrt,  ausser  für  p  =  2  auch  für  p  -=  3  «=  4  —  1,  folg- 
lich auch  für  p  =  4  —  5  —  1,  folglich  auch  für  p  —  5  «=  6  —  1 
u.  s.  w.,  d.  h.  für  ein  beliebiges  p. 

Nach  Gleichung  (6)  ist 

Gesetzt  nun,  n  gehörte  zur  fcten  Gruppe;  dann  müssto  es  eine  der 
folgenden  Zahlen  sein: 

j>  +  5(*-l),  p+5(*-l)+l,  j>+5(fc -l)+2,.  .  -,r+5* 
(7P  —  n)  wäre  alsdann  eine  der  jetzt  folgenden  Zahlen : 
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6/>_5(*-l),  fijp-5(A-l)— 1,  6p-.5(*-l)-2,.  .  .,  fy-bk 
oder 

P+ft<p+l-*)i   p  +  b(P+l-k) -1,  p+ 5(p  +  l-*)-2, 

d.  h.  würde  der  -&)ten  Gruppo  augehöron.  Mit 

Hinzusetzung  der  Gruppenzeiger  lautet  also  Gleichung  (6): 


(23) 


Die  bisher  behandelten  Specialfällo  legen  ferner  die  Vermutung 
nahe,  dass  allgomoin 


Denn  die  Formeln 


-C:3 


(24) 


iHjD  =  ("  1 1  j  u„d 


sind  Specialfälle  der  Gleichung  (24).  An  dieser  Stello  wird  es  auch 
klar,  weshalb  für  <M,i  dio  Schreibweise  der  Gleichung  (11)  gewählt 
wurde." 

Gesetzt,  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (24)  wäre  bereits  für 
(p-1)  Würfel  nachgewiesen.   Dann  wäre 


Man  denke  sich  nun  die  Variationen  der  j>ten  Ciasse  zur  Summe 
n  gebildet. 


Mit  1          i  fangen  so  viele  l  »— 1 

Mit  2         I  Variationen  1  «-2 

 i  an,  als  sich 

Mit«-(j>-l)|    die  Zahl  J  1 

Es  ergiebt  sich  also: 


mit  (/>  -  1) 

Würfeln 
werfen  lässt, 
d.  h. 
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Hiermit  ist  bewiesen,  dass.  wenn  die  Formel  (21)  für  [p  -  1) 
Würfel  gilt,  sie  auch  für  p  Würfel  richtig  ist.  Nun  gilt  die  Formel 
aber  ausser  für  p  -  auch  für  />  3  —  4  —  I  ,  folglich  auch  für 
;>  _-  4  «  5  —  1,  lol-lich  auch  für  p  =  5  «  6  -1  u.  s.  w.,  d,  h.  all- 
gemein. 

Hiermit  ist  auch  zugleich  die  Formel  für  die  p  lc  Gruppe  er- 
ledigt, denn  nach  Gleichung  (23)  wird 

f«yi  —  /^.-„y») 

7  y>  -  1  —  a 


Die  Gleichungen 


stellen  sich  jetzt  ah  Sp  rialtalle  der  Formel  (25)  dar. 

Fs  würde  jetzt  die  Ableitung  eines  allgemeinen  Ausdrucks  für 
f'u,p{'2)  zu  folgen  haben.  Da  aber  die  bisher  untersuchten  Specialfalle 
noch  nicht  ausreichen,  um  das  Ddduugsges  dz  von  f",,./-'  erkennen 
zu  lassen  ,  so  muss  zunächst  noch  ein  neuer  Specialfall  p  -  4  be- 
handelt werden. 

1.  Fall:  p  \  Der  Fall  p  —  1  lässt  sich  unter  Benutzung 
der  Ergebnisse  der  voraus  gegangenen  Untersuchungen  sehr  schnell 
erledigen.  Demnach  hat  man  1  Gruppen  zu  unterscheiden.  Die  1. 
reicht  von  p  —  4  bis  (/>  -j-  ;>  .  1)  !>,  die  2.  von  (p  -f-  5  .  I)  —  9  bis 
(p  +  5  .  2)  =  14.  die  3.  von  (/>  -f  :»  2)  =  14  bis  {p  -f  5  .  3)  -  1'.». 
die  4.  vou  (Gp  —5)  —  10  bis      —  24. 

1.  Gruppe:  9  _  n  ^  I  Durch  Anwendung  der  Gleichung 
(24)  entsteht: 

W1  -  ("  3  *)  (26) 

2.  Gruppe:  14'     n  ^_  '.».    Die  Formel  für  die  2.  Gruppe  kann 

noch  nicht  durch  Spccialisierung  einer  allgemeinen  Formel  erhalten 
werden,  sie  wird  daher  in  derselben  Weise  abgeleitet  werdeu  wie  die 
bisher  gefundenen  Formeln  für  1,  2  und  3  Würfel.  Man  denke  sich 
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die  Variationen  der  />  tcn  Classe  zur  Summe  >,  gebildet.  Bei  der  Be- 
reebnung  der  An/.abl  /„,4<21  derselben  werden  die  Formeln  (11)) 
und  (18)  zur  Anwendung  kommen,  letztere  jedoch  in  folgender 
Schreibweise : 


*--«Cr7)-4(V)+G) 


Es  ergiebt  sieb  also: 


-<'>-«(7VK7V(S)<--»>+Q  -{'?) 
-w=«(T)-»C;7)+(!)(78)+(I)("«9j 

-  3(»  —  <)(»—  8)—  J(n  —  7)(n  -*<)(*  — 9) -f-15(»  —  8)-f  3."» 
=  (»  -  7)  (u  —  3)  (3  -      -  9))+  15  »  -  120  | 
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^(2)  „  J(„  _7)  („  - -8)  ( 1 5  -  n)  +  15n  -  85  (28) 

3.  Gruppe:  19  ^  n  ^  14.   Nach  Formel  (23)  wird 

~  i(21-n)(20  —  n)(n-l3)  +  15(28-«)-85 
,V,4(3)  =  i(2l-n)(20-n)(n-13)-15»-f335  (29) 

4.  Gruppe:  24  ^  n  ^  19.  Durch  Specialisierung  der  Gleichung 
(25)  entsteht 

W'>~(27~")  (30; 

Iu  ähnlicher  Weise  wie  bei  2  und  3  Worfeln,  lasst  sich  auch  für  4 
Würfel  eine  einheiüiche,  für  sämtliche  »  giltige  Formel  aufstellen; 
sie  lautet : 


CT1) + 


**l  J  (»  -  7)  («  -  8)  (15  -  n)  4-  15n  —  853+ 
i»A-  )  fc3[H21-n)(20-«)(»-13)-15»4-335J  + 
'27— n> 


^  (V)  c«) 


Hierin  ist: 


^[("l10)("7ir>)Cc,,9)](r) 


/»— 10\* 

*  -  [(V)  Ct°)  te19)]  ^ 

^f(74)cr)("-4i5)]c"9) 


Doch  nehmen  wir  nach  dieser  Abschweifung  wieder  den  vorhin 
unterbrochenen  Gedankengang  auf!  Es  handelte  sich  um  die  Auf- 
findung eines  allgemeinen  Ausdrucks  für  i,t,P{2)-  Schreibt  man  die 
Gleichung  (18)  in  der  Form 


»-«(7V»("r)+C)("ö8) 
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and  vergleicht  sie  mit  Formel  (27),  so  entsteht  die  Vermutung ,  dass 
das  allgemeine  Bildungsgesetz  für  i„,p(2)  folgenderraassen  lautet: 


Zum  Beweise  dieser  Formel  nohme  mau  wieder  an,  dieselbe  gelte 
bereits  für  [p—  1)  Würfel,  d.  h.  es  seit 

— « ta+r  [oc»] 


Man  denke  sich  die  Variationen  der  j)ten  Classe  zur  Summe  »  ge- 
bildet. 


Mit  1 

„  2 


n  »-(p+3) 
„  «-(H-2) 


fangen  soviele 
Variationen 
an,  als  sich 
die  Zahl 


6 


n-  1 
n-2 

7>"H 
n— 6 


•a-^-»a?f[(:)«::)] 


mit  (p— 1) 
Würfeln 
werfen  tat, 
d.  h. 


I 


f 


Es  wird  also 
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-0-^0:3+ «??)+ 

3,[0)tt:)]+,3,[OfcaJ+ 

Der  letzte  Klammerausdruck  lässt  sieb  in  folgender  Weise  um- 
formen : 

p(;::r)MD(v>---+('r)CTV 

■'•"■+(r)Gi)"+ 
+ er) 

=0«) 
-"2[G)C£0] 

Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  in  den  Gesamtausdrurk  für  /,itf/2)  er- 
hält man: 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass.  wenn  Formel  (32   für  (;>  —  !)  Würfel  gilt 
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sie  auch  für  p  Würfel  richtig  ist.  Nun  gilt  sie  aber  ausser  für  p  «=  2 
auch  für  p  —  3  —  4  —  1,  folglich  auch  für  p  «=  4  —  5  -  1,  folg- 
lich auch  für  p  =  5  =  6—1  u.  s.  w.,  d.  h.  für  ein  beliebiges  p.  Man 
kann  Formel  (32)  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

Mit  der  2.  Gruppe  ist  auch  zugleich  die  (;>  -  l)ste  Gruppe  er- 
ledigt, denn  aus  Gleichung  (23)  folgt: 


Es  hätte  jetzt  die  Entwicklung  einer  Formel  für  die  innerhalb 
dor  3.  Gruppe  gelegenen,  aber  noch  zur  1.  Hälfte  gehörigen  Augen- 
anzahlen n  zu  folgen.  Man  erkennt  jedoch,  dass  die  Formeln  sich 
mit  jeder  Gruppe  umfangreicher  gestalten  und  bald  die  Grenze  ihrer 
praktischen  Brauchbarkeit  überschreiten  werden.  Es  erscheint  daher 
zwecklos,  den  bisher  verfolgten  Weg  fortzusetzen,  um  auch  Formeln 
für  die  höheren,  diesseits  der  Mitte  gelegenen  Gruppen  abzuleiten. 
Anstatt  dessen  mag,  um  die  so  entstehende  Lücke  auszufüllen,  ein 
Verfahren  angegeben  werden ,  das  zwar  keine  explicito  Formel  für 
in,p  liefert,  aber  doch  verhältnismässig  schnell  und  einfach  in  allen 
praktisch  vorkommenden  Fällen  zum  Ziele  führt.  Vorausgesetzt  wird 
bei  diesem  Vorfahren  die  Kenntniss  der  bei  der  Rechnung  vorkom- 
menden Werte  von  i  für  einige  kleinere  Würfelanzahlcn,  etwa  für 
1,  2  und  3  Würfel;  aus  den  früher  aufgestellten  Tabellen  können 
jene  Werte  von  *  entnommen  werden. 

Man  setze 

P  —  r+ #, 

worin  r  und  s  Würfelanzahlcn  bedeuten,  für  die  die  zugehörigen  * 
schon  bekannt  sind.   Ferner  setzo  man 

worin  nr  und  n$  Augenanzahlen  sind,  die  mit  r  bzhw.  *  Würfeln 
geworfen  werden  können.    Es  mögen  endlich  ;Mr  und  /,„  die  Anzahl 
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der  Möglichkeiten  bedeuten,  die  Augen  nr  und  n»  mit  r  bzhw.  $  Wür- 
feln zu  werfen. 

Es  ist  theoretisch  ganz  gleichgiltig,  ob  man  sich  die  Zahl  n  mit 
P  Würfeln  oder  gleichzeitig  die  Zahlen  nr  und  n,  mit  (r-\-s)  Wür- 
feln geworfen  denkt.  nr  und  n,  können  eine  bestimmte  Anzahl  u  von 
verschiedenen  Wertepaaren  bilden.  Um  ein  beliebig  herausgegriffenes 
8pecielles  Wertepaar  n,  und  n$  zu  würfeln,  giebt  es  i«r .  hu  Mög- 
lichkeiten. Nimmt  man  ein  anderes  Wertepaar,  so  erhält  man  ein 
zweites  Prodact  U,r .  »n*.  Bildet  mau  diese  Producto  für  jedo  der 
«  möglichen  Zusammenstellungen  vou  «,  und  n,  uud  summirt  sie 
danu,  so  muss  offenbar  i„,P  herauskommen.  Symbolisch  lässt  sich 
dieses  Verfahren  darstellen  durch  die  Gleichung 

iMp  =  .  hu),  (35) 

in  der  sich  die  Summation  über  sämtliche  möglichen  Werte  von  nr 
und  n,  zu  orstreckeu  bat. 

Ein  Beispiel  möge  das  Vorstehende  erläutern.  Es  soll  festge- 
stellt werden,  wieviel  Möglichkeiten  es  giebt,  mit  p  —  5  Würfeln 
die  Zahl  n  —  15  zu  werfen.  Man  wähle  r  =  2  und  $  =  3.  Als 
bekannt  vorausgesetzt  sind  die  in  der  Rechnung  vorkommenden 
Werte  von  i  für  2  und  3  Würfel.  In  nachstehender  Tabelle  (Ta- 
belle 9.)  ist  die  Rechnung  durchgeführt,  die  nach  dem  Vorausge- 
schickten ohne  weiteres  verständlich  sein  dürfte.  Zur  Controlle  mag 
1,5,5  auch  noch  nach  der  allgemeinen  Formel  berechnet  werden.  15 


No. 

M 

n, 

• 

htr 

»  w»  ■  Im 

1 

15 

2 

13 

1 

21 

21 

2 

15 

3 

12 

2 

25 

50 

3 

15 

4 

Jl 

3 

27 

81 

4 

15 

5 

10 

4 

27 

108 

5 

15 

6 

9 

5 

25 

125 

6 

15 

7 

8 

6 

21 

126 

7 

15 

8 

7 

5 

15 

75 

8 

15 

9 

6 

4 

10 

40 

9 

15 

10 

5 

3 

6 

18 

10 

15 

11 

4 

2 

3 

6 

11 

15 

12 

3 

1 

l 

1 

»j5,5  =  £(i„r  •  tut  —  651 
Tabelle  9 
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gehört  gerade  noch  zur  2.  Gruppe,  es  ist  also  die  Formel  für  ».  -W 
anzuwenden.    Specialisirt  für  p  —  5  lautet  diese: 

cr)-*cr)+cDcr) 

+ CD  CT9) + CD 

n  -  15; 

•  «CD-CD-nf-».  CD  -  CD  - 35 

C8"\  8.7.6.5 
J  -  lTTTsTi  =  70 

CD  CT9)- 210 
CD  -  » 


4CTD-280 

Dieses  Beispiel  lasst  zugleich  erkennen,  dass  das  in  Tabelle  9.  durch- 
geführte Verfahren  fast  ebenso  schnell  und  vielleicht  noch  bequemer 
zum  Zielo  führt  als  die  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  für  ü,.p. 
Bei  Zahlen,  die  einer  noch  höheren  Gruppe  als  der  2.  angehören, 
die  also  noch  umfangreichere  und  verwickeitere  Formeln  erfordern 
würden,  dürfte  sich  dieses  Vernältniss  noch  wesentlich  zu  Gunsten 
jenes  Verfahrens  verschieben,  zumal  da  dasselbe  in  vielen  Fällen 
noch  einer  bedeutenden  Vereinfachung  fähig  ist. 
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Ist  nämlich  p  eiue  gerade  Zahl,  so  wählt  man  zweckmässig 

Da  alsdann  für  gleiche  Werte  von  nr  and  n,  aach  t*r  und  i»,  gleich 
sind,  so  genügt  es,  die  Combinationcn  der  2.  Classe  mit  Wieder- 
holung aas  den  ganzen  Zahlen  von  r  bis  6r  oder  von  ^  bis  3p 

als  Elementen  zur  Summe  n  zu  bilden  and  das  zu  jeder  Complexion 
gehörige  Product  »',„  .  hu  mit  der  entsprechenden  Pormutationszahl 
P  zu  multipliciren.  Dio  Summe  der  Producto  P .  tMr  .  in»  liefert 
dann  wieder        so  dass  man  symbolisch  schreiben  kann : 

iM,,  =  Z(l>.iMr  .  in,).  (36) 

Ein  Beispiel  möge  wieder  das  Gesagte  erläutern.  Es  soll  iu*  be- 
rechnet werden.  Vorausgesetzt  wird  dio  Kcnntniss  der  vorkommen- 
den iM,8.  deun  man  nimmt  r  =  i  =-  3.  Die  Rechuung  ist  in  nach- 
stehender Tabelle  (Tabelle  10)  durchgeführt.   Zur  Controlle  ist  iit,t 


No: 

n 

nr 

n« 

P  P. 

■  • 

tmr  •  **• 

1 

11 

3 

8 

1 

21 

2 

42 

2 

11 

4 

7 

3 

15 

2 

90 

3 

11 

5 

6 

G 

10 

2 

12) 

2(P.  in,  .*,„)  = 

262 

Tabelle  10. 

auch  nach  der  allgemeinen  Formel  berechnet  worden.  Dann  erhält 
man  (vgl.  Gl.  (24)): 

(10^      10  .  9  .  8  .7.6 
5  J  "  1.2.3.4. 5  9 

i'n,6  —  252,  wie  oben. 

Das  Ergebniss  der  ganzen  vorhergehenden  Untersuchung  lässt 
sich  folgendermassen  darstolleo: 

1)  Ist  p-f  5_  n      p,  so  gelten  die  Formeln: 

^=C~D  u,,d 
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2)  Ist         -  — -j— )  aud  gleichzeitig  />-f-10^  « 
so  kann  man  nach  folgenden  Formeln  rechnen: 

•--<;:D-^<;:D+T[G)G-D] 


und 


+"2(005)]} 


Bei  etwas  höheren  Werten  von  p  werden  diese  Formeln  indessen  so 
umfangreich,  dass  es  viel  vorteilhafter  ist,  auch  hier  schon  das  durch 
dio  Symbole  (35)  und  (36)  ausgedrückte  Verfahren  anzuwenden. 

3)  Ist  ^  —  - — ^— --j  ^  n  so  benutze  mau  aus- 

schliesslich das  soeben  erwähnte  Verfahren. 

|  2(iMB  .  ttll)  oder 

=    )   2(Finr  .  »„») 

1       (  Z(i„r  .  iM8)  oder 

4)  Ist  endlich  6/>  ^  »  >  *f  —  ^  ^  so  wende  man  die  Be- 
ziehung (6)  an: 

i„,p  —  »7p-M,p. 

Den  Schluss  mögen  einige  Aufgaben  bilden,  in  denen  das  Vor- 
ausgehende zur  Anwendung  gelangt. 

I.  Aufgabe:  Es  soll  eine  Tabollo  der  Werte  von  tM,5  aufgestellt 
werden  (p  —  5). 

Man  hat  folgende  Gruppen  zu  unterscheiden: 

>      >  f*— l^V 

1.  Gruppe:  10  —  n  =5;       infi  —  1  ^ 

2.  Gruppe:  15  >  n  >  10;    /,,5  =  6  (^7)  -^("r7) 
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3,  Gruppe:  17  _  n  _  15  |   rM  «  £  (/Mr  .  /„,). 

4.  Gruppe:  80  _  »  _  17  j   /„.s  -  w-«* 

Es  wird  hier  nur  für  oiue  einzige,  beliebig  gewählte  Zahl  jeder 
Gruppe  die  Rechnuug  durchgeführt  wordeu. 

1.  Gruppe:  n  —  8  ; 

Or7^      7.6.5  M, 

2.  Gruppe:  n  =  12; 

CTO -(D-CD- & — 

CTO -CD- CD — 
-«-«.CTD-(D-H- 


O-CD-GfD-» 

ri^i    ri-\  7.6.5 

"  UJ"T727»"  365 


8-7.6-5 


70 


60 
90 


•  CTO  - 
(!)  (TO  - 

Summo  :  325 

'CTO-  » 
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3.  Gruppe:  n  —  17.    Man  wähle: 

r  =  2 
*=3. 

17  -   2  -f  15  .  .  .  1  .  10  —  10 

-  3  4-  14  .  .  .  2  .  15  =  30 

-  4  +  13  .  .  .  3  .  21  =  63 

-  5  4-12.  .  .  4  .  25  -  100 
=   6  +  11  .  .  .  5  .  27  -  135 

-  7  -f  10  .  .  .  6  .  27  =  162 

-  8  4-  9  .  ,  .6.25—125 
=  94-8.  ..4.  21  «84 

-  10  +   7  .  .  .  3  .  15  -  45 

-  11  4-  6  ...  2  .  10=  20 

-  12  4-  5  ...  1  .  6  -  6 

hi+  =  780. 

4.  Gruppe:  n  =  23; 

'Mb  ~  »85-83^  =■  »JUS  = 

In  Tabelle  11.  sind  für  sämtliche  möglichen  Werte  von  »  die 
zugehörigen  »Vi  und  »r„<5  aufgeführt.     Die  Nenner  der  gemeinen 

Brüche,  durch  die  irw,ö  —  -r^  ausgedrückt  ist,  sind  immer  auf  ganze 
Zahlen  abgerundet.    Als  Controlle  kann  die  Beziehung 

m=30 

imfi  —  65  =  7776 


benutzt  werden. 


Tabelle  lt. 


n 

*'«,« 

n 

5 

1 

lhm 

30 

6 

5 

/lSM 

29 

7 

15 

'/«8 

28 

8 

35 

/in 

27 

9 

70 

Vn, 

26 

10 

126 

25 

11 

205 

Vs» 

24 

12 

305 

Hm 

23 

13 

420 

Vn 

22 

14 

540 

VM 

21 

15 

651 

V« 

20 

16 

735 

Vn 

19 

17 

780 

V» 

18. 
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2.  Aufgabe:  Es  soll  unter  Benutzung  der  Tabello  11.  ciue  Ta- 
belle der  »'„,10  und  «?M,i0  aufgestellt  werden. 

P  =  10. 


1.  Gruppe:  15      n  a  10;    i„.io  — 


2.  Gruppe:  20  _  n  15; 

'-"-("10  ■•CT)+CDC^)+GXV) 

+cDr6io)+coc-4i,)+coci12) 

+  CO  CVO +('/>-»;+ G3> 

Wie  man  sieht,  wird  die  allgemeine  Formel  so  umständlich,  tfass 
man  besser  das  durch  Gleichung  (36)  ausgedrückte  Verfahren  be- 
nutzt. 

in,  10  =     (P4r  •  '««) 

3.  Gruppe :  35  ^  n  ^  20.  Man  rechne  ebenfalls  nach  Glei- 
chung (36). 

ht.10  —   %  {l'inr  • 

4.  Gruppe:  60^»^  35.    Man  weude  Gleichung  (6)  an; 

'»(,10        »70  m.IO. 

Die  Rechnung  ist  hier  nur  für  je  eine  beliebige  Zahl  der  2. 
und  3.  Grappo  durchgeführt  u.  zw.  für  die  Zahl  der  2.  Gruppe  auf 
doppelte  Weise,  um  den  Unterschied  in  der  Zahlenrcchuung  bei  Ue- 
nutzuug  der  allgemeinen  Formel  und  der  Gloichung  (36)  deutlich 
hervortreten  zu  lassen. 

2.  Gruppe:  n  «=  17- 

1).  Anwendung  der  allgemeinen  Formel: 

-*-».  CT) -CO -CD- "7— • 

KO-CD-CD-» 
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— -  CD-CD-(D-H— . 

CD -CD 
*•  CVO-O-O-I-fl-«. 

/-8-\      8.7.6.5  .„ 

C7X3-CD-&— . 
•  CVD-CD-CD-^ 

4-1— TTFT  3.-4  =,M« 

'«CV") -©-&-•. 

(ll^v      11  .  10  .  9  .  8 

(13  \      13  .  12  .  11  .  10 
4J~     1.2.3.4  0=7155 

6  C7  0    -  » 

©CD— 
CO  CD  - 980 
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OC  5  )  =  "TO 


1890 


oer> 

Ql)  ("""i4)  =  1485 
CD     -  ™ 

Summe:  1143U 

'(T>  ai 

.„„.=  11340. 
2.  Methode:  Auweuduug  diT  Gleichung 

Mau  wühle  r  —  s  =  |  =  5. 


n  =  nr  "f-  M»  '   •  ■  P*  '»»»■  • 

17=:  5-f-12  .  .  .  2  .    1  .  305  =  610 

6+  11  .  .  .  2  .  5  .  205  =  2050 

7  -f  10  .  .  .  2  .  15  .  126  -  3780 

8+  9  .  .  .  2  .  35  .   70  =  41 00 


»Kilo  =  11340>  wio  obcD- 

3.  Gruppe:  n  =  34; 

»  =  nr  +  n,  P»Mr  •  Im« 

34  =  6-1-29                    2  .     1  .     5  =  10 

=  6+28  2.    5  .   15  =  150 

=  7+27                     2  .  15  .  35  =  1050 

=  8+26                      2.35.  70  =  4900 
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=  9+25                    2  .   70.  126  =  17640 

=10+24                    2  .  126  .  205  =  51660 

=  11+23                    2  .  205  •  305  =  125050 

=  12+22                    2  .  305  .  420  =  256200 

=  13+21                   2  .  420  .  540  =  453600 

=  14+ 20                    2  .  540  .  651  =  703080 

=  15+19                    2  .  651  .  735  =  956970 

=  16+18                    2  .  735  .  780  =  1 1466U0 

=  17+17  I  .  780  .  780=  608400 

$Mrt0  =  4325310. 

Hat  man  uicbt  nur  ein  ciuzclnes  i'M,io  zu  berechnen,  sondern  eine 
ganze  Tabelle,  so  wird  die  Rechnung  dadurch  sehr  erleichtert,  dass 
man  eine  grosse  Anzahl  der  zu  addierenden  Produkte  bereits  aus 
dem  Vorhergehenden  eutnehinen  kann,  sie  also  nicht  mehr  besonders 
auszurechnen  braucht.  Im  vorliegenden  Fall  0»  —  34)  kommeu  sogar 
sämtliche  Produkte  mit  Ausnahme  des  letzten  bereits  bei  vorausge- 
gangenen Zahlen  »i  vor,  wovon  mau  sich  leicht  überzeugeu  kann. 

In  Tabelle  12.  sind  für  sämtliche  n  die  zugehörigen   /w,io  uud 


10 

1 

'/6040C17C 

60 

11 

10 

Vft04«il8 

59 

12 

55 

VlMSMfi 

58 

13 

220 

Vj74»46 

57 

14 

715 

"84568 

56 

15 

2002 

Vaosoa 

55 

16 

4995 

i/ 

/mos 

51 

17 

11340 

Ii, 

.5333 

53 

18 

23760 

1 1 

rt546 

52 

19 

46420 

51 

20 

85228 

'/«• 

50 

21 

147940 

/4N 

49 

22 

243925 

Vs48 

48 

23 

383470 

Vi  5* 

47 

24 

576555 

Vi  Oft 

46 

25 

83P204 

V« 

45 

26 

1151370 

V« 

44 
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27 

1535040 

i/ 

'39 

43 

28 

1072630 

V«. 

42 

29 

2446300 

Ith 

41 

30 

2930455 

% 

40 

31 

3393G10 

Vn 

39 

32 

3M1535 

V* 

38 

33 

4121260 

7,5 

37 

34 

4325310 

Vm 

36 

35 

4395456 

1/ 
rs4 

35 

Tabelle  12. 


"»i.io  =       verzeichnet.    Die  Nenner  der  gemeinen  Brüche,  durch 

w„,io  ausgedrückt  ist,  sind  immer  auf  gauze  Zahlen  abgeruudet.  Als 
Probe  kann  die  Beziehung 

«=60 

£   (h,,\o)  -  6'°  =-60406  176 

n=10 

dienen. 

3.  Aufgabe:  Im  Auschluss  au  die  soeben  erledigte  Aufgabe  soll 
noch  eine  Art  des  Würfelspiels  uäber  untersucht  worden,  die  mau 
zuweilen  auf  Volksfesten  vorfiudet.  Gespielt  wird  mit  10  Würfeln. 
Auf  10  Täfelchen  sind  die  möglichen  Augenauzahlcu  verzeichnet 
u.  zw.  in  folgender  Verteilung: 

Tafel  I.    10,  20,  30,  40,  50,  60; 
Tafel  II.    II,  21,  31,  41,  51; 
Tafel  III.    12,  22,  32,  42,  52; 
Tafel  IV.    13,  23.  33,  43,  53; 
Tafel  V.    14,  24,  31,  44,  54; 
Tafel  VI.    15,  25,  35,  45,  55  ; 
Tafel  VII.    16,  26,  36,  46,  56; 
Tafel  VIII.   17,  27,  37,  47,  57; 
Tafel  IX.    18,  28,  38,  48,  58; 
Tafel  X.    19,  29,  29,  39,  49,  59; 

Gegen  eiuen  gewissen  Eiusatz  erhält  der  Spieler  eino  dieser  Tafeln 
eingehändigt.  Sind  alle  Tafeln  vergeben,  so  wird  ein  einziges  Mal 
gewürfelt.  Auf  jeden  Wurf,  ist  eiu  bestimmter  Gewinn  ausgesetzt, 
der  demjenigen  Spieler  zufällt,  dessen  Tafel  die  geworfene  Augen- 
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anzahl  enthält.  Es  soll  nun  ermittelt  werden,  wie  gross  für  jede 
Tafel  die  Wahrscheinlichkeit  ist.  »n,  >m  .  .  .  wx  mögen  bezgl.  dio 
Werte  derselben  für  Tafel  I,  II  .  .  .X  bezeichnen.   Dann  ist 

—  ""10.10  +  »MilO  +  ,<;»<U  +  •    •    •  +  "60*10 

^  ßlO  (hOilO+'KMO  ~f~  •    •    •  +  »CO'lo)- 

Entsprechend  ergeben  sich: 

T  ==6M»(*11K'  +  '81'I0  +  •    •    •  +'51-10^ 
»III  ™  jjr,ö  (»i«ilO  "h  'i8H0  "h  •    •    •  *f"  'tttto) 

u.    s.  w. 

""X  =  g,«  (»19,10  "f"  **9'10  ~h  •    •    •  "I"  '09»10 


Die  Zahlenrechnnng  liefert: 


tri  — 


ir  m 


1 

10 


JJ031868 
60466176 

6041905  1 
'  60466176  ^  1Ö; 


6034280       1  t 
,rn      60466176  ^  10* 


6051330 


1 


60466176*°  10' 

6061868  1  . 
6Ö466176  ^  10' 


try  = 


»VII 


6058955  1_ 
60466176  00  10'  ,rvI 


605690;-) 


(V 


6U466176  10' 


"-ix 


6041905 


1 


60466176  10 


6051330  l 
tviii  —  gQ466i76  00  10  i 

6034280       1  . 
wx  ~  60166176  ^  10 '* 


Probe: 


*=*  x  60466176 


k=l 


Ü0466176 


r,^  —  1. 


Die  meisten  Aussichten  zu  gewiunen  bietet  also,  gonau  genom- 
men, die  Tafel  VI.,  indessen  sind  die  Unterschiede  der  Wahrschein- 
lichkeiten für  die  einzelnen  Tafeln  ausserordentlich  klein ;  man  kann 
daher  sagen,  dass  durchschnittlich  jeder  10.  Wurf  ein  Treffer  sein 
wird.  Im  Vergleich  mit  der  gewöhnlichsten  Art  des  Würfelspiels 
mit  3  Würfeln,  bei  dem  jeder  Wurf  über  12  gewinnt,  sind  die  Aus- 
sichten im  vorliegenden  Falle  ungünstiger,  denn  dort  ist  dio  Wahr- 
scheinlichkeit zu  gewinnen  gleich 
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1    "=,!8,      ,        56  1 

6»  «fis(,t''3)  "  216  =  4' 
Aufgewogen  kann  diese  Ungleichheit  allerdings  durch  den  Wert  der 
Gewinne  werden,  der  im  ersten  Falle  ein  bedeutend  höherer  sein 
kann  wie  im  zweiten.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  hoch  die  Ge- 
winno sein  dürfen  und  wie  sie  auf  die  einzelnen  Augen  verteilt  werden 
müssen,  damit  ein  vorteilhafter  Betrieb  des  Würfelgeschäfts  möglich 
ist.  Gesetzt  die  Gewinne  zerfielen  iu  A  Gruppen.  Die  Gegenstände 
der  1.  Gruppe  mögen  die  höchsten  Werte  von  je  x  M  besitzen, 
diejenigen  der  2.  Gruppe  einen  mittleren  Wert  von  jcy3/  und  die 
3.  Gruppe  den  kleinsten  Wert  von  je  z  M.  Die  Verteilung  der  Ge- 
winue  über  die  einzelnen  Augenanzahleu  wird  zweckmässig  in  der 
Weise  geschehen,  dass  auf  jede  Tafel  mindestens  einer  der  Haupt- 
gewinne und  ein  mittlerer  Gewinn  entfällt.  Natürlich  wird  man  die 
Hauptgewinne  auf  die  am  seltensten  vorkommenden  Zahlen  legen. 
Demnach  könute  man  etwa  folgende  Einteilung  vornehmen: 

1)  Gewinne  zu  xM  entfallen  auf  die  Zahlen:  10,  11,  12,  13,  14, 
5'),  56,  57,  58,  59,  60. 

2)  Gewinne  zu  yM  eutfallen  auf  die  Zahlen:  15,  16,  17,  18,  19, 
50,  51,  52,  53,  54. 

3)  Gewinne  zu  zM  entfallen  auf  die  übrigen  Zahlen  von  l'O 
bis  49. 

Tafel  I 
II 
II 
IV| 
V 
VI 
VII I 
Villi 
IX 
X 

a:^'l0'lÜ~r"'6OM0'_r'y  •  'M>lU"f"J(,SOM0"t~'3Oil0~l~?J0<lo) 
»II  ,10  "ff  •  ''öIMO+zC'ililO+^liJO+'iPlo) 

ix  •  'I2M0         +.V  •  'a^io+^'^'ioH-'asMO-f  »4s»io) 
Gewinne      \*  •  htMO        +f  •  taio4*(^üT^w4"H»«o) 
im  Werte    Jx  .  /,4,i0        +.V  •  'Mtiii+^trio+^iiio+Utot) 

I*  •  '.'»GMO  +.'/  •  'ltf'l«H-5(lM?JO+l3«»lO"H»«i) 

'x  •  *W»JO  ~f"^  •  *l7ilO~t"z(**7»JO_r_''37ilO~r~,47^1o) 
*58H0  '  ,lSilO~f";:('Ä'lü'f"'a8ilO"r"t48?Jo) 

tHhlO  +0  •  »l9il0+s(/W?10+,a9u#H'*49i10)' 


Es  ist  anzu- 
nehmen, dass 

unter  610 
Würfen  ent- 
fallen auf 


n 
n 

n 


X 

'x 
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Im  ganzen  hätte  also  der  Besitzer  der  Würfelbudc  nach  610 
Spielen  an  Gewinnen  auszahlen  müssen  (in  M): 

u  =  l4  »»=60 
n  =  \0  n -55 

>it=54  m=19  n=49 

+y[  2  (f«.,0)+*  0«,io)J  +  «  *  •*.*•) 

*r:50  w  =  15  M=V0 

=  4004*  + 260  260  y  +  60201 912s 

Zur  Abkürzung  führe  man  ein: 

a  -  4004  ;    b  -  260260;    c  -  6  J201  Ü12. 
Dann  eigiebt  sich: 

A  =  ax-\-  by  -{-c.z 

Es  bezeichne  e  den  für  jede  Tafel  zu  entrichtenden  Einsatz  in  Af, 
E  —  lü«.610  die  Gesamteinnahmo  bei  6'°  Würfen,  g  den  Gewinn 
des  Unternehmers  bei  jedem  Spiel  in  M  und  G  —  g  .  610  den  Ge- 
samtgewinn bei  6,u  Würfen.    Dann  besteht  die  Gleichuug: 

A  -f  (f  —  7-;  oder 
«c-Hy-j-cs  +  y  .  610  =  10c  .  610 
ax+by  +  cz  -  6,0(10c  —  y)  -  C*  l37) 

Der  Besitzer  der  Würfelbude  muss.  um  das  Publikum  anzulocken, 
einerseits  darauf  bedacht  sein,  die  Hauptgewinne  möglich  gross  zu 
machen,  während  er  andrerseits  darauf  sehen  muss,  dass  die  Ge- 
winne i  der  3.  Gruppe  nicht  zu  niedrig  werden.  Man  wird  daher 
die  Gleichung  (37)  in  der  Weiso  beuutzen,  dass  man  «  annimmt 
u.  zw.  so  klein,  als  gerade  noch  angemessen  erscheint;  alsdauu 
kann  man  zwischeu  x  und  y  eine  Beziehung 

festsetzen  und  darauf  der  Reihe  nach  x  und  y  berechnen.  Man  er- 
hält also  aus  Gleichung  (37): 

y  (am-{-b)-\-oz  =  C 

C—cz 
V~~  am+b 

m(l'--  cz) 

lieber  die  Grössenvcrhältuisse,  die  bei  dieser  Aufgabe  vorkommeu 
können,  mag  ein  Zahlenbeispiel  Aufschluss  geben. 

Es  sei: 
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t  =  0,1  M 

g  -  0,3  M 
z  -  0,5  M 
in  —  2. 

Dann  wird: 

C  =  42  326  323,2 
c  .  z  =  30100956,0 

C—cz  —  12225367,2 
Mo  -  8008 
b  =  260260 

ma-f-ft  -  268 263 
y  -  45,57  M 
z  =  91,14  M. 

Also  selbst,  wenn  jeder  der  11  Hauptgewinne  ca  91  M  and  jeder 
der  10  mittleren  Gcwiune  rund  45  M  wert  wäre,  könnte  mau,  falls 
die  Gegenstände  der  3.  Gruppe  einen  Wert  von  nur  50  pf  besitzen, 
doch  auf  einen  durchschnittlichen  Verdienst  von  30  pf  bei  jedem 
Spiel  rechnen.  Natürlich  wird  man  jene  Werte  für  x  und  y  nur  als 
obere  Grenzen  aufzufassen  haben,  von  denen  man  sich  in  praxi  in 
angemessener  Entfernung  zu  halten  hätte.  Denn  durchschnitt- 
lich zwar  würde  der  Verdienst  bei  jedem  Spiel  30  pf  betragen, 
zeitweise  aber  könnten  doch  empfindliche  Vcrlusto  eintreten,  dio 
umso  bedenklicher  wären,  als  die  Zeit,  nach  der  sio  sich  wieder 
ausgeglichen  haben  würden,  unter  Umständen  eine  recht  ansehnliche 
Anzahl  von  Jahren  betragen  könnte. 

Johannes  Gomoll. 


Aufgabe:  Eine  Formel  für    2?J^jf)(a -fx)j  abzuleiten. 

Man  setze:  n  =  fc-f  p.  (1) 
Dann  wird: 

ZKDH-  TICDH 

-(*)<«+*>+(*tr)f«+t+i}+-  •  •  ■ 
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XXXVI. 


Anwendung  der  Simpson'schen  Formel  auf  die 
Berechnung  des  Cylinderbufes. 


Dor  Cylinderhuf,  dessen  Grundfläche  ein 
Halbkreis  ist. 

Figur  I.  Lege  durch  die  Höhe  des  Hufes  CD  «=»  k  und  durch 
den  Mittelpunkt  M  des  zum  ganzen  Cylinder  gehörigen  Grundkreises 
mit  dem  Halbmesser  r  eine  Ebene  und  zu  dieser  durch  A  und  Ii 
gleichlaufende  Ebenen,  so  ergiebt  sieh  nach  der  Simpsonschen  Formel 
für  den  Inhalt  des  Cylinderbufes: 


Diese  Formel  ist  hier  anwendbar;  denn  die  Formel  für  jeden 
zu  einer  der  Endflächen  im  Abstände  von  x  gleichlaufend  gelegten 
Querschnitt  überschreitet  den  dritten  Grad  von  x  nicht. 


Es  sei  &  C  D'W  der  Querschnitt  und  CD'  =  //,  D'M'  =  * 
M'  Ii  =  x.    Da  A  CDAfCK,  A  C  D'  M*  ist,  so  ist 


Von 


Oberlehrer  Graeber  in  Höxter. 


I. 


h  .  s 

2  .  V' 


mithin  ergiebt  sich  für  den  Querschnitt: 
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h'  .  $        k  .  s* 
4      "    8r  * 

Nun  ist 

«» 

■j-  —  x(2r  — ar), 

also 

Ä'*  Ä.x(2r-x) 
4  2r 

4.  h.  die  Qucrschnittsformel  ist  nur  vom  zweiten  Grade  also  isl  die 
Simpson'sche  Formel  auweudbar. 

Um  den  Mantel  des  Cyliudcrhufes  zu  berechnen,  /.erlege  den- 
selben in  sehr  kleine  Dreiecke  </, ,  gt,  <7:„  gK  .  .  .  nud  verbinde  die 
Eckpunkte  mit  dorn  Mittelpunkte  M.  Der  ganze  Körper  ist  dann  in 
Pyramiden  zerlegt,  deren  Spitzen  alle  in  M  liegen  und  deren  Grund- 
flachen  zusammen  den  Mantel  ausmachen.  Die  Höhen  aller  Pyra- 
miden, wie  leicht  ersichtlich,  ist  gleich  r.  Der  Inhalt  desCylindcr- 
hufes  ist  demnach  auch: 

»  -  (9i  +9t  +  9s+9t  +  •  •  •  )  l  —  M . 

wo  mit  M  der  Mantel  des  Cylinderhufes  bezeichnet  ist;  mithin  ist, 

2r»/,  . 
da  r  »  — q—  ist, 


oder 


Mr 

2  r*  .  h 

3  ™ 

3 

M  «= 

2rÄ. 

II. 

Der  Cylinderhuf,  dessen  Grundfläche  ein  Kreissegment  ist. 

Figur  2.  Der  zu  dem  Kreissegment  ADIl  gehörige  Cylinderhuf  ist 
ADBC.  Zeichne  im  Grundkreise  Durchmesser  A'li'\\AB  und  lege 
durch  A'li'  eine  zum  Grundkreise  senkrechte  Scuuittebene ,  welche 
die  Ebene  ABC  in  EE'  schneidet,  und  durch  EEf  eine  mit  dem 
Grundkreise  gleichlaufende  Schnittebeue  EFE'.  Nun  ist  der  ganze 
Cylinderhuf  in  drei  Teilkörper  zerlegt: 

r,  «=-  /v/v,  FC\    "a  -  A' B'  DFEE'    und    vt  =-  ABB'A'E'E, 

mithin  ist 
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*i  stellt  einen  Cylinderhaf  dar,  dessen  Grundfläche  ein  Halbkreis  ist; 
also  ist  nach  I..  vx  =  $r*(A  — Ä'),  wo  CD  =  h  und  FD  =  h'  ist. 

r8  ist  ein  halber  Kreiscylinder,  also 

r*  nh' 


r,  =a 


2 


Zur  Berechnung  des  Teilkörpers  p3  ergänze  den  Teilcylindcr 
AUDFEE'  zu  dem  vollen  Cylinder,  dessen  Grundfläche  der  Grund- 
kreis  um  JV/  und  dessen  Höhe  h'  ist.    Es  ist  dann 

r*7tA' 

r3  =>    -----  —  r4,    wo    y4  =»  EE'F'  D'BA  bedeutet. 

Den  Körper  v4  teile  durch  drei  Schnittebenen ,  von  denen  die  zwei 
durch  A  und  B  gelegten  senkrecht  zur  Schnittebene  A'B'E'E  sind 
und  die  dritte  mit  A'B'E'E  gleichlaufend  durch  Linie  Ali  gelegt 
ist,  in  vier  Teilkörper;  diese  sind  vb  =  EllJLt,  vtt  =  E'H'J'  A, 
p(  ~  Prisma  HJBH'J'A,  r7  =  Teilcylindcr  ABD'F'J'J;  mithin  ist 

"4  -  2"»  + »B-K 

Der  Körper  »ä  lässt  sich  nach  der  Simpsonschon  Formel  berech- 
nen; denn  die  zur  Ebene  ll.IB  gleichlaufenden  Querschnittsttächen 
überschreiten  den  dritten  Grad  nicht,  wie  oben  in  I.  bewiesen  ist. 
also  es  ist: 

///./  .  .Iii  .  4  KL  .  LN  ,  _\  EH 
H  -  {—T-  +       2        +°J  6 

oder,  wenn  für 

11.1  —  ^,     .//*  =  A',  AX  =  -  ,    LA  -  A",    Ali  =  2  tf-M'  -  * 
gesetzt  wird: 

* -  { 4  +  4  ;  6-  L 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke:  ODCc<  HJB  C\J  A7.A'  ergiebt 
sich : 

A'  :  0      A  :  a ;    wo    7)0  =  «  ist, 
Ä" 

A  :  2  ™  *  ••  "5    hieraus  folgt: 


2ß* 
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#'  .  Ä 


h'  = 
h"  - 


2a 

.  h 


2a 

Setzt  man  diese  Werte  für  h'  und  h"  in  Gleichung  1.  ein,  so  wird 

■ 


Es  ist: 


***  a  **  4r*-** 
4  "r%~4   "  ~ 


oder 


12r*  —  4r*  — «* 
4  -  16  3- 

Diese  Werte  in  2.  eingesetzt,  giebt: 

+  —  1  )      24  „  oder 

t7ä  =  (6rt_2r»-,«)(2;-Ä)/<  oder 

48  a 

48 «  *• 

Für  das  Prisma  p6  erhält  man : 

v6  -    4  .  *   oder  da   &'  =  ist, 

v*  =  öa  •  l'erwertfür  ^  aus  3.  eingesetzt  giebt: 

4ri,_,3  12r**-  3#» 

-      8a     *  ~       U„  h 

Der  Teilcylinder  »'7  wird  berechnet  aus  der  Gleichung  : 
Vl  -  |-  _~  ,  .  ä',  wo  /'=  2m  und  &  =  adh  ist 
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Aus  der  Aehulichkeit  der  Dreiecke  ODCcv  OMM*  folgt 

h'  :  tt  —  r  —  h  :  a  oder 

V  -  (-^'.  6. 

Nau  ist 

*  -  L  r  -  2  2  J  —5—  üder 

t>v  =  [2r*n(a-r)-A,(a-r)-(a^-f      -  2a  rs)]  (^=L^ 
Mit  12  erwoitert: 

r7  =  [24r**(a  -r)—12br(*~r)  -  12o«<  — l2rs*+24ar#J 

(o  -  r)h 


7. 


24 

Setzt  man  in 


die  Werte  für  r?ö,      und  ^  aus  4.,  5.  und  7.  ein,  so  erhält  man 

p4  _  (I6r3-l2r»«-f  24ar*-  ?j3  -  12rt'*  +  24r2  «(tt  -  r) 

-I2ir.  (tt-r)]2?Äa 

-  —  «  .  (2r-a)  =»  2ar  —  oder 
4 


Es  ist 


81 


2ar-4+tt«;  8. 
mitbin 

24«rs  =  3*3+ 12«»« 
Dieser  Wert  eingesetzt,  ergiebt 

„4  =  \\Sr*-X2r*,+*+Mr**{a-r)  -  12«r(a-r)]  ^  9. 

H  2  r* 

erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  6.  und  9. 

[-l6r3  +  l2r*«-«»-12r»«(a-r)  +  126r(tt-r)]2|a  10. 
Setzt  man  nun  die  Werte  für  v%i  t>a  und  v3  ein  in 
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so  erhält  man 

-j-[_-16r>+12r*Ä  -\2r*n(a-r)+Vlbv{a  -x)]£u 

Aus  der  Aehulicbkeit  dor  Dreiecke:  ODCcv  M  FC  ergiebt  sicli 

(Ä  —  A')  :  r  =  A  :  a  oder 

»-»■ 

a 

Dieser  Wert  uud  der  Wert  für  h'  aus  ti.  in  der  Gleichung  für  v 
eingesetzt,  ergiebt: 

16r3A  12r»ff(a-r)A 
*  "    24a  +  24a 

+  [— 16r»+12r**  -*5 -l2r«ar(a  -r)+ 12A  ,•(«->)]  ^ 
oder 

P  -  [12,**  -*3+  12Ar(«-r>] 
Hieraus  ergiebt  sich 

Für  den  Cyliuderhuf  mit  kreisförmiger  Gruudfläehe  ist  4  =  2rjr, 
<t  ^  2r,  *      0  und  Gleichuug  11.  wird 

D  —  £     -t  h 

Ist  4  ri,  o  —  r,  «  =  2r,  so  erhält  man  aus  11.  die  Iuhaltsformel 
für  deu  Cyliuderhuf  mit  halbkreisförmiger  Grundfläche  wie  I,  also 

v  «=  |r«A. 

Um  die  Mantelfläche  des  Cyliudcrhufes  zu  berechueu,  zerlege  die- 
selbe wieder  wie  in  I.  iu  sehr  kleiuo  Dreiecke  gv  gt,  gs,  g4,  .  .  . 
und  verbinde  die  Eckpunkte  mit  M',  dauu  ist  der  Cyliuderhuf  in 
Pyramiden  zerlegt,  deren  Spitzen  alle  iu  M'  liegen.    Die  Höhen 
aller  Pyramiden  mit   Ausnahme  der  Krcissegmeutpyramide,  deren 

Grundfläche  das  Segmeut^T/Jü  uud  deren  Höhe  h'  ist,  sind  gleich  ». 
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Mithin  ist  auch 


°  -  <01  +  0«+0:l  +  04  +  •    •    •  )  l  + 


br  *{a  -  r)  I  h' 
2  +      2  J3' 


Fcruer  ist 

v  -  (!2r»t-*«-f  12 ftr(a-r)]  ~ 

Dir  Ausdruck  (01+08+03+04  +  -  •  •)  bezeichnet  die  MauUl- 
ttoelie  M  dos  Cyliudorhnfos. 

I#*  4/z'  h 

J,--+[6r+.(«-r]jJ-  -  [IA*n-J»+l*lri«-ip)|SK 
Der  Wert  für  &'  aus  6.  eingesetzt,  ergiebt: 

^  =       rt, 3  +m  r(rt  -  ri]  ^  -  [4  *r  («-')+  U(a-r)«]  ~ 
oder 

3/  ^[8r»*-«»-+t*r(a— r)-4fl««+Pflr«Jg|-  12. 
Aus  8.  folgt: 

8ar»  =  **+4a*J 
Dies  iu  1.'.  eingesetzt,  giebt 

3/  £  =  [gri,+8*r(«-r)]  ^  «  [r*+|D<«- r)J;  .  ^ 

oder 

il/=  [r#+&(fl  -»)]  -a  13. 


Der  Mantel  des  kreisförmigen  Cylinderhufes  ergiebt  sich  aus  13.  für 
a  —  2r,  b  —  2r«,  *  —  0;  also 

M  -  r.7Ä 
Für  a  —  r,  6  —  r*i,  *  =  2r  wird  13 

3/  2r/» 

Dies  ist  der  Mantel  eines  halbkreisförmigen  Cylinderhufes. 
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in. 


Iu  I.  ist  der  Cylinderhuf  für  den  Fall  a  =  r  uud  in  II.  für  den 
Fall  a  >  r  bebandelt  worden,  in  III.  folgt  dio  Behandlung  für  den 
Fall  a  <  r. 

Figur  III.    Der  Cyliuderbnf  babe  zur  Grundfläche  das  Segment 

ADH  und  die  Höhe  CD  =  h.  Ergänze  den  Cylinderhuf  zu  einem  sol- 
chen mit  der  halbkreisförmigen  Basis  EFE'  uuü  mit  der  IlöheC'F—  ti 
und  lege  durch  Linie  Ali  eine  zum  Halbkreis  EFE'  t senkrechte 
Ebene,  die  deu  Halbkreis  iu  A'B'  schneidet.  Bezeichne  den  Inhalt 
des  zu  berechnenden  Cyliuderhufes  mit  p,  den  Cylinderhuf  mit  halb- 
kreisförmiger Basis  mit  cJt  den  Kreissegmeut-Cylinder  AD  Bit'  FA' 
mit  vt  und  deu  Tcilcylinderhuf  EE'  BA'AB  mit  v3.    Es  ist  dann 

Die  Iuhaltsformel  für  vt  ist 

Die  Iuhaltsformel  für  <  8  ist 

"l  -  [2  2~~J  (*  -A), 

wo    ,!«  —  yl*/f  -  «,  DO  =  «,  also 

-  FAT—  FO'  =  r-  a,    und    J7>fl  =  A  ist. 

Zur  Berechnung  des  Teilcylinderhufes  cs  zerlege  denselben  dureb 
zwei  durch  A  und  B  gehende  uud  zur  Ebene  EFE'  seukreebte 
Schnittebcneu  in  zwei  gleiche  Körper 

64  <=*  AA '  HE  =  BB'  II '  Et  und 

in  das  gerade  Prisma  r5,  dessen  Grundfläche  AA'll  und  dessen 
Höhe  A'  Ii'  =  .-  ist,  so  dass: 

Für  den  Körper  r4,  wie  leicht  aus  der  Figur  III.  ersichtlich,  gilt 
die  Simpson'sche  Kegel ;  mithin  erhält  mau 

\A'R.  AA'      \KL  .  JL  .    |  EH 

Setzt  man  A'11=M()'  -  r- a,  .1,1'  =  A'  _A,  A7,  -  .//,  -  h", 
EH  -  r  -     8Ü  tet 
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["(r-  a){h'~h)       4.'  h"  I 
r4  -  [  -g—  -  +  — J 

Aus  der  Achulichkcit  der  Dreiecke 

00'A/cv>  6'Z>0    und    ./AT/.  OO  GÖD 

folgt: 

(V  —  A)  :  (r  —  a)  —  h :  a  oder 

(r--a)A 

A  -  Ä  —  —  und 

« 

/,"  :  -  =  /, :  u  oder 
-2  a 

Diese  Werte  in  16.  eingesetzt,  giebt 


(r—  a)«      4«"']  2r- 
2m    '  "t"   8a  J  '  12 


.  A 


Nun  ist  (siehe  II.  3.): 

*"*  _  I2r*-4r<  -  . 
4  —  ,  16 


;   also  ist 


+  8«  J— lä odcr 

t,4  ^  [Iti ,s  —  8«r-r-4a2-4;-Ä-«J,]^::^A 

Mit  (2r  — «)  die  Klammer  multiplieirt,  giebt 

r4  =  (32r»-l6ar*  +  8«'r-24r«*-f-2)^  +  8a/*-4a^  + 
Aus  U.  8.  folgt 

8ar*  ™»  *s-j-4<i*4< 
Dies  eingesetzt  und  mit  2  gekürzt,  giebt: 

v4  =  (16r3  -  8a*r  +  4«*r  -  12 r*t+     +  *3)  ^ 
Nach  II.  8. : 


8(»rs  —  r«l-f  l^r;  also 

4«a 


^  -  (16r»-12r»«+'a)  .j* 
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Für  vb  erhält  man 

(r_  a)(A'-A) 
H  8 

oder,  da 

* — ä  =>  - — - —  ist, 


2a 

Nunmehr  ist,  da   t>3  =  2t>4-f-r5  ist, 


4«[l6rl-lli*«+f»+l)(r-«)««|^.  IH. 


In  der  Formel  für  t?s  setze 


und  erweitere  sie  mit  12  ;  es  ergiebt  sich 


%-[m»(r-.«)«l»(r-«P»]»-  19. 


Aus  18.  und  19.  folgt 

Pj  +    -  [16 r»-  12  r«,  -f  •»  +  l»r (r  - «)]  ^  2  » 

Aus  der  Achitlicbkeit  der  Dreiecke:  CF3/  cv>  ODO  folgt: 

Ä'  :  r  =  ä  :  a,  oder 

a 

Dieser  Wert  in  der  Iuhaltsforrnel  für  vx  eingesetzt  und  mit  8.  er- 
weitert, giebt 

l6r»A 

*  "    24«  21 ' 

Ziehe  Gleichung  20.  von  21.  ab,  so  bekommt  man 

«  =  [12r»*  —     -12*r(r—«)]^  oder 


Die  Gleichung  22.  geht  in  die  Form  der  Gleichung  II.,  11.  über, 
wenn  a  >  r  wird. 
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Die  Mantelfläche  wird  ebenso  wie  iu  II.  berechnet.  Man  erhält 
die  Formel  für  den  Mantel  auch  ans  II.  13.,  wenn  man  tür 

a  —  r  «=  —  (r  —  a) 

setzt,  also 

3/=  [r* -&(/•-<,)]£• 


IV. 

Berechnung  der  beideu  Mantelflächen  BB'E  und  AA'E'  des 
Teilcylindcrhufes 

»3  =  A  HB'  A'  E'E.    (Siehe  Figur  II.) 

Zerlege  die  Mantelflächen  in  sehr  kleine  Dreiecke  gv  g^  giy 
gA  .  •  .  und  verbinde  die  Eckpuukte  mit  M'.  Der  Teilcyliuderhuf 
ist  dann  aus  Pyramideu  zusammensetzt;  es  ist,  wie  leicht  ersicht- 
lich: 

Af  -  (9i+9i  +  9ä+9*  +  •   •  •  )  Wt- 
Der  Klammerausdruck  mit  ?{a  —  r)  erweitert,  giebt: 

A' 

=  V  3  +  [4Är(a-r)-Ha*#+4r««    burs-4r»«(a-r)]  gj^J» 
8ar*  =  «3-f  4a**, 
dies  eingesetzt,  giebt: 

o,  -  M  l  +  [4 br (a -  r) +4r*.  - •»  -  J  r»«(«  -  r)J  ^ -  *^r). 

Nach  II.,  10.  ist 

r3  -  l-lQr*+12r',-s*-V2r*»(a-r)+V2br>a-r)]  -^—y 
wo  für 

aA' 

h  

a  —  r 

gesetzt  ist.    Hieraus  folgt 

r  M  [_  1 6  r3 + 8r2 Ä  -  8r»*(a -  r  ) + 8*r  («  ~  «*)]  24(<^~  r). 
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h! 

AI  —  (-2r*-fr*  —  r»(a  —  r)-f-£  .  (a—  r)]  — —  oder 
M  -  [r(,  -  2r)  +  (a  -  r)  (6  -  rs)]  ^ 


Aus  der  Aobnlicbkeit  der  Dreiecke:  OMM*  oj  J/'/r  folgt 
A'  :  a  —  r  =  (A  —  k')  :  r  oder 

.   .  y,c-o(*-»a  mUhiu 

r 

Für  a  =  r,  *  -  2r,  *  =r  .  n  ist  .1/  -  0 


Für  a  -  2r,  *  =  0,  A  -  2A'  I 

M  -  [-2r*4-r*nJ  -  =  (rnh'~  2rh') 

Berechuung  der  Mantelfläcbcu  AEA'  und  JiE'ß'  des  Teil- 
cylinderbufes  vä  -  EE'  B'a'  AB.    (Siehe  Figur  III.) 

Zerlege  die  Mantelflächen  M  iu  sehr  kleine  Dreiecke  und  ver- 
binde die  Eckpunkte  mit  M.    Es  ist  dauu 

3/3+*(/i'-A)  -  ^  ,   da   A'-A=l  m 
ist,  so  erhält  mau 


r3  =*  M'.Ä  -f-  (r  —  «)**  ~. 


Nach  III.,  18.  ist 


V9  -  [-l6r'-l2r«*  +  ,»+12(r-«)V)  g~ 


Hieraus  folgt: 


Af  |  -  [16r3-  12r»,  +  ,»-J-4(r-  a)**]^' 


(r-a)*-r«-r 
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Dies  eingesetzt,  giebt: 
mithin  ist 

Af-.(2r*-r.v)£ 

Setze  für  h  —  —  : 

r 

AT-  (2r»-r«)  *\ 

Für  a  -  0,  ist  «  »  0,    also    A/  —  2rA\ 
Für  a  —  r,  ist  «  —  2r,    also    3/  —  0. 


V. 

Berechnung  des  Inhaltes  des  Cylinderhufes,  dessen  Grundfläche 
eine  halbe  Ellipse  ist.    Figur  IV. 

Es  ist  DD"  =  2a  die  grosse  Achse  und  Aß  =»  2b  die  kleine 
Achse  einer  Ellipse,  CD  —  ä  die  Höhe  des  Cyliuderhufes,  £  CDM 
die  mittlere  Querschnittsfigur. 

Nach  der  Simpsonschen  Regel  ist  dann: 

2a&A 


3  * 


Die  Simpson'sche  Regel  ist  hier  anwendbar,  denn  jeder  zu 
[\  CDM  parallele  Qaerschnitt  überschreitet  den  dritten  Grad  nicht. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CDM  und  C  D'  M'  folgt 

Dieser  Wert  für  h1  wandelt  die  Flächeninhaltsforracl  für 

£  C'D'M'  ~m~  um  in: 

Nun  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  dessen  Coordinatenanfangspunkt 
A  ist: 
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as  H  'br~  =»  1 ;  hieraus  folgt 


A  CD1  AT  — 


» 


d.  b.  jeder  zn  £  €77 J#  paraDeie  Querschnitt  ist  vom  zweiten  Grade 
inbezug  auf  die  ^Achse. 

Nunmehr  lässt  sich  auch  der  Inhalt  eines  aus  einem  schiefen 
Cylinder  ausgeschnittenen  Cylinderhufes  mit  halbkreisförmiger  Grund- 
fläche leicht  bestimmen.    Figur  V. 

Man  legt  durch  AB  «=-  2r  den  Normalschnitt;  dieser  ist  eine 
halbe  Ellipse,  deren  halbe  grosse  Achse  MD'  =>  o  und  deren  kleine 
Achse  AB  —  2r  ist.   Es  ist  dann: 

Cylinderhuf  ADBC  —  Cylinderhuf  yiD'ZfC  —  Cylinderhuf  AD' BD. 
Es  ist: 

ADBC-^    und   AD' BD  - 
also  ißt  Cylinderhuf 

„      2arA'      2arh"      ?ar{h' —  h") 
ADBC  =      3  j-  -  =  -       jT  odcr 

r-2a3rÄ,    WO    *-A'- A"  Urt. 

Bezeiohnet  man  den  Neigungswinkel,  den  die  beidon  Ebenen  ADB 
und  AD'B  bilden  mit  «,  dann  ist  a  =-  rcos«,  also 

2r*C08a 

fr  =   5 —  k. 


VI. 

Sch  werpunktsb  estiramungen. 

Sieht  man  den  Cylinderhuf  als  ein  einseitig  schief  abgeschnittenes 
grades  Prisma  an,  so  ergeben  sich  nach  den  Sätzen: 

1)  Der  Mantel  eines  einseitig  schief  abgeschnittenen  graden 
Prinmaa  ist  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Umfange  des  Mantels  und 
der  durch  den  Schwerpunkt  des  Uinfangs  der  Grundfläche  gebenden 
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Achs©  des  PrisiftMts.    2)  Der  Kannif  nhnlt  g!ä©8  ©inseitig  sekief  ak^f1- 

schnitteneu  graden  Prismas  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Grund- 
fläche und  der  durch  den  Schwerpunkt  derselben  gehenden  Achse, 
folgende  allgemeine  Formela 

1)  für  den  Mautel   M  —  u  m 

2)  für  den  Rauminhalt    V  =  /  .  m, 

wo  u  der  Umfang  des  Mantels  und  /'  die  Grundfläche  ites  Prisma», 

m  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Umfungs  de»  Mantels  beziehungs- 
weise der  Grundfläche  gehende  Achse  bedeutet. 

,1.    Der  Schwerpunkt  der  Halbkrcisfläche.  Fig.  VI. 

Mit  Rücksicht  auf  I.  ist  für  den  Cylinderhuf: 

v  «=  |  r*k  «=»/".  m. 

Aus  h  :  m  =  r  :  x,  wo  x  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  der 
Grundfläche  vom  Mittelpunkte  des  Grundkreises  ist,  ist 

hx 

x.  =  — .    Man  erhält: 

ar=  y,    oder  da  /  —  ist, 

Ar 
I==3* 

2.   Der  Schwerpunkt  der  HalbkreisKnie. 

Aus  1.  ist: 

M  —  2rA,  mithin 


ar  .  m  = 

2rA 

oder 

A* 
u  .  — 

2rA; 

also 

r 

2r» 

u 

* 

3.  Der  Schwerpunkt  eines  Kreissektors.  Figur  VII. 
Nach  III.  ist: 

h 
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Schneidet  man  ans  diesem  Körper  die  Pyramide,  deren  Grundfläche 

£*j  /f.   fl\ 

AA'B'B  und  deren  Höhe  r  —  a  ist,  also  Pyramide  =  y—  aus, 
so  erhalt  man  für  den  übrig  bleibenden  Körper 

0  ,      ,     A        A'*(r  — a)        ,        ,               (r— a)Ä  . 
»  -  (8r3-*3)12fl  3       '    oder    da    h  „   tet» 

Wa  Wa"  °d0r 

,  =  (&»  -  ,»)  j|j  -  (4  r»  -     j^,  mithin 

.-(8r»-4ri,)r*(|_(2'*_r«.)£. 

Die  Hälfte  von  v  ist  ein  pyramidonartiger  Körper,  dessen 
Grundfläche  der  Kreissektor  und  dessen  Höhe  h'  ist.  Auch  für 
diesen  gilt  die  Formel    V      f .  m ;  also  es  ist 

f.m=  (2r»-r»«)  *fl. 
Es  ist    A  :  /«  =»  a  :  ar  oder 
A  x 

m  —  -  ,  mithin 
r-  (2r  — *) 

*  Vf 

Dies  ist  der  Abstand  dos  Schwerpunkts  vou  einom  Grenzradius. 

Der  Schwerpunkt  liegt  auch  auf  der  Wiukelhalbirenden  des 
Kreissektors. 

Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkt  der  Kreis- 
fläche zu  berechnen,  bestimme  mau  aus  der  Aehnlichkeit  der  Drei- 
ecke JlfSP  und  B'F'E\  PS  -  x  aus 

MS  -  x\   Ii'  K'  =  «'    und    FE'  -  -r-~i   es  ist 

2(2r-*)«' 

*~  TT«' 

Setzt  man  die  Werte  für  x  einander  gleich,  also 

2«'  ~  ü/ 
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ergicbt  sich,  wenn  noch  für  f  —  *  -  gesetzt  wird : 

'      2r   t      ?  r^JL 
X   "   3  .  6  "  3  '  6 


4.   Der  Schwerpunkt  eines  Kreissegments.    Fig.  VIII. 

Der  Inhalt  eines  Cylinderhufes ,  dessen  Grundflache  ein  Kreis- 
segment, ist  nach  II: 

PÄ5i[*('-i1)  +  M«-r)]==:f.». 

Bezeichnet  x  den  Schwerpunktsabstand  vom  Centrum,  so  erhält 


m  =   !  £  also 


f  ' 


x 


™  2a  [*  (r~  12)  +  Är(°  — r)]  ;  hieraus  folgt: 


tr  ,  ifa  —  r) 
f  —     T  2  —  ergiebt  sich : 

x  =  —  1 


Nun  ist 


2«r      ^  +a2;  dies  eingesetzt  giebt 
X  "  12/- 


5.    Der  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens. 
Die  Mantelfläche  eines  Cylinderhufes  ist  nach  II.: 

M  =»  a[(«  —  r)4-f-r*|  =  C/  .  r». 
Hieraus  ergiebt  sieb,  wenn 

m  =*=■  r*  und  U  =  b  gesetzt  wird: 

a 

Arch.  d.  Math.  a.  Thy«.   2.  Reihe.   T.  XVII.  27 
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b 
rs 

•-r 

Dies  ist  der  Schwerpunktsabstand  eines  Kreisbogens  vom  Mittelpunkt. 

G.    Schwerpunktsabstand  eines  halben  Segments  vom 
Halbirungsradius.    Fig.  IX. 

Um  diesen  zu  finden,  benutze  man  aus  III.  die  Gleichung 

r4-(l6r'-12r^  +  ^^a 

Ferner  mit  Rücksicht  auf  die  Verhältnisgleichung: 

m  :  x  —  h  :  a  oder 

tu  —  X ^  Ä  ergiebt  sich  aus 

/.  m  -  (lGr3  -  12r'*  +  **)~ 

48  a 

16r»— 12r*5-}-*» 

T  W  ' 

7.   Schwerpunktsabstand  eines  Kreisabschnittes,  der  vom 
Durchmesser  und  einer  diesem  parallelen  Sehne  und  den  zwischen 
diesen  Linien  liegenden  Kreisbögen  begreuzt  ist.   Fig.  IX. 

Aus  III.  ergiebt  sich 
hx' 

Für  m  =    -  eingesetzt  giebt: 

■  "  ut  • 

8.    Schwerpunktsabstand  vom  Mittelpunkt  des  in  Figur  X. 
ausgezogenen  Linienzuges  zu  bestimmen. 

Aus  IV.  erhält  man 

kr  x 
M  =  —  (2r—  *): 

hierzu  addire  man  das  Rechteck  « (*'  -//),  dann  ist  die  volle  Mantel- 
fläche: Fig.  IX. 
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-  (2  r -#)+(/,'  -/,),. 
h(r-a) 


h'-h  = 


a 


Man  erhält: 


«*);  mithin  ist,  wenn  in: 


Um 


Ii  x 

(2»s  — «#;    für    m  —  —  gesetzt  wird, 

,   wo    /'  =  /,  -f .«  ist. 


9.    Schwerpunktsabstand  eines  Kreisabschnittes,  der  von  zwei 
parallelen  Sehnen  und  den  zwischen  ihnen  liegenden  Kreisbögen 
begrenzt  ist,  von  einer  der  Begrenzungssehnen.    Fig.  XI. 

Es  muss  zunächst  derjenige  Teil  eines  Cylinderhufes.  der  zur 
Grundfläche  den  vorgeschriebenen  Kreisabschnitt  hat ,  berechnet 
werden.  Man  erhält  diesen  aus  dem  Cylinderhuf  durch  einen  senk- 
recht  zur  Grundfläche  ABC  und  parallel  mit  Ali  gelegten  Schnitt 
durch  EE'.  Zur  Ermittelung  des  Hauminhaltes  von  AliE'EA'B' 
legt  man  durch  A  B'  eine  zur  Grundfläche  parallele  Schnittebeue. 
Nunmehr  ist 

Teilcylindcrhuf  ABE'EÄ'li'  =  Cylinderhuf  ABCI)  - 
Cylinderhuf  A'B'C'D  —  Kreissegmeutcylinder  EE'CC'A'B'. 

Für  AB  =  *,    A'  B'  -  /,    CM  =  a,    C  M'  =  a\    DC  =  A, 


Man  setze  /*  —  //  =  //',  a—a'  —  d,  dann  erhält  man  nach  Be- 
rücksichtigung der  Verhältnisgleichungen : 

h:a~h":d    uud    h' :  a' =  h" :  <ly 


DC  =  k* 
ergiebt  sich  aus  II.  die  Gleichung: 


£)-»•*-«•)] 
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r-n'  =  r  f  tl—  a,    b-b'  -  b". 

-=  /" .  m 

m  :  A"  —  a; :  r/. 
Ans  der  Inhaltsgleichung  erhält  man  demnach: 


r »(«-•')  -  THr  (*3 -*'3)- A"r(r  -„)■+*'  (r  -f  </  -  a)rf 

2.7 


Dies  ist  der  Schwerpunktsahstand  von  der  Grenzsehne  All. 
Man  setze 

A"r      «fr-  a)       ,'fr  +  rf-«) 
<r  +  (r-a)=x     und   /=2  -    -j  -  H  £  

Ks  ergieht  sich: 

rjs    *')  -  ^      -*•»)  -//'r(r— «)-|-«'(r+ fl)f*-fA"r(r  -r/) 

 — J>(r— a)i?-f  ji,(r-f      »)(r  -«) 

2/" 


ST  — 


Dies  ist  der  Schwerpunktsabstand  eines  Kreissegments  mit  pa- 
rallelen Sehnen  vom  Mittelpunkt  des  Kreises. 


10.    Schwerpunktsabstand  des  in  der  Figur  ausgezogenen 
Linienzuges  zu  bestimmen.    Fig.  XII. 

Aus  III.  ergiebt  sich  für  die  Mantelflächen: 

M      [r,-Ä(r  -„)]*,  M>  -  [r,'  -  6  (r-  «')]         M"  -  A'  (A  -  A') 

Man  erhält  dann  für  den  Mantel  M des  Tcilcylindcrhufes  KAUE' B' A' 
M  -.  M-  M>-M"  +  *'{h-h'\  also 

Af=  |r,_&(r_ff)]*J_[ry-A'(r-  •')] 

,      '*      ''"  , 
wo  für    -  —   .  »tolit. 
<;  tt 

M      ^  [r(j  -  «')- A"(r  -  «)  -I  .'rf]  =  t/  »/. 
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ti'x 

Da  m  -  ist,  so  ergiebt  sich  nach  Auflösung  der  Gleichung  io- 
bczug  auf  x: 

r(M  —  *')-b"(r  —  a)  +  *'d 

K~  v  

Dies  ist  der  Schworpuuktsabstand  vou  der  Sehne 

Für  den  Sehwerpunktsabstand  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  ist 

x  =z  +  r—a  1;- 

11     Sehwerpunktsabstand  von  dem  Halbierungsradius  eiues  halben 
Kreisabschnittes,  der  von  zwei  halben  parallelen  Sehnen  und  den 
zwischen  ihuen  liogeudeu  Kreisbogen  begrenzt  ist. 

Figur  XIII.  Mau  berechne  nach  der  Simpsou'scheu  Formel  den 
ToH«ylii,derhuf  A'A"  Ii" Ii'  C"C",  bezeichne  A*&  *\  A"lJ"  —  i", 
Amir  H  C  -  h\  li"C"  -  h",  b"'Cm  ~       A'A"  =  «;  es  ist 


[Sk4  .  -U1"  .  //"  .  »VT 


a 

6" 


Ist  h°  die  Höhe  des  Cylinderhufes  und  r  der  Radius  der  Halb- 
krcistiäche,  dauu  ist 

k'  :  /  =  h"  :  *"  -  hm  :  »*  =  h  :  und 
n  :  x  —  //  :  /•.    Mail  erhält: 

*  =  ^  -        -  ~  (♦'»  +  4 /"* +,"')•   Hieraus  ist 

VII. 

Berechnung  des  Rauminhaltes  und  der  Oberfläche 
vou  einigen  Rotationskörpern  mit  Hilfe  der 
Guldiuschcn  Regelu. 

Nach  der  Guldinschen  Regel  ist  der  Rauminhalt 

O  -»  /.  2*rT, 

aud  die  Oberfläche  (Mantel) 

M  —  u  .  2xn, 
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wo  f  dio  Fläche,  u  der  Umfang  der  Fläche  und  x  der  Schwerpunkts- 
abstand der  Flächo  beziehungsweise  des  Umfanges  ron  der  Um- 
drehungsachse  ist. 


1.   Rauminhalt  des  Kugelsektors. 

Nach  VI.  (3)  ist  der  Gehwerpunktsabstaud  von  einem  Grcuz- 
radius  eines  Kreissektors 

'■s(2r-*)      ...  . 
x  —  — 0^  -  ;  mithin  ist 

r*(2r-») 
v  -        3  *• 

2r  —  v 

Nuu  ist,  wie  leicht  aus  der  Figur  VII.  ersichtlich,  -j—  —  A  (Hohe 
des  Kugelsegmeuts),  also 

v=    3  *' 


2.   Kauminhalt  eines  Kugelsegments.    Fig.  IX. 
Dieseu  erhält  man  aus  VI.  6.: 

16  r3—  ]2r**+** 

!6r»— 12rt*  +  *1 

r=  __.  

Bezeichnet  h  die  Höhe  des  Kugelsegmeuts,  dauu  ist  s  =  2(r  —  A), 
mithin 

si  _  6r»—  24r*A  +  24  rA*— 8*1  und 
— 12r*«  mm  -  24rs+24r«A. 

Diese  Werte  eingesetzt  ergeben: 

24r*A»-8A>         As;t  , 
>-   ^|          »  -    3  (3r-A). 

3.    Rauminhalt  eines  Kugelriuges.    Fig.  XIV. 

Eiueu  Kugelring  erhält  man  durch  Rotatiou  eines  Kreissegmentes, 
dessen  zugehörige  Sehne  .«  mit  der  Umdrehuugsachse  einen  spitzen 
Winkel  bildet. 

Nach  VI.  (4)  ist: 
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x  =  — y%  fcrnor  ist : 

y  :  x  =  h  :  *  oder 

h  .  x     h  .  ** 

wo  y  der  Sehworpunktsabstaud  des  Segments  von  der  Umdrehungs- 
aclise  ist. 

h  s* 

v  =  2yf  .  ir  —  -y  jr. 


4.    Rauminhalt  eines  Körpers,  der  durch  Umdrehung  eines 
Kreissegmentes  um  seine  Schue  entsteht   Fig.  XV. 

Der  Schwerpuuktsabstaud  von  der  Sehne  ergiebt  sich  ebenfalls 
aus  VI.  (4),  indem  mau 

x  —  x-f-rt  -r   setzt    Es  ist  daun 


■ 


1  **  2f  '  mit'1,n 

Durch  Drehung  eines  halben  Segments  um  die  halbe  Sehne  ent- 
steht die  Kuppel  eines  Klostergewölbes,  deren  Raumiuhalt  ist: 


5.   Die  Mantelfläche  der  Kuppel  eines  Klostergewölbes. 
Man  setze  in  VI,  (5)   x  —  x-f-(«  —  r);  es  ist 
3/=2x'6rc  =  2[(a-r)A  +  r«]  *. 
Die  Mantelfläche  der  Kuppel  ist  nur  die  Hälfte,  also 

M'  -  [(«_  r)6-f  r«]rr. 
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6.    Rauminhalt  eines  Körpers,  der  durch  Drehung  eines 
Kreisabschnitts  mit  parallelen  Grenzschnen  um  die  grössere  derselben 

entsteht.    Fig.  XVI. 

Man  erhält  aus  VI.  (9): 

v  =  2xnf^  |rs(„-0—  11,(.^-/3)-/'r"(r-«)+A>  +  '/  -  a)d)n 

Zieht  man  hiervou  den  Cyünder,  der  durch  Drehung  des  Rechtecks 
Fb'  E'F.  um  FF'  entsteht,  also  »'  .  r/2  .  .t  ab,  so  erhält  mau 

v  -  [r*(«  —  *')—  ^  („3  -       -  b"r  [r  -  a)  -\-*'(r~  a)  d]  n. 

-  ist  der  Rauminhalt  eines  Körpers,  der  durch  Drehung  des  Teil- 
segments ÄFF  um  AF  entsteht;  es  ist 

die  allgemeine  Formel  für  den  Rauminhalt  der  Kuppel  eines  Kloster- 
gewölhes. 

7.    Allgemeine  Formel  für  die  Mantelflüche  der  Kuppel  eines 

Klostergewölbes. 

Diese  ergiebt  sich  aus  VI.  (10).    Ks  ist: 

,.(,_*',  _//'(,.-,!)  + 

x  —   ,  mithin 

u 

2 x  nu  2dna' 
M  -  —  -  [r(s-s  )—b  (r-  a)\n. 

8.    Rauminhalt  des  Körpers,  der  durch  die  Drehung  der  Fläche 
FFCE'F'  um  FF'  entsteht.     Fig.  XVII.  und  Fig.  XI. 

Dieser  Iässt  sieh  aus  dem  Unterschiede  der  Rauminhalte  v  aus 
VII.  (4)  und  VII.  (G)  ableiten.    Es  ist 

v  =     (r*  -  £j  +*r<«  -r)  -  *(,-  .')+  i 
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Setze  b  —  //'  -  //  =  EK\    man  erhält: 

=  [*'  ('*  "  b)     (//  r  +  *''Wr  -  «)]  '  71 

Diese  Formel  dürfte  sieh  empfehlen  für  die  Inhaltsberechuuug  eines 
Fasses. 

U.    Hereehuung  der  Kugelschicht.    Fig.  XIII. 

Wenn  ein  halber  Kreisabschnitt  mit  parallelen  Greuzsehnen  um 
den  Halbirungsradius  rotiert,  so  entsteht  eine  Kugelschicht,  deren 
Inhalt  nach  VI.  (11)  ist  : 

„  =  (,'»+4 ^.    setze  =  p,  dann  ist 

.*-(H-g(»r-,-5).   ^r- -,+  -), 

4./"*  =-  8  rp  —  4  />: 
jt+  4^« -f  „"*  -  1 2 r/>     V  -  "J  J    «'* 4- =  4 rji  -  2p  -  ; 

&'*-]- 3*"s+a*  -  12  r/,  -6j»*-  |.    Hieraus  folgt: 

fl.T 

l?  =  (3*'24-3*"2+^"j  fi  ,    wo  «  die  Höhe  der  Kugelschicht  ist. 
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XXXVII. 

Zwei  Zahlenreihen  und  deren  Interpolation. 

Voll 

Heinrich  Ruff. 


Einleitung. 

Die  beiden  Grundformen  der  Progressionen  sind  die  arithmetische 
und  die  geometrische.  Beide  zeigen  einen  einfachen  Bau,  weil  schon 
durch  eine  einzige  Bilduugsgrösse  —  die  Differenz  (d)  oder  deu  Quo- 
tienten (q)  —  die  ganze  Reihe  aus  dem  Aufangsgliede  («,)  entsteht. 

Complicierter  wohl  dürfte  dor  Bau  einer  Zahlenreihe  sein,  die 
durch  zwei  Bildungsgrösscu  {d  und  q)  aus  einem  Anfaugsgliedc  («,) 
hervorgegangen  ist.  Je  nach  der  Art  der  Zusammensetzung  und 
Aufeinanderfolge  der  beiden  Bildungsgrössen  {d  und  q)  wird  also  ein 
doppelter  Bau  der  Zahlenreihe  zu  unterscheiden  seiu.  Entweder 
wird  das  zweite  Glied  der  Reihe  («»)  aus  dem  ersten  («,)  dadurch 
gebildet,  dass  zu  dem  ersten  Gliede  (ax)  zuerst  die  Differenz  tl  im 
algebraischen  Siuno  addirt,  uud  die  so  eutstaudene  Summe  {a^d) 
sodann  mit  dem  Quotienten  {q)  multiplicirt  wird: 

und  es  geht  jedes  folgeude  Glied  aus  dem  vorhergehenden  nach  dem- 
selben Gesetze  hervor 

oder  es  entsteht  das  zweite  Glied  der  Reihe,  indem  das  erste  Glied 
(t/j)  mit  dem  Quotienten  (q)  multiplicirt  und  dieses  Produkt  um 
die  Differenz  (</)  im  algebraischen  Sinne  vermehrt  wird: 
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All 


**  —  «i « + * 
uud  allgemein:  «„  =.  au  Xq-\-d. 

Wir  wollen  die  auf  orstangeführte  Weise  entstandene  Progression 
eine  arithmetisch-geometrische,  die  zweite  hingegen  eine  geometrisch- 
arithinetische  Reihe  nennen.  Indem  wir  ferner  für  die  erstgeuauute 
Gattuug  vou  Beinen  das  Symbol  R  (</,,  d,  q\  für  eine  Reihe  der 
zweiten  Art  das  Symbol  K  {aJt  q,  d)  einführen,  gehen  wir  daran,  den 
Bau  dieser  Zahlenreihen  zu  uutersucheu. 


I.  Capitel. 

Die  arithmetisch-geometrische  Reihe. 

lt(au  d,  q). 

§  1. 

Für  diese  findet  mau: 


«5  -  (fl4+r/)fl  =  «,fl4^l^+^+^-«i^4^fl(«t+€,+fl+»)i 


«■  -  aJg"-»4-cig(9"-«-hl,*~a+  •  •  •  +</*+«+!)• 

«»*— » —  1 

Der  Schluss  vom  »t6n  auf  den  (n-{-l)tea  Fall  ergiebt: 

fyw_I  — 1  5»' —  1 

Damit  ist  die  Allgemeiugültigkeit  der  Formel  1)  für  das  «tc  Glied 
vou  d,  «/)  erwiesen. 

§  2. 

Soll  die  Summenformel  für  diese  Reihe  abgeleitet  werden,  so  ist: 

+K'i4+<'</+<V+  •  •  •  +<¥+<'</)+  •  •  • 
+i<hp-'2+tfii*-'2+<l'iu~''l+  •  •  •  +(l^Ha) 
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+(«if"l-hV",+«ifJ,+  •  •  •  H-'V) 
4-  f<v/<+,v-M</" -,+  •  •  • -H<73+-"V), 

>'„('/   1)  -  rti^+d^-Hgr-«^  .  .  .  --hV-H'r -«i  -«fy(»-U, 

Setzt  mau  der  Kurze  haibor 

.1  -  |(</<-l)         —  1 ) ]    und    /*'  —  (7"  - 1 )  (7  - 1). 

so  folgt 

.>»  tf       "1  /y+  Ail'i 

Da  Formel  1)  allgemeingültig  ist,  so  gilt  auch  '2)  ganz  allgemein. 

Ks  möge  hier  noch  ein  besonderes  Ueispicl  Platz  linden.  Ks 
sei  die  Summe  der  ersten  .'>  Glieder  (.S-)  der  Progression  tf(a,  — 1, 
d  =       7  ^=  2)  /u  bestimm*  n. 

^-[(2»-l)-5]-2Ö.  -31.    NÄ-  ^        =  187. 

Probe:    Ä(a,  -  1,  </  -  3,  7  =  2J  -  1,  f,  22,  5U,  IOC»,  .  .  . 

.S,  -  187. 

S  3. 

Wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  übergeht  Ii («,,'/,  7)  iu  die  geo- 
metrische Keilte,  wenn  <l  =  0  gesetzt  wird.1)  Ks  ist  ebenso  klar, 
dass  Ä(«|,  <J,g)  für  7  =  1  iu  die  arithmetische  Reihe  übergeht.*; 


1)  Denijfemäss  übergehen  auch  uie  Gleichungen  1)  und  2)  fQr  d  =  0  in 
die  bekannten  Formeln  der  geometrischen  Reihe: 

7"  — l 

a„  =  BUfl"-1    und    »S„  —  «/,      ,  • 

7 — 1 

2)  Thatlichlich  übergehen  die  Gleichungen  1)  und  2)  für  q  =  1  in  die 
bekannten  Formeln  der  arithmetischen  Progression.     In  Gleichung  I)  erhalt 

„»-I  _  1  0 
nämlich  der  Bruch  J —  für  7  =  I  die  unbestimmte  Form    .  Werden  dn- 

7—  1  0 

her  Zahler  und  Nenner  dieses  Bruches  eineein  nach  7  diffci  entiirt,  und  setxt 
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Um  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  denen  R(a„  </,  q)  con- 
vergirt,  gehen  wir  von  der  Ueberleguug  aus,  dass  die  Glieder  eiuer 
eonvergenten  Reihe  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  immer  kleiner 
und  schliesslich  unendlich  klein  werden  müssen.  Eine  notwendige 
Convergenzbedingung  für  ll{ox,  d,q)  ist  also:  lim«,,  —  0. 

Ist  nun  q  >  1,  so  wird  mit  dem  wachsenden  v  auch  p*"1,  und 
daher  a„  seihst  beliebig  gross. 

Ist  dagegen  q  ein  echter  Bruch,  so  nähert  sich  beim  unend- 
lichen Wachsen  von  »,  7"-1  ohne  Ende  der  Null  und  aH  selbst  dem 

da 

eudlichen  Grenzwerte        «     Es    frägt  sich  mithin:    wann  wird 

l—q 

\\maH  aar  (!<J  —  0?  Dies  tritt  offenbar  ein,  wenn  d  =  0  ist.  Die 
H-  ■        l  — q 

Convergenzbedingung  lim«,,  —  0  ist  in  diesem  Falle  nicht  blos  not- 

nsen 

wendig,  sondern  auch  hinreichend;  denn  für  '/  =  0  und  —  1<C«<C1 
übergeht  /*(«,,  «\  7)  in  dio  convergireude  geometrische  Reihe,  für 

welche  s„  =  ist. 

1  -  q 

Nach  Gleichung  1)  verschwindet  a„  aber  auch  bei  endlichem  d 
für  q  0.  /?(«!,  d,  q  —  0)  übergeht  in:  «„  0,  0,  0,  <\  .  .  .  Iiier 
ist  -S'H  =  Es  ist  ferner  bemerkenswert,  dass  n„  in  ß(«„  </,  q)  für 
q  =  —  1  oscillirt;  denn  für  q  -■=»  —  1  erhalt  man: 

"1  —  «11 

«s  =  —  («i+'O  =  —  "j—d, 
"i  —  —  —  "i  > 


mnn  in  den  Quotienten  der  Ableitungen  (« — 1 )'/"""-  9  r—  '»  so  f°'pt  der 
wnhrc  Wert  dieses   Bruches   gleich  (n — 1)   und   daher  o„  =  n,  -f-  (" — ')<'• 

'/»'  —  1 

Ebenso  findet  man  in  2)  n  als  den  wahren  Wert  des  Bruches    für  7=1. 

q  -1 

Für  dieses  q  wird  ferner  in  2)  der  Bruch  ^ —  \  — —  =  Differen- 

(7—1)'  0 

>MIU   11 

tiirt  man  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  nach  7,  so  erhalt  man:  — -, 

2(r/-l) 

einen  Wert,  der  Ar  f  =  I  noch  immer  gleich  -,  also  unbestimmt  ist.  Wieder- 
holt  man   noch  einmal   diese  Differentiation,   so  ubergeht  der  Bruch   in  den 

n(n  1)  ,,m-2  ,i  tn — 1) 

Ausdruck:    -  -      oder  für  7  =  1  in       --     .    Daher  ist 

+        2      ~  2  O,  -frf(«— 1)]. 
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«4  ~  "  (*s+rf)  —  —  «f— ä, 


a>2„  =  —  a,— d, 
"2m f  1  =  —  (ao,i-\-(l)  =  «i , 
rt2(i.  ♦  1)  =  —  («2«  fl+'O  =  —  Cf,  —  </. 
ü.  8.  W. 

Es  ist  beispielsweise  Äfo  —  1,  d  —  2,  9  —  —  1)  —  1,  —3,  1, 
—3,  1,  —3,  1,  .  .  .  n„  nimmt  abwechselnd  bald  den  Wert  (— tl), 
bald  den  Wert  0|  an,  je  nachdem  n  cino  gerade  oder  eine  ungerade 
Zahl  ist.  Die  Reihe  selbst  aber  wird  bald  dem  Worte  <?„  bald  der 
Null  zustreben,  wenn  ausser  q  —  —  1  noch  d  =  0  ist. 

§  4. 

Wollte  man  zwischen  dem  hita  uud  (k-{-\)t*n  Gliede  etwa  r 
andere  Glieder  einschalten  so  zwar,  dass  die  neu  hinzugekommenen 
r  Glieder  mit  dem  Atnn  und  (fc-f  \y*n  Gliede  in  arithmetisch-geome- 
trischer Progression  stehen,  so  hat  die  neu  entstandene  Reihe  ausser 
deu  r  eingeschalteten  Gliedern  noch  die  Glieder  <i*  und  ^n,  also 
zusammen  (r-J-2)  Glieder.  Bezeichnet  mau  die  Bildungsgrössen  der 
ursprünglichen  Zahlenreihe  mit  d  und  die  der  interpolirten 
Glieder  mit  d  und  x,  so  ist  nach  Satz  l 

JCi  1 1  1 

Wäre  nun  ö  gegeben,  so  würde  man  zur  Bestimmung  von  x  eine 
Gleichung  (r-f-2)t,,n  Grades  erhalten,  welche  für  r>  2  im  allgemeinen 
mit  elementaren  Mitteln  nicht  lösbar  ist.  Wir  nehmen  daher  ausser 
/£(«„</,  g)  noch  x  als  gegeben  an  und  erhalten: 

x  1 

6  -  («mi-«**,+1)  X(x,  »r-T)  ~  *»(«mi-"**,  m) 

x  1 

wenn    7 -  ----  m  gesetzt  wird.    Es  folgt  ferner: 
x  (x'  l 1 — I) 

ö  —  f(ajt-f</)<j— oa  x' ^1]m 

und  hieraus: 

3)  «5  =  [^-[-^(y-x'U)]»«. 

In  Formel  3)  sind  die  Grössen  »/,  q,  x  und  daher  auch  m  eon- 
stant,  uk  ist  hingegen  variabel  und  ändert  sich  mit  jedem  /.-.  Es 
wäre  sohin  auch  ö  variabel  und  würde  nur  innerhalb  je  zweier 
Grenzzahlen  der  ursprünglichen  Reihe  einen  unveränderlichen  Wert 
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annnehmen.  Soll  aber  6  für  die  ganze  Reihe  constant  bleiben,  dann 
mü89te  der  Ausdruck  at(q— %r+l)  in  Formel  3)  verschwinden.  Es 

r+l 

muss  sohin  (q— xrM)  —  0  und  *  <=  Vg  werden,  so  dass 

4)  S  =  tlqm  ist. 

Unschwer  dürfte  sich  auch  das  Gesetz  ermitteln  lassen,  nach 
welchem  S  bei  der  fortlaufenden  Interpolation  sich  ändern  müsste, 

wenn  x  von  Vq  verschieden  wäre.  Wird  für  (#-x'+l)  =  p  gesetzt, 
so  folgt  nach  3) 

Ö,        {ilkp+dq)  m 

ö2  —  (ak{ip-\-tiq)'» 

ö\j — öt  =  (f»*fi  -  <ik)pvi 
Öi—Sl  -  [ak(q—l)-\-  dq] pm. 

Es  wird  ferner: 

ö3—öi  =  pm[ak+2—ak+t]  —  pm  [0*4.1  (q 

=  i»*q[(<'k-\-<i)  (q-\)-\-iß 

<53—  d3  =  [ol  ('/  — 1)  +  tlq]  pmq  —     ((Js—  <5, ). 

Ebenso  ist: 

SA—  i3  =  mp(an3     «A+2)       mp[ak^2(q  —  l)-f  dq~\ 
*4  —  <*3  -  7>m<7  l>* fl  («—!)+  d2]  -  P"»ry8  [(o*-f  d)  (q - 1 )  -f  d\ 

U.  8.  W. 

Betrachtet  man  also  die  aufeinanderfolgenden  Differenzen:  da— <J„ 
<53— ^,5,  <54— ds  u.  8.  w.,  so  ersieht  man,  dass  sie  eine  geometrische 
Reihe  mit  dem  Quotienten  q  bilden. 

Aufgabe.  In  /2(a,  -  1,  «J  —  1,  *  =  8)  —  1,  16,  136,  1096, .  .  . 
sollen  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  zwei  neue 
Elemente  eingeschaltet  werden. 

»-  1   18  4 

x  -  V       ~;     "  "  2(2»-l)  "  H5  ö~14~7 

Die  interpolirtc  Reihe  lautet  mithin: 

1,  31,  7*,  16,  33A,  G79,  136,  2731,  547f,  10%,  .  .  . 
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II.  Capitel. 
Die  geratet riscli-arlthmctrische  Reihe. 


Ä(«n  q,  d). 
§  5. 


Für  diese  findet  man  : 


5) 


"»  =  WM  =  "iTJ+'/('/"'+'/-f-l), 


q»-*  —  1 


ff-1 

Sehluss  vom  «tnn  auf  den  (n-f-l)*™  Fall: 

"„  1 1  =  <>„  q-\-il  —  aiq»-\- ,/(,,»— t  -f-  ,y»<  -2  -|_  . 
q"  -  1 

"><  I  1  —  th  Ii"  4-  (l 

q—  1 

womit  die  Allgemeingültigkeit  von  5)  erwiesen  ist. 


§  0. 

Auch  die  Summenformol  von  Ii{n^  2l  d)  lässt  sich  auf  ähnliche 
Weise  wie  im  vorigen  Capitel  ableiten. 

8m    =  «,-f-«i<7+ <>('j4l)+«j +    ('/-+<J+1)+  •   •  • 
+«,</■  "-f '/<</"  :,+7"  '+■   •  +D 


4-D, 


»S((</  -  1)  "  —  rf(>i  -  l)-f  a,</' -}-</( f/'-1-)-?«-2-}-.  .  .-f  f/). 
H  _     q"-l  <l(n—\) 


u  —  l  ] 


Nu  - —  fl. 
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d 


[($"-!)-»  (<Z-1)]- 


Da  5)  allgemein  gültig  ist,  so  gilt  auch  6)  ganz  allgemein. 

Aufgabe  Es  sei  die  Summe  der  ersten  5  Glieder  von  Ä(oj  —  1, 
q  =  2,  d  -  3)  zu  bestimmen. 


Probe:    R{at  =^1,  q  =  2,  d  =  3)  =  1,  5,  13,  29,  61,  .  .  . 

S5  =  109. 


Setzen  wir  in  R  (oj,  q,  rf),  =  0,  so  übergeht  diese  Reihe  in 
die  geometrische;  hingegen  u b ergeht  R(aif  qy  d)  für  q  =  l  in  die 
arithmetische  Reihe.1) 

Eine  Reihe  kann  bekanntlich  nur  dann  convergiren,  wenn  die 
Werte  der  einzelnen  Glieder  nicht  blos  fortwährend  abnehmen,  son- 
dern in  das  Unendliche  abnehmen  und  schliesslich  verschwindend 
klein  werden.  Das  genügt  aber  noch  nicht,  um  als  Bedingung  der 
Convergenz  zu  gelten.  Das  schliessliche  Verschwinden  der  Glieder 
bis  zu  0  ist  im  allgemeinen  eine  nothwendige,  aber  keine  hinreichende 
Convergcnzbedingung.  Es  fragt  sich  also  zunächst:  Wann  wird  in 
•ß(«i,  2>  d)t  limo„=:ü   und   sodann:  wird  die  so  ermittelte  Con- 

vergeuzbedingung  auch  eine  hinreichende  sein? 

Ist  q>  1,  ao  wird  mit  dem  wachsenden  n  auch  g"-1  und  daher 
a»  selbst  beliebig  gross. 

Ist  dagegen  q  ein  positiver  oder  negativer,  echter  Bruch,  so 
nähert  sich  beim  unendlichen  Wachsen  von  n,  q*~l  ohne  Endo  der 

Null  und  an  selbst  dem  endlichen  Grenzwerte  lim  a*  —  -— .  Dieser 

w=a>  1 — q 

Wert  wird  dann  zu  Null,  wenn  d  =  0  ist. 


1)  Auch  die  Ueberführung  von  5)  and  6)  in  die  Formeln  der  geometri- 
schen, beziehungsweise  der  arithmetischen  Progression  erfolgt  in  gleicher  Weise 
wie  bei  R(a1,  d,  q). 

* 

Areh.  d.  Math.  u.  Phy*.    2.  B«ihe.   T.  XVII.  28 


A  =  [(2^-1 )_  5]  =  26;    I?  =  (25-l)  =  31;    Ä>  = 


31  +  78 
(2-1)* 


-  109. 


§  7. 
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Die  Convergenzbedingung  lim  am  —  0  ist  aber  hier  nicht  allein 

nothwendig,  sondern  auch  hinreichend;  denn  für  e/  =  0  und  —  1  <  q  <  1 
übergeht  Ii(au  q,  d)  in  die  convergirende,  geometrische  Reihe,  für 

welche  Sn  -  ~~  ist 

1—q 

Für  3  =  0  wird  R(a^  qy  d)  =  a,,  rl,d,  r/,  ri,  .   .  . 

Hier  ist  aM  =  d  und  $,  =  ^-[-(n— 1)  d.  Die  Reihe  divergirt 
noch  immer. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  a*  in  Ä(n„  7,  </)  für  = — 1 
08cillirt;  denn  iu  diesem  Fallo  erhält  man: 

«1  -  »i, 

«s  —  —  <**+d  =  «Ii 

a4  =>  -  oj-f-rZ  —  —  o,  -f  d, 

02N  +1  =  —  a2„+  d  =  Bj, 

a2(nfi)  —  —  a2H+,-M  =  —  «1  +  d» 
U.  8.  W. 

Es  ist  beispielsweise  R  (ax  =  8,  5  =  —  1,  d  =  2)  =  3,  -1,  3, 
— 1,  3,  —1,  .  .  .  a„  nimmt  abwechselnd  bald  den  Wert  (—  c^-fd), 
bald  den  Wert  -{-«,  an,  je  nachdom  n  eino  gerade  oder  eine  un- 
gerade Zahl  ist.  Die  Reihe  selbst  aber  wird  bald  dem  Werte  aly 
bald  der  Null  zustreben,  wenn  ausser  q  =  —  1  noch  d  =  0  ist 

S  8. 

Sollen  in  K{ax,q,d)  zwischen  dem  *ten  und  (fc+1)*"  Gliede 
noch  r  Glieder  eingeschaltet  werden,  welche  mit  ihren  Grenzgliedern 
selbst  in  geometrisch-arithmetischer  Reihe  stehen,  so  ist,  wenn  6 
und  x  die  Bildungsgrössen  der  neuentstandenen  Reihe  vorstellen, 
nach  Formel  5) 

xr+l  —  1 

ak+i  =  a.q-{-d  —  a*xrH-fd  — — -— , 

x  ~  1 

woraus : 

ö  —  (0*4.1  -a*xr+,)mx  und 
7)  d  =  mx[ak(q  -xrM)-f  d]. 

Soll  nun  6  von  a*,  dem  einzig  variabelen  Elemente  auf  der 
echten  Seite  der  Gleichung  7)  unabhängig  sein,  so  muss 
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p  =  q  —  Xr+l  =0 
r  +  l 

verschwinden  und  *  =  Yq  sein.    Es  ist  sodann 

8)  ö  =  rfm*. 

Auch  die  Frage,  nach  welchem  Gesetze  sich  ö  bei  der  fortlau- 
fenden Interpolation  ändern  müsste,  wenn  p  von  0  verschieden  wäre, 
lässt  sich  loicht  beantworten.   Nach  Formel  7)  ist: 


=  [a*+l/>-f-r/]n»x, 

«i- 

=  mpx(akV\—  ak)  =  ro/>x  [ak(^_l)-|_  ,/]. 

=  [«*+2/»  +  <l»»x, 

V- 

A 

=  m/uc  {ak  1 2  —  «*  f  l)  =  mp%  [a*+ 1  {q— 1 )  -f-  d], 

«i 

=  m;>x[(«*<2-fd)(<z— lj-fdj  =  m;,x \akq  (q— 1)  -f-rty], 

*• 

=  mpq%[ait(q—\)+d]  =  q(di—Öl), 

u.  s.  w. 


Mithin  stehen  auch  in  Ä(«„  fe  rf)  die  Differenzen  6lf  <$3— <5„ 
u.  s.  w.  in  einer  geometrischen  Progression  mit  dem  Qnotientcn  q. 

Aufgabe.  In  R{at  =  l,  q  ==  16,  ,/  -  2)  solleu  zwischen  je  zwei 
Gliedern  drei  neue  Elemente  eingesetzt  werden. 

Ä(o,  =  1,  4  —  16,  rf  =  2)  —  1,  18,  290,  4642,  .  .  . 

x  -  V 16  -  2 ;     m  -  gy       g  -  ^;       d  -  ^  ! 

daher  die  interpolirte  Reihe: 

Ii  *A,  *A,  8*1  18,  36  ,V  72^,  144||,  290,  580^, 
1160^,,  2320}?,,  4642,  .  .  . 

III.  Capitel. 
Vergleichuiig  beider  Reihen. 

§  y. 

Fasst  man  die  in  Tabelle  I  übersichtlich  zusammengestellten 
Ergebnisse  der  §§  3  und  7  ins  Auge,  so  folgt: 

Die  beideu  unendlichen  Reihen  mit  den  gleichen  Bildungsgrössen 
Ä(a„  d,  q)  und  /?(<!„  7,  d)  sind  -  so  lange  q  von  Ü  verschieden  ist 
—  entweder  zugleich  convergent  oder  gleichzeitig  divergent. 

28* 
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Wenn  aber  q  bei  endlichem  d  zu  Null  wird,  so  convergirt 
/£(<*,,  dy  q)  und  divergirt  /£(«,,  qy  d). 

Diese  beiden  Reihen  siud  daher  nur  bedingt  gleichartig,  d.  h. 

nur  unter  der  Bediugung  q  ^  0  hat  die  Convergeuz  der  einen  die 

Convergenz  der  andern,  die  Divergenz  der  einen  die  Divergenz  der 
andern,  das  Oscilliren  der  einen  das  Oscillircn  der  andern  zur  Folge. 

Die  Gleichartigkeit  der  beiden  Reiheu  wird  jedoch  ganz  unbe- 
dingt, wenn  ihnen  blos  die  beideu  Bilduugsgrösseu  «,  und  q  ge- 
meinsam sind,  während  die  Differenz  der  geometrisch-arithmetischen 
Reihe,  die  wir  </,  nennen  wollen,  der  '/-fachen  Differenz  von  ll(a„  d,  q) 
gleicht.    Die  Erkläruug  hierfür  enthält  der  folgende 


§  10. 

Ä(a„  </,  q)  war  charakterisirt  durch  die  beideu  Grundformeln 
1)  und  2) 


1)     aM-«iq»    l+dq  1   — , 


_axB+Adq 
2)    *  -"(«-l)'  ' 


Die  geometrisch  arithmetische  Reihe  hingegen,  deren  Differenz 
wir  dt  uenucn,  ist  defiuirt  durch  die  beiden  Gruudbeziehungeu  5)  u.  6) 

5)       ^--K^r'  6)  «■"'fS?'- 

Wie  leicht  ersichtlich  übergebt  aber  Gleichung  1)  in  Gleichung  5) 

tL 

und  Gleichuug  2)  in  Gleichuug  6),  wenn  */,  =  dq  oder  d  =-  wird. 


Wir  schlicssen  somit : 

Jede  arithmetisch-geometri- 
sche Reihe  mit  den  Bildungs- 
grösseu  0|,  d  uud  q  ist  zugleich 
eine  geometrisch  -  arithmetische 
Reihe  mit  den  Bildungsgrossen 
au  q  und  </j  =  dq. 

Bedieneu  wir  uns  als  eines 
Beispiels  der  im  §  2  angege- 
benen Reihe 

R(at  =1,  d-  3,  9  -  2) 

-  1,  8,  22,  50,  106,  .  .  . 

so  kann  dieselbe  zugleich  als 
eine  Reihe  von  der  Form 

-  1,  q  »  2,  d,  =  6) 
angesehen  werden. 


Jede  geometrisch-arithmeti- 
sche Reihe  mit  den  Biidungs- 
grossen  a,,  q  und  rf,  ist  zu- 
gleich eine  arithmetisch-geome- 
trische Reihe  mit  den  Bildungs- 

grösseu  a„  d  —  3  und  5. 

So  kann  die  im  §  5  ange- 
gebeno  Roihe 

-  1,  5,  13,  29,  61,  .  .  . 

als  eine  Roihe  von  der  Form 
R{al  —  1,  rf=s|f  q  —  2)  ange- 
sehen werden. 
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Zwei  Zahlenreihen  von  gleich  grosser  Gliederzahl,  deren  gleich- 
stellige Glieder  einander  gleich  sind,  wollen  wir  als  congruent  (^) 
bezeichnen. 

n.    (  arithmetisch-geometrische  _  . 

D,e  1  geometrisch-arithmetische  Roihe  18t  80mit  der 

(  geometrisch-arithmetischen  „ 

i  arithmetisch-geometrischen  Rcihe  conßrue^  wc™ 

o)  dio  Anfangsglieder  der  beiden  Reihen  eiuander  gleich  sind, 

ß)  die  Quotienten  der  beiden  Reihen  einander  gleich  sind, 

^  a\    iv«         i     f  arithmetisch-geometrischen  Reihe 

y)  wenn  die  Differenz  der  {  .      e  .tl 

l  geometrisch-arithmetischen  Reihe 

dem  «/teu  Theile  der  Differenz  der  geometrisch-arith- 
metischen Reihe  gleicht 
der  «/-fachen  Differenz  der  arithmetisch-geometrischen 
Reihe  gleicht. 


and 


Es  ist 


9) 


II)    /fK^O^^a  ^  s)- 


und 


Es  folgt  daraus  ferner,  dass  wir  uus  zur  Interpolation  einer 
Reihe  von  der  Form  {J^J'Jjj  der  Formel  {  bedienen 

dürfen,  wenn  wir  d  «=>  | 


</,mx  —  r/gmx 

fi</7«     «=■  (/jffl 

Es  sei  die  Ende  des  §  4 
gestellte  Anfgabo  nach  dem  im 
§  8  angegebenen  Verfahren  zu 
lösen:  Sollen  in R(ax  ■=  I,  d  =  l, 
S  =  8)  =  !,  16,  136,  1096,  .  .  . 
zwischen  je  zwei  aufeinanderfol- 
genden Gliedern  je  zwei  ueuo 
Elemente  eingeschaltet  wcrdon, 
so  erhält  mau: 


setzen. 


Es  sei  die  Ende  des  §  8 
gestellte  Aufgabe  nach  dem  im 
§  4  angegebenen  Verfahren  zu 
lösen  :  Sollen  iu/i(nt  =  1,5  =  16, 
<i,  =  2)  er  l,  18,  290,  4642,  .  .  . 
zwischen  je  zwei  Gliedern  drei 
neue  Elemente  eingeschaltet  wer- 
den, so  findet  man: 


Dio  interpolirte  Reihe  ist 
daher: 

h  <2+f>,  [<2-B)2+f], 

U(2+*)2+?12+f },  .  .  . 
-  I,Sf,  7$,  16,33f,  67?,  136, 
273*,  547?,  1096,  .  .  . 


«- Vi6  =  2;  m  =  ^- 

<*  =  A  -  iV 
Die  interpolirte  Reihe  lautet 
mithin: 

1,  0+^)2,  [(1+t1s)2+A)2, 

{[d+l15)2+Ti5]2+l15}2,  •  •  • 

-  M^ft,  8\t,  18,86ft, 

72^i  144H,  290,  .  .  . 
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§  11. 


Wird  erwogen,  dass  das  nt0 
Glied  der  Reihe  Ä(a,,<f,  q)  aus 
dem  (n— 1)*«  Gliede  derselben 
dadurch  hervorgeht,  dass  das 
letztere  zunächst  um  d  vermehrt 
und  sodann  q  mal  genommen 
wird, 

aH  =  (an-i+d)q, 

so  darf  umgekehrt  geschlossen 
werden,  dass  das  (n— 1)*  Glied 
der  betrachteten  Progression  aus 
dem  nten  Gliede  derselben  ge- 
bildet wird,  indem  man  dieses 
letztere  zunächst  durch  q  divi- 
dirt  und  sodann  um  d  vermin- 
dert: 


Ebenso  würde  aus 


V-i  =  («n-2  +d)q  auch 
On-l 

folgen  u.  8.  w.    Sotzou  wir  nuu 


—  <li  =  +d  aud  -  =  <i„ 

so  können  wir  vom  «ten  Gliede 
nach  dem  Anfangsgliede  zurück- 
schreitend die  vorgelegte  Koiho 
-ß(ai>  tli  a)  auch  als  eino  geome- 
trisch-arithmetische von  deu  Bil- 
dungsgrossen rfj  und  q1  auflässeu, 
sofern  nur  das  letzte  Glied  der 
ersteren  das  Anfangsglied  der 
letzteren  bildet. 


Wird  erwogen,  dass  das  n** 
Glied  der  Reihe  7f(oj,  5,  </)  aus 
dem  (n— l)Un  Gliede  derselben 
dadurch  hervorgeht,  dass  das 
letztere  zunächst  q  mal  genom- 
men, sodann  um  d  vermohrt 
wird, 

so  darf  umgekehrt  geschlossen 
werden,  dass  das  (n— l)1«  Glied 
der  betrachteten  Progression  aus 
dem  n^n  Gliede  derselben  ge- 
bildet wird,  indem  man  dieses 
letztere  zunächst  um  d  vermin- 
dert und  sodann  durch  q  divi- 
dirt: 

Ebenso  würde  aus 
"«1  =  ati-.2q-\~d  auch 

aM-2  =  (ou-i  —  d)- 

folgen  u.  s.  w.   Setzen  wir  daher 

—  <l  =  +  <'i  uud  -  =  31, 

so  können  wir  vom  n1*"  Gliede 
nach  dem  Aufaugsgliede  zurück  • 
schreitend  dio  vorgelegte  Reihe 

K(tlii  Ii  <!)  aucn  a's  eme  arith- 
metisch-geometrische Roihe  von 
den  Bilduugsgrösscu  d,  und  qt 
auffassen,  sofern  nur  das  letzte 
Glied  der  ersteren  das  Aufaugs- 
glied der  letzteren  bildet. 


Zwei  Reihen  von  gleicher  Gliederanzahl  stehen  im  Verhältnisse 
der  Umkehrung  oder  Inversion,  wenn  das  nu  Glied  der  einen  dem 
ersten  Gliede  der  andern  gleich  ist,  uud  wenn  die  von  aH  gleich  weit 
abstehenden  Glieder  der  ersten  Reihe  den  von  gleich  weit  ab- 
stehenden Gliedern  der  zweiten  Reihe  gleichen.  Zwei  Reihen  dieser 
Art  seicu  einander  „invers"  (Jj. 
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Die  arithmetisch-geometrische  und  die  geometrisch-arithmetische 
Reihe  sind  daher  einander  invers,  wenn 

a)  das  nu  Glied  der  einen  dem  ersten  Gliede  der  andern, 

ß)  der  Quotient  dor  einen  dem  reciproken  Werte  des  Quo- 
tienten der  andern, 

und       y)  die  Differenz  der  einen  dem  negativen  Werte  der  Diffe- 
renz der  andern  gleicht 


Es  ist 

10)1)  R(^d,q)_LR{an,\-d). 

Diese  Betrachtuug  liefert 
uns  auch  eine  Summenformel 
für  die  arithmetisch-geometrische 
Reihe,  von  welcher  a„,  d  und  q 
gegeben  sind.  Wir  brauchen  blos 
in  6)  für  a,  .  .  .  «n,  für  d  .  .  . 

dt  =  —d  und  für  q  .  .  .  qx  =  - 

einzusetzen  und  erhalten  schliess- 
lich: 

\an(q»-l)(q-l)  +  dq[(q»-l) 

-„(«z-i)?»-1]}. 

Gleichung  11)  hätten  wir 
auch  unmittelbar  aus  1)  und  2) 
gewinnen  können,  indem  wir  den 
Wert  für  a,  aus  Formel  1)  be- 
stimmt uud  in  Formel  2)  einge- 
führt hätten.  Dann  könnten  wir 
aber  Gleichung  11)  in  Formel  6) 
zurückführen,  indem  wir  umge- 
kehrt in  11)  a„  durch  a„  d  durch 

— d  und  q  durch  -  ersotzeu. 


11)  R(avq,d)J=R(aH,-d,  ~). 

Diese  Betrachtung  liefert 
uns  auch  eino  Summenformel 
für  die  geometrisch-arithmeti- 
sche Reihe,  von  welcher  aM,  d 
und  q  gegeben  sind.  Wir  brau- 
chen blos  in  2)  für  oj  .  .  .  a„, 
für  d  .  .  .  d1  =  —  d   und  für 

q  .  .  .  q .  —  1  einzusetzen  und 

q 

erhalten  schliesslich: 

12)  A^j-^pX 

Nfo»-i)to-i)+rf[(<r~i) 

-n(q-l)q»-l]\. 

Gleichung  12)  hätten  wir 
auch  unmittelbar  aus  5)  und  6) 
gewinuen  können,  indem  wir  den 
Wert  von  ax  aus  5)  bestimmt 
und  in  Formel  6)  eingeführt 
hätten.  Dann  könnten  wir  aber 
Gleichung  12)  in  Formel  2)  zu- 
rückführen, indem  wir  umgekehrt 
iu  12)  a„  durch  a„  d  durch  — d 

uud  q  durch  -  ersetzen. 

q 


Sonstige,  auf  die  Reihen  J?(a„  rf,  q)  und  R{ax%  q,  d)  bezügliche 
Aufgaben  und  Formeln  enthält  Tabelle  II,  in  welcher  «  stets  als  bo- 
kannt  vorausgesetzt  wird. 
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Wie  leicht  ersichtlich,  kön- 
nen wir  bei  der  Interpolation  der 
Reihe  Ä(a„  <*,  q)  von  der  Formel 
8)  auch  in  der  Weise  Gebrauch 

machen,  dass  wir  qx  =  -  und 
dx  =  —  d  setzen. 

£8  Bei  die  Ende  des  §  4  ge- 
stellte Aufgabe  nach  Formel  8) 
zu  lösen,  so  wird  rf,  =  —  d  =  —  1, 

3 

qt  =  i  und  x  =  yfss  |  ■  ferner 
m-=f  und  dahor  <5  =  -f 

Man  erhält  sodann  die  in 
demselben  Sinno  interpolirte 
Inversionsreihe : 

1096,  547f,  273|,  136,  67*, 
33*,  16,  7f  3*,  1. 


Aus  9.  I) 

Ä(alf  d,  q)&2  Ji(ai,q,dq) 

und  10.  Ij 
R{at,d,q)  Llt(a»^  -d) 

folgt  : 

R(an,     -d)      Ä<a„  «I,  g) 

ÖöÄ(an  ffl  dg). 

Nun  ist  nach  10.  II) 

9,       .*   Ä<o»,  ■  dff, -), 
und  nach  9.  I) 


Wie  leicht  ersichüich,  dür- 
fen wir  bei  der  Interpolation  der 
Reihe  Ä(at1  g,rf)  von  der  Formel 
4)  auch  in  der  Weise  Gebrauch 

machen,  dass  wir  q.  =  -  und 
rf,  =  —d  setzen. 

Es  sei  die  Ende  des  §  8  ge- 
stellte Aufgabe  nach  Formel  4) 
zu   lösen ,    so   wird  dx  =  —2, 

4 

<l\  —  Ai  *  -  ViV  =  ferner 
m  =  \l  und  daher  d  = 

Mau  erhält  sodann  die  in 
demselben  Sinne  interpolirte 
Umkohrungsreihe: 

4t'42,  2320}|,  1160^,  580^, 
290,  1441^,  72ft,  S6&  18,8«. 

Aus  9.  II) 

und  10.  II) 
R(avq,d)  i  Ä(o», -d,  *) 
folgt: 

-«',  -).£.  »<o,,ai 
Nun  ist  nach  10.  I) 

und  nach  9.  II) 
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Eb  folgt  somit: 


Es  folgt  somit: 


R(an,  q*  -d)^R(av  d,  q) 
Q*  *<«i,  dq)J=R(an>-dq>^) 
^Ä(«M,  -,  -d). 

Jede  arithmetisch-geometri- 
sche Reihe  J2(a,,  rf,  q)  enthält 
also  vier  gesetzmässige  Zahlen- 
folgen u.  z. 

1)  sich  selbst:  Ä(a„  d,q\ 

2)  die  inversc  arithmetisch- 
geometrische Reiho: 

R(an,  -dq,  ^), 

3)  die  congruente  geometrisch- 
arithmetische Reihe: 

Ä(<h,  9,  dq) 

and 

4)  die  inverse  geometrisch 
arithmetische  Reihe: 


R{an,  -d,-)±R(ai,  q,  d) 

Jede  geometrisch-arithmeti- 
sche Reihe  enthält  also  vier  ge- 
setzmässige Zahlenfolgen  u.  z. 

1 )  sich  selbst :  R  (o,,  q,  d), 

2)  die   inverse  geometrisch- 
arithmetische Reihe: 

3)  die  congruente  arithmetisch- 
geometrische Reihe: 


nnd 


4)  die  inverse  arithmetisch- 
geometrische Reihe: 

Als  Beispiol  mögen  die  fünf  ersten  Glieder  der  im  j  J  j!  aufge- 
stellten  Reihe  dienen. 

*  («i,  *  q)  -  1,  8,  22,  50,  106.       R(au  q,  d)  -  1,  6,  13,  29,  61. 


ÄK,-^,^)- 106,50,22,8,1. 

<Z,d?)  =  1,8,22,50,  106. 
Ä(«mj  -d)  -  106,  50,  22,  8,  1. 


Ä(a,,,  =  61,  29,13,  5,  1. 

*(*£f)  -  I.  5,  13,  29,  61. 
R(aH,  -d,  J  -  61,  29,  13,5,  1. 


Wien,  im  August  1900. 
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XXXVIII. 


Geometrische  Sätze  über  die  Fläche  und  die 
Winkelsumme  des  Dreiecks  und  des  Vierecks. 


Diese  Sätze  werden  gewöhnlich  als  zur  nichteuklidischen  Geo- 
roetrio  gehörig  betrachtet  und  (nach  Bolyai)  mit  Hülfe  der  Linien 
glcichou  Abstaudes  bewiesen.  Man  kann  sie  jedoch  sehr  leicht,  ohne 
das  Paralleleuaxiom  vorauszusetzen,  rein  Euklidisch  beweisen,  was 
vorzuziehen  ist,  weil  man  dann  sieht,  wie  weit  man  mit  der  Geo- 
metrie ohne  das  Paralleleuaxiom  kommen  kann. 

Die  Constructionen ,  welche-  zur  Verwandlung  der  Vierecke 
nötig  sind,  habe  ich  nicht  blos  als  möglich  nachgewiesen,  sondern 
wirklich  ausgeführt.  Benutzt  man  die  Linien  gleichen  Abstandes, 
so  operirt  man  mit  Diugen,  dio  möglicher-  und  sogar  wahrschein- 
licherweise gar  nicht  existiren,  mindestens  im  Widerspruch  steheu 
mit  der  täglichen  Erfahrung  und  man  hat  dann  vielleicht  keine  volle 
Sicherheit,  dass  man  nicht  durch  die  vermeintliche  Auschauuug  von 
Gebilden,  die  gar  keine  Realität  besitzen,  zu  Irrthümern  verleitet 
wird. 

I.  Ein  Viereck ,  in  welchem  je  zwei  gegenüber  liegende  Seiteu 
gleich  sind,  will  ich  ein  Rauteuvierock  nennen.  Sind  überdies  sämmt- 
liche  Winkel  gleich,  so  soll  es  ein  Rautenrechteck  heissen.  Wären 
endlich  ausserdem  alle  Seiten  gleich,  so  köuute  man  es  ein  Rauten- 
quadrat nennen.  Die  Verbindungslinie  der  Mittcu  zweier  Gegen- 
seiten nenne  ich  eine  Mittellinie  dca  Vierecks. 


Von 


Dr.  W.  Veitmann  in  Poppelsdorf-Bonu. 
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II.  Ein  Rautenviereck  wird  durch  eine  Diagonale  in  zwei  con- 
gruento  Dreiecke  geteilt,  woraus  dann  folgt,  dass  Gegenwinkel  des 
Vierecks,  sowie  Wechselwinkel  an  den  Diagonalen  gleich  sind. 

Zum  Beweise  sei  in  Fig.  1.  ABCD  ein  Rautenviereck.  Die 
Dreiecke,  worin  es  durch  die  Diagonale  geteilt  wird,  haben  gleiche 
Seiten,  sind  daher  congruent,  woraus  die  Gleichhoit  der  gleich  be- 
zeichneten Winkel  folgt. 

III.  Die  Diagonalen  und  dio  Mittellinien  eines  1  in  ton  Vierecks 
schneiden  sich  in  demselben  Punkte  und  siud  in  diesem  halbirt. 

In  dem  Rauteuviereck  Fig.  2.  ist  AB  CD,  •  =>  «„  f=  fv 
Mithin  sind  dio  Dreiecke  T  und  7',  congruent,  woraus  die  Halbiruug 
folgt.  —  In  Fig.  3.  sei  AB  CD  ein  Rauteuviereck  mit  einer  Diago- 
nale und  eiuer  Mittellinie.  In  den  Dreieckeu  7' und  7',  ist  DE—  BF, 
a  =  o„  c  —  cv  Hieraus  folgt  dio  Cougruenz  der  Droiecko  T  und 
7,  und  daraus  dio  gegenseitige  Halbiruug. 

Hiermit  ist  bewiosen,  dass  die  Halbiruugspunkto  der  Diagonalen 
und  der  Mittellinien  in  einen  Punkt  zusammenfallen. 

IV.  An  eiuer  Mittellinie  sind  dio  Wechselwinkel  gleich  und 
zwei  innere  Gegenwinkel  zusammen  «=*  2 /f. 

Iu  Fig.  3.  sind  die  Wechselwiukel  b  und  //,  gleich  wegen  der 
Cougruenz  der  Dreiecke  T  uud  1\.  Ferner,  ist  dauu  b+d  =  21t, 
weil  bx  +  d  -  2R. 

V.  In  einem  Rautenrcchtcck  stehen  zwei  Gegeusoitou  auf  der 
sie  verbindenden  Mittellinie  senkrecht. 

Iu  Fig.  5.  sei  ABCD  ein  Rautenrechteck,  /'//  ciue  Mittelliuie. 
Dreiecke  FAß  und  11  AB  sind  congruent  wegen  Gleichheit  zweier 
Seiten  und  des  eingeschlossenen  Wiukels.  Mithin  ist  An  —  BF 
Jetzt  sind  die  Dreiecke  A  FB  uud  BFH  congruent  wegen  Gleichheit 
der  drei  Seiten.  Hieraus  folgt  die  Gleichheit  der  Winkel  ;»  uud  q 
und,  da  sie  nach  IV.  sich  zu  2  ß  erganzen,  dass  jeder  ein  Rechter  ist. 

VI.  Ein  Rautenviereck  in  ein  Rautenrechteck  zu  verwandeln, 
so  dass  Flächo  und  Winkelsumme  unverändert  bleiben. 

In  Fig.  4.  sei  ABCD  ein  Rautenviereck,  /  K  dessen  eine  Mittel- 
linie. Man  nehme  AF,  IUI,  CG,  DE  senkrecht  zu  der  Mittellinie 
IK.  Dann  siud  die  Dreiecke  T  sämratlich  congruent  wegen  Gleich- 
heit der  gleich  bezeichneten  Winkel  und  der  gleich  markirten  Seiten. 
Es  eutsteht  das  halbe  Rautenrcchtcck  AB  HF  aus  dem  halben 
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Rautenviereck  AB  KI,  iDdcm  man  das  Dreieck  Tt  weguimmt  und 
Ts  hinzufügt.  Da  diese  Dreiecke  congruent  sind,  so  sind  die  ge- 
nannten halben  Vierecke  gleich.  Ebenso  ist  uuterhalb  der  Mittel- 
linie EG  CD  =  IKCD.  Ferner  sind  auch  die  Linien  EG  und  FH 
gleich:  denn  sie  sind  beide  gleich  IK:  sie  entstehen  aus  indem 
man  zu  IK  das  eine  Mal  EI—GK  —  0,  das  andere  Mal  KH—IF=0 
hinzufügt.  Man  kann  daher  EG  CD  so  an  AB  HF  fügen,  dass  EG 
sich  mit  FH  deckt.  Hierbei  vereinigt  sich  AF  mit  £Z),  sowie 
BH  mit  GC  zu  einer  geraden  Linie,  weil  die  mit  r  bezeichneten 
Winkel  Rechte  sind.  Man  erhält  also  ein  Rautenrechteck  wie  Fig. 
5.,  welches  dieselbo  Fläche  hat  wie  AB  CO  in  Fig.  4. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  auch  die  Wiiikelsumme  dieselbe 
ist.  In  Fig.  4.  ist  die  Summe  der  Wiukel  au  der  Liuio  AB  iu 
beiden  Vierecken  dieselbe;  deuu  die  eine  entsteht  aus  der  auderon, 
indem  mau  at  wegnimmt  und  «Ä  hinzufügt.  Ebenso  ist  es  au  der 
Linie  CD.  Die  beideu  Vierecke  AB  CD  in  Fig.  4.  und  5.  haben 
also  auch  dieselbo  Wiukelsumme. 

VII.  Wenn  zwei  Rauteurechtecke  von  ungleicher  Fläche  in 
einer  Mittellinie  übereinstimmen,  so  bedarf  es  keiues  Beweises,  dass 
die  andere  Mittellinie  in  dem  Rechteck  grösser  ist,  welches  die 
grössere  Fläche  hat. 

VIII.  Ebenso  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  wenn  zwei  Rauten- 
rechtecko_von  gleicher  Fläche  in  einer  Mittellinie  übereinstimmen, 
auch  die. andere  Mittellinie  iu  beiden  die  gleiche  ist,  die  Rechtecke 
also  congruent  sind. 

IX.  Rautenrechtecke  von  gleicher  Fläche  haben  gleiche  Winkel- 
summe. 

Fig.  6.  und  7.  seien  zwei  Rauteurechtecke  von  gleicher  Fläche. 
Es  soll  gezeigt  werden,  dass  sie  auch  gleiche  Winkelsumme  haben. 
Zu  diesem  Zwecke  möge  das  Rautenrechteck  Fig.  7.  so  verwandelt 
werden,  dass  es  eine  Mittellinie  -=  LH  in  Fig.  6.  erhält.  Die  Ver- 
wandlung könnte  an  Fig.  7.  unmittelbar  vorgenommen  werden.  Da- 
mit jedoch  die  Figur  woniger  verwickelt  wird,  möge  die  obere  Hälfte 
CD  HG  des  Rautenrechtecks  Fig.  7.  nach  Fig.  i*.  übertragen  werden, 
wo  es  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet  ist.  In  Fig.  8.  halbire 
man  CD  in  K  und  bestimme  in  der  Linie  GH  oder  deren  Verlän- 
gerung einen  Punkt  N  so,  dass  KN  =  der  halben  Mittellinie  LM  in 
Fig.  6.  ist  Man  verlängere  KN  um  sich  selbst  bis  O,  nehme  ^=8, 
OP=OQ  =  CK.  Dann  sind  in  Fig.  8.  CD  und  PQ  Gegenseiten 
des  Rautenvierecks  CDQP.   Dasselbe  hat  mit  dem  Rautenrechteck 
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Fig.  7.  gleiche  Mittelliuie  AB  —  GM,  sowie  nach  VI.  gleiche  Fläche 
und  gleiche  Winkelsumnie.  Die  andere  Mittellinie  KO  ist  gleich  der- 
Mittelhnio  LR  des  Kauteurechtecks  Fig.  6.  Man  lege  uuu  Fig.  8 
so,  dass  OK  horizontal  wird.  Dauu  verwandle  mau  nach  VI.  dieses 
Raotenviereck  in  ein  Rauteurechteck,  dessen  eine  Mittellinie  ■=•  OK 
ist.  Das  so  erhaltene  Rauteurechteck  stimmt  mit  Fig.  6.  iu  der 
Fläche  und  einer  Mittellinie  uud  daher  nach  VIII.  auch  in  der  au- 
deren  Mittellinie  überein;  d.  h.  es  ist  demselben  congruent. 

Hiermit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Rautenrechtecke  Fig.  6.  uud  7.  gleiche  Fläche 
haben,  ist  Fig.  7.  ohne  Aeuderung  der  Fläche  und  der  Winkelsumme 
so  umgewandelt  worden,  dass  es  mit  Fig.  6.  congruent  wurdo,  womit 
also  die  Gleichheit  der  Winkelsummen  bewiesen  ist. 

X.  Rautenvierecke  von  gleicher  Fläche  haben  gleiche  Winkel- 
summe. 

Man  kann  nach  VI.  zwei  solche  Rautenvierecke  ohne  Aendcrung 
der  Fläche  und  der  Winkelsumme  in  Rautenrechtecke  verwandeln, 
welche  dann  nach  IX.  gleiche  Winkelsumme  haben. 

XI.  Dreiecke  von  gleicher  Fläche  haben  gleiche  Winkelsummo. 

Haben  zwei  Dreiecke  gleiche  Fläche  und  setzt  mau  jedes  der- 
selben mit  einem  ihm  congruenteu  zu  einem  Rautenviereck  zusammen, 
so  haben  diese  Vierecke  gleiche  Fläche  uud  somit  nach  IX.  gleiche 
Wiukelsumme.  Die  Winkelsumme  der  Dreiecke  ist  aber  die  Hälfte 
derjenigen  der  Vierecke;  somit  sind  die  Winkelsummen  der  Dreiecke 
ebenfalls  gleich. 

XII.  Die  Fläche  eines  Dreiecks  ist  proportional  dem  Ueber- 
schusse  von  2R  über  seine  Winkelsumme. 

Zwei  beliebigo  Dreiocke  Dx  uud  7)x  mögen  sich  ihrer  Fläche 
nach  zu  einander  verhalten  wie  zwei  ganze  Zahlen  mx  und  m,.  Die 
Winkelsummen  seien  Sx  uud  Sit  die  Ueberschüsse  von  2R  über  die 
Winkelsamme  und  u,.  Mau  zerlege  durch  Linien  von  einer  Ecke 
aus  das  Dreieck  Dx  in  mx  Dreiecke,  Dt  in  m,  Dreiecke,  die  alle 
einander  gleich,  —  d  sind.  Die  nach  XI.  gleiche  Winkelsumme  in 
den  Dreiecken  =  d  sei  *.    Daun  ist 

1)  Sj  =  nt,r    (w,  — l)  .  2R  =  2R-mJ(2R  —  s) 

2)  Sa  =  mi8  —  (r/K,—  1)  .  2R  =  2R  -      (2R  -  s) 
Uj  =  m1  (2  R  —  a) 

Mj  ss  Mg(2J2  —  *) 

3)  Uj  :  u,  =  *»j  :  ms. 
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XIII.  Die  Winkelsumme  ist  entweder  in  allen  Dreiecken  grösser 
als  2/2  oder  in  allen  =  27?  oder  in  allen  kleiner  als  2R. 

Wenn  in  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2)  2R—s  kleiner  als  0, 
gleich  O  oder  grösser  als  O  ist,  so  sind  *S,  und  5,  resp.  beide  grösser 
als  211  =  211,  kleiner  als  2R. 

Damit  ist  obige  Behauptung  bewiesen. 

XIV.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  kann  nicht  grösser 
als  2R  sein. 

In  Fig.  4.  kann  man  das  Rautenviereck  ABCD,  während  AB 
fest  bleibt,  so  verwandeln,  dass  die  Mittellinie  IK  sich  beliebig  weit 
nach  links  verschiebt.  Dadurch  wird,  wie  leicht  ersichtlich,  der 
Winkel  4,  und  somit  auch  der  Winkel  A I)  B  beliebig  klein.  Der 
Winkel  ABD  wird,  wenn  auch  vielleicht  nicht  beliebig  klein,  doch 
wenigstens  beständig  kleiner.  Legt  mau  das  Rauteuvicreck  ABCD 
so,  dass  die  audere  Mittelliuie,  welche  die  Mitteu  vou  AB  und  CD 
verbindet,  horizontal  wird,  so  kaun  man  auf  gleiche  Weise  den  Winkel 
ABD  beliebig  klein  macheu,  wahrend  ADB  wenigstens  kleiner  wird. 
Das  Dreieck  ABD  kaun  also,  ohne  seine  Winkelsumme  •zu  ändern, 
so  verwandelt  werden,  dass  die  Winkelsummc  gleich  dem  Winkel 
DAB  plus  einer  beliebig  kleiueu  Winkelgrösse  wird.  Der  Winkel 
DAB  wird  hierbei  nie  grösser  als  2R;  mithin  ist  jetzt  bewiesen, 
dass  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  ABD  nicht  um  eine  noch  so 
kleine  Grösse  den  Werth  2R  übertreffen  kann. 

XV.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  Winkelsumme  eines  Drei- 
ecks kleiner  sei  als  2Ä,  so  kann  die  Fläche  eines  Dreiecks  nicht 
beliebig  gross  sein. 

In  obiger  Gleichung  (3)  möge  das  Dreieck  Dx  unverändert,  also 
mt  und  m,  constant  bleiben.  Könnte  man  jetzt  »iÄ  beliebig  gross 
nennen,  so  müsste  auch  beliebig  gross  werden  können,  während 
doch  der  Ueberschuss  von  2  R  über  die  Winkelsumme  nicht  grösser 
als  2R  werden  kann. 

XVI.  Man  würdo  noch  verschiedene  hierher  gehörige  Aufgaben 
hinzufügen  können,  z.  B.  Verwandlung  eines  Dreiecks  in  ein  anderes 
mit  einer  gegebenen  Seite  oder  einem  gegebenen  Winkel.  Allgemeine 
Constructionen  würde  mau  hierfür  haben ;  man  würde  jedoch  nicht 
nachweisen  können,  dass  sie  immer  anwendbar  wären.  Könnte  man 
ein  Dreieck  in  ein  anderes  mit  einer  beliebig  kleinen  Seite  oder 
einem  beliebig  wenig  von  zwei  Rechten  verschiedenen  Winkel  vor- 
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wandeln,  so  hätte  man  den  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Winkelsummo 
im  Dreieck  =  2  R  ist 

Ich  gehe  auf  diesen  Gegenstand  hier  nicht  näher  ein,  eine  aus- 
führliche Behandlung  desselben  einem  Lehrbuch  vorbehaltend. 

Ich  darf  wohl  auf  Zustimmung  rechnen ,  wenn  ich  es  befremd- 
lich nenne,  dass  man  so  einfache  Sätze  und  Beweise,  wie  die  hier 
vorgetragenen,  als  etwas  Absonderliches  betrachtet  und  dieselben 
einem  Gebiete  zuweist ,  welches  der  gewöhnlichen ,  elementaren 
Geometrie  nicht  zugänglich  ist. 

Einige  allbekannte  Aufgaben ,  die  sich  aber  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung des  Euklidi'schen  Axioms  allgemein  lösen  lassen,  will  ich 
noch  hinzufügen. 

XVI.  Ein  Rautenviereck  in  ein  anderes  zu  verwandeln,  welches 
einen  gegebenen  Winkel  hat. 

Das  Constructionsverfahren  kann  an  Fig.  8.  gezeigt  werden,  wo 
das  Rautenrechteck,  dessen  eine  Mittellinie  HG  und  dessen  obere 
Hälfte  CD  HG  ist,  die  zu  verwandelnde  Figur  sei.  Ist  der  gegebene 
Winkel  kleiner  als  der  Winkel  LDH,  so  ziehe  man  DQ  so,  dass 
der  Winkel  CD  Q  die  gegebene  Grösse  erhält  Dann  nehme  man 
BA  =  HG  und  vervollständige  die  Construction  des  Rautenvier- 
ecks CDQP.  Hierbei  ist  jedoch  vorausgesetzt ,  dass  die  Linie  DQ 
die  Linie  HG  oder  deren  Verlängerung  schneidet,  was  man  ohne  das 
Euklid'sche  Axiom  nicht  bei  beliebiger  Kleinheit  des  Winkels  CDQ 
behauptet!  kann.  Wäre  der  gegebene  Winkel  grösser,  als  der  Winkel 
CDH  =  DCGy  so  würde  man  CP  so  ziehen,  dass  Winkel  DCP 
gleich  dem  gegebenen  würde  und  die  weitere  Construction  wäre  dann 
wesentlich  dieselbe,  wie  vorhin.  Voraussetzung  wäre  hier  ebenfalls, 
dass  die  Linie  CP  die  Linie  GH  oder  deren  Verlängerung  schneidet 
Dass  die  Figur,  von  welcher  ich  ausgegangen  bin,  ein  Rautenrechteck 
ist,  war  offenbar  unwesentlich;  ein  beliebiges  Rautenviereck  würde 
man  auf  gleiche  Weise  verwaudeln  können. 

XVII.  Ein  Rautenviereck  in  ein  anderes  mit  einer  gegebenen 
Seite  zu  verwandeln. 

Wenn  die  gegebene  Seite  nicht  kleiner  ist,  als  das  Doppelte 
von  CG  in  Fig.  8.,  so  ist  die  Construction  dieselbe,  wie  in  XVI., 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Linie  DQ  nicht  unter  einem 
bestimmten  Winkel,  sondern  so  gezogen  wird,  dass  DB  gleich  der 
Hälfte  der  gegebenen  Seite  wird.  Nach  Früherem  kann  non  ein 
gegebenes  Rautenrechteck  immer  in  ein  anderes  verwandelt  werden, 
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dessen  eine  Mittellinie  beliebig  klein  ist.  Daraus  folgt  aber  nicht, 
dass  auch  die  zu  dieser  Mittellinie  rechtwinklige  Seite  beliebig 
klein  wird,  so  lange  man  nicht  [das  Euklid'sche  Axiom  voraussetzt. 
Ohne  das  letztere  hat  man  also  keine  Gewissheit,  dass  die  Con- 
struetion  immer  ausführbar  ist. 

Soll  ein  Dreieck  in  ein  anderes  mit  gegebenem  Winkel  oder 
gegebener  Seite  verwandelt  werden,  so  setze  man  das  Dreieck  mir 
einem  ihm  coogruenten  zu  einem  Rautenviereck  zusammen.  Ver- 
wandelt man  dann  das  Viereck,  so  ist  das  Dreieck  gleichzeitig  mit. 
verwandelt. 
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Litterarischer  Bericht 

LXV. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Abhandlung  über  die  Kiäfte  der  Klektricität  bei  der  Muskel - 
bewegung.  Von  Aloisius  Galvani  (Comm.  Bonon.  Sc.  et  Art. 
inst,  et  Aead.  T.  7)  (17'Jl)  Herausgegeben  von  A.  von  J.  Oenin- 
gen. Mit  21  Figuren  auf  vier  Tafeln.  Leipzig  18U4.  Wilhelm 
Kugel  manu.    7G  S. 

Der  Verfasser  erklärt  die  sehr  ausgedehnte  Reihe  von  Ver- 
suchen, über  welche  die  Abhandlung  berichtet,  für  den  Anfang  seiner 
Bemühung  zu  einer  Theorie  der  Wirkung  der  Klektricität  auf  die 
Muskelbewegung  zu  gelangen,  von  welcher  er  bis  zur  Zo'li  der  Ver- 
öffentlichung noch  sehr  fern  sei.  (ileiehwol  ist  schon  hier  die 
Variation  d<T  eingeführten  Fülle  isolirter  Wirkung  nebst  den  beson- 
dern sich  ergebenden  Schlüssen  eine  sehr  grosse.  Der  erste  Teil 
des  Berichts  betrifft  ausschliesslich  Versuche  mit  Masehinenelektri- 
cität.  Es  werden  verglichen  die  directen  Wirkungen  auf  d  e  Muskeln 
und  Nerven  bei  kürzern  und  längern  Zuleitungsdrähteu.  Namentlich 
ergab  sich,  dass  die  Muskelcontractionen  gleichzeitig  mit  dem  L'eber- 
springeu  von  Funken  eintraten.  Ks  fo'gt  eine  Reihe  von  Versuchen 
mit  atmosphärischer  Klektricität,  welche  zn  der  übereinstimmenden 
Bemerkung  fuhrt,  dass  nämlich  die  Muskelcontractionen  immer  gleich- 
zeitig mit  den  Blitzen  eintreten.  Nun  folgt  die  Untersuchung  der 
grössten  und  srhwiei  iysten  Frage  nach  den  Krälteu  der  tierischen 
Klektricität.  D&8S  das  Ziel  des  ziemlich  complicirten  experimentellen 
Verfahrens  die  Ermittelung  der  Natur  und  Entstehung  der  bei  der 
gewöhnlichen  Muskelbewegung  tätigen  Kraft,  sowie  der  Nachweis 
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ihrer  iD  der  Elektricitiit  der  Nerven  zu  suchenden  Quelle  ist,  lässt 
sich  wol  bezweifeln;  doch  ist  der  dabei  waltende  Gedankengang  nicht 
leicht  verständlich;  auch  lassen  die  Aeusserungen  dos  Verfassers 
nicht  wol  mehr  als  die  Hoffnung  erkennen,  auf  dorn  begonnen  Wege 
später  zu  einer  Entscheidung  zu  gelangen.  Deingemiiss  sehliesst  die 
Abhandlung  mit  „einigen  Vermutungen  und  Schlussfolgernngen." 

H. 


Le  speculazioni  di  Giovanni  Benedetti  sub  moto  dei  gravi. 
Nota  di  Giovanni  Vailati.    Torino  1898.    Carlo  Clausen. 

Giovanni  Benedetti,  geboren  153«)  in  Venedig,  gestorben  1590 
in  Turin,  Sohn  eines  Spaniers,  bezeichnet  sich  selbst  in  einer  Vor- 
rede als  Autodidakten  und  tritt ,  ohne  Unterricht  in  einen)  wissen- 
schaftlichen Schulcursus  erhalten  zu  haben,  im  Alter  von  IS  Jahren 
als  Philosoph  ,  Musiker  und  Mathematiker  auf.  Hiermit  steht  wol 
in  Verbindung,  dass  er  besonders  scharf  herrschende  Meinungen  in 
der  Mechauik  bekämpft,  namentlich  wird  ein  bitterer  Angriff  gegen 
Taisnerius  angeführt.  Der  llauptgegenstand  seiner  Forschung  war 
die  Bewegung  schwerer  Körper  ,  jedoch  soweit  der  erste  Teil  seiner 
Schrift  erkennen  lässt,  in  mehrfacher  Beschränkung:  erstens  ist  es 
nur  die  Bewegung  in  der  Richtung  der  Kraft,  zweitens  wird  nach 
der  Beschleunigung  überhaupt  nicht  gefragt,  sondern  nur  nach  der 
Geschwindigkeit  als  Quotieut  eines  Gesamtwegs  durch  die  Zeit. 
Diese  (mittlere)  Geschwindigkeit  wird  als  abhängig  vom  Gewichte 
des  fallenden  Körpers  und  von  der  Dichte  des  Mittels  betrachtet. 
Der  Fall  durch  leeren  Kaum  wird  einmal  erwähnt .  doch  ohne  den 
Gedanken  zu  verfolgen.  Der  zweite  Teil  der  Schrift  schlägt  eine 
ganz  neue  Richtung  ein.  Der  Kintluss  des  Mittels  auf  die  Bewegung 
fällt  ausser  Beobachtung.  Statt  dessen  bilden  die  Begriffe  der  Träg- 
heit und  Beharrung  den  Gegenstand  seiner  Forschung.  Der  Körper 
hat  von  Natur  die  Neigung  seiue  Richtung  beizubehalten  und  sich 
in  gerader  Linie  zu  bewegen.  Die  Dauer  der  Kraft  muss  seine  Ge- 
schwindigkeit beständig  vergrössern.  II. 

II  prineipio  dei  lavori  virtuali  da  Aristotele  a  Erone 
d'  Alessandria.  Nota  dei  Dott.  Giovanni  Vailati.  Torino 
1^97.    Carlo  Clausen.    25  S. 

Der  Verfasser  zeigt  an  drei  aus  dem  Altertum  erhaltenen 
Schriften  die  Anfänge  der  wissenschaftlichen  Forschung,  ans  der  sich 
die  heutige  Mechanik  entwickelt  hat.  Es  sind  1)  die  Mtiyavma 
Ilpoßhjtuixu  von  Aristoteles,  2)  De  pouderibus  von  Jordanus  Nemo- 
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rarius  aus  dem  13.  Jahrhundert,  3)  BagovXxog  (Hebewindc)  von 
Heron.  Die  zweitgenannte  ist  lateinische  Uebersetzung  von  Frag- 
menten, als  deren  Autor  Aristoteles  angenommen  zu  sein  scheint, 
obgleich  sie  einen  Unterschied  von  dessen  Auffassung  kund  gibt. 

H. 

Abhandlungen  über  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen 
von  N.  H.  Abel  und  E.  Galois.  Deutsch  herausgegen  von  H.  Maser. 
Berlin  1889.   Julius  Spriuger.    155  S. 

Abel  und  Galois  habeu  das  Problem  der  Auflösung  der  alge- 
braischen Gleichungen  höhere  als  4.  Grades  auf  die  Aufgabe  redu- 
cirt,  die  Bedingung  zu  finden,  unter  der  eine  rational  gegebene 
Gleichuug  nur  algebraische  Wurzeln  hat.  Die  dahin  führenden  Ab- 
handlungen Beider  erscheinen  hier  zur  Erleichterung  des  Studiums 
zusammengestellt;  es  sind  die  folgenden  Abhandlungen  von  Niels 
Henrik  Abel:  Abliau  llung  üb  !r  die  algebraischen  Gleichungen, 
in  welchen  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung 5.  Grades  bewiesen  wird.  Beweis  der  Unmöglichkeit  der  alge- 
braischen Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen,  welche  den  4. 
Grad  übersteigen.  Abhandluug  über  eine  besondere  Classe  alge- 
braisch auflösbarer  Gleichungen,  Geber  die  algebraische  Auflösung 
der  Gleichungen.  Neue  Theorie  der  algebraischen  Auflösung  der 
Gleichungen.  —  Abhandlungen  vou  £ vari ste  Galois:  Beweis  eiues 
Satzes  über  die  periodischen  Kettenbrüchc  Analyse  eiuer  Abhand- 
lung über  die  algebraische  Auflösung  der  Gleit  hangelt  Ueber  die 
Theorie  der  Zahlen.  Brief  von  Galois  an  Auguste  Chevalier.  Ab- 
handluug über  die  Bedingungen  der  Auflösbarkeit  der  Gleichungen 
durch  Wurzelgrössi'u.  Bruchstücke  einer  Abhandlung:  Von  den 
primitiven  Gleichungen,  welche  durch  Wurzeigrössen  lösbar  sind.  — 
Galois  ist  geboren  181,  gestorben  1832.  H. 

Robert  Mayer  und  Hermann  v.  Helmholtz  eine  kritische 
Studie  von  Dr.  T h.  Gross.    Berlin  l.-V>8.   M.  Krayn.    174  S. 

Obgleich  die  Schrift  ihrem  weit  überwiegenden  Inhalte  nach, 
welcher  der  Kritik  anheimfällt,  eiue  philosophische  Arbeit  ist,  so 
können  wir  sie  doch  hier  nur  als  litterarische  Erscheinung  bespre- 
chen: die  Kritik  nämlich  erfordert  in  so  vielerlei  Punkten  Gegen- 
kritik, dass  sich  diese  nicht  wol  in  der  nötigen  Kürze  geben  lässt; 
grösstenteils  würde  es  sich  dabei  um  bekannte  Schwachen  der  for- 
malen Logik  handeln.    Wörtlich  mit  -eteilt  sind  aus  den  Schriften 
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der  beiden  Autoren  nur  einige  Belegsstellen  ausser  ihrem  Zusammen- 
hang. Da  nun  der  Verfasser  auch  seine  eigene,  daraus  geschöpfte 
Theorie  nicht  alsu  zsammeuhäugeudes  Ganzes  entwickelt,  so  ist  der 
Leser  nicht  wol  in  der  Lage,  die  zahlreichen  Urteile  des  Verfassers 
würdigen  zu  können.  Von  Mayer's  Schriften  siud  als  berücksichtigt 
genannt  , »Bemerkungen  über  die  Kräfte  der  unbelebten  Natur"  und 
„Die  organische  Bewegung  in  ihrem  Zusammenhang  mit  dem  Stoff- 
wechsel". Die  Behandlung  der  Lehre  Mayer's  überhaupt  ist  über- 
schrieben :  Die  Verwandlungen  der  Kräfte.  Die  Teile  siud :  Einlei- 
tung; logische  Priucipieu  (betreffend  das  Causalgesetz);  mechanische 
Vorgänge;  Wärme;  Elektricität  uud  Magnetismus;  chemische  Vor- 
gänge; Galvanismus.  Die  Behandlung  von  Helmholz's  Lehre,  ent- 
halten in  dessen  Abhandlung  .,über  die  Erhaltung  der  Kraft"',  hat 
die  Teile:  Einleitung;  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft;  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Kraft;  die  Anwendung 
des  Princips  in  den  mechanischen  Theoremen;  Kraftäquivalcnt  der 
Wärme;  Kraftäquivalent  der  elektrischen  Vorgänge;  Ki 'a t  (äquivalent 
des  Magnetismus  und  Elektromagnetismus;  Galvanismus.  IL 


Oeuvres  de  Laguerre  publiees  sous  les  auspices  de l'Academie 
des  scieuces  par  MM.  C  h.  llermite,  II.  PoincareetE.  Rouche, 
Membres  de  l'Iustitut.  Tome  I.  Algebre.  Calcul  integral.  Paris 
1898.    Gauthicr-Villars  et  fils.   408  8. 

Laguerre  ist  geboren  den  i».  April  1831  in  Bar-le  Duc,  gestorben 
den  14.  August  lc80  ebenda.  Er  trat  1853  in  die  Ecole  Polytcch- 
nique  eiu,  ward  daselbst  1861  Repetitor  und  gehörte  zur  Jury.  Bis 
1870  war  er  Artillerieofficier.  Der  jetzt  erschienene  erste  Band 
seiner  Werke  enthält  10  Abhandlungen  über  Algebra,  namentlieh 
über  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  und  21  üher  Integral- 
rechnung. II. 

Untersuchungen  über  die  Reihe 

w*       .  .  m  m  —  1  m  m  —  1  m  —  2 

Von  N.  H.  Abel  (1820).  Herausgegeben  von  A.  Wangerin. 
Leipzig  1895.    Wilhelm  Engelmann.   40  S. 

Die  Schrift  handelt  von  den  Operationen  mit  Summen  unend- 
licher Reihen,  insbesondere  der  binomischen  Reihe,  und  deren  Be- 
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dingungen.  Dom  ans  Grolle.  Journ.  I.  p.  311 — 339  entnommenen 
Texte  sind  viele,  dem  historischem  Interesse  dienende,  zum  Teil  auch 
sachlich  berichtigende  Anmerkungen  hinzugefügt.  Eine  ausführliche 
Biographie  von  Niels  Henrik  Abel  ist  1885  von  Bjerknes  in  Paris 
herausgegeben.  Kr  ist  geboren  den  5.  August  1802  zu  Findö  in 
Norwegen,  gestorben  den  6.  April  18?9  zu  Frohind  bei  Arendal. 
Er  studirte  bis  1825  in  Christiania,  erhielt  ein  Reisestipendium  auf 
\\  Jahre,  lebte  in  dieser  Zeit  teils  in  Berlin,  teils  in  Paris,  vou 
1827  an  wieder  in  Christiania  als  Vertreter  des  Prof.  Hansteen  an 
der  Universität  und  au  tier  Kriegsakademie.  Von  seiueu  Werken 
existircn  -  Gesamtausgaben:  die  erste  vuu  Holmboo  erschien  1839, 
die  zweite  J881  vou  Sylow  und  Lie.  II. 


Methode  und  Principien. 

Einführung  in  die  Grundlagen  der  Geometrie.  Von  Dr.  Wil- 
helm Kill  log,  Professor  der  Mathematik  an  der  Akademie  zu 
Münster  iu  W.  Zweiter  Band.  Mit  8  Figuren  im  Text.  Paderborn 
1898.    Ferdinand  Schöuingh.    361  S. 

Der  erste  Baud  ist  im  56.  litterarischen  Bericht,  p.  42  be- 
sprochen. Zu  dessen  4  Abschnitten  kommeu  im  zweiten  Bande  die 
1  folgenden  bin/u:  Congrueuz  uud  Messung;  Abschluss  der  pro- 
jeetiveu  Geometrie;  Grundbegriffe  und  Grundsätze-  der  Geometrie  ; 
Anwendung  der  Transformations-Gruppen.  Der  Verfasser  unter- 
scheidet ioder  hebt  hervor)  3  Kaumformell,  die  er  parabolische, 
hyperbolische  und  elliptische  nennt.  Welche  er  damit  meint,  dar- 
über gibt  er,  wie  über  Vieles,  keiue  Erklärung.  H. 


Die  Grundgebilde  der  neueren  Geometrie.  Eine  geordnete  Zu- 
sammenstellung ihrer  Um-  uud  Abbildungen  1.  und  II.  Ordnung. 
Von  Georg  Kober,  Dr.  phil.  Erster  Teil:  Die  Grundgebilde  der 
Ebene.    Hannover  uud  Leipzig  1898.    Hahn.    95  S. 

Das  Buch  gibt  Rochenschaft  von  den  Grundbegriffen  der  neuem 
synthetischen  Geometrie  und  gewährt  dadurch  den  Mathematikern 
die  in  auderu  Richtungen  arbeiten,  die  Gelegenheit,  sich  in  der 
Kürze  Einblick  und  Verständniss  iu  Betroff  ihrer  Erzouguisso  zu 
verschaffen.  Es  teilt  sich  in  zwei  Stufen:  die  erste  Stufe,  Punkt- 
reihen und  Strahlenbüschel ,  handelt  von  Um-  uud  Abbildungen  er- 


6  Litterarischer  Bericht  LXV. 

ster,  dann  zweiter  Ordnung;  die  zweite  Stufe,  Punkt-  und  Strahleu- 
f eider,  von  Ab-  und  Umbilduugeu  erster,  dann  von  Um-  und  Ab- 
bildungen zweiter  Ürduung.  H. 


Lehrbücher. 

Dr.  Franz  Ritter  von  Mofoiks  Lehrbuch  der  Arithmetik 
für  Uuter-Gymnasien  bearbeitet  von  Antou  Neumann,  Professor 
am  k.  k.  akademischen  Gymnasium  zu  Wien.  Erste  Abteiluug  für 
die  L  und  II.  Classe.  Füufuuddreissigste,  veränderte  Auflage.  — 
Zweite  Abteilung  für  die  III.  und  IV.  Classe.  Sechsundzwangzigste, 
veränderte  Auflage.  —  Mit  hohem  k.  k.  Ministerialerlass  allgemein 
zulässig  erklärt.    Wien  und  Prag  1*98.  F.  Tempsky.  124-fltOS. 

Die  1.  Abteilung  beginnt  mit  der  EiufUhrung  in  das  dekadische 
Zahlensystem,  an  welches  sich  die  Auweudung  auf  Dccimalbrücbe 
unmittelbar  auschliesst.  Hieriu,  wie  in  den  elementaren  Rechnungen 
ist  die  äusserste  Sorgfalt  beim  Streben  nach  Gründlichkeit,  Umsicht 
und  correctem  Ausdruck  in  hohem  Masse  anzuerkennen.  Um  80 
mehr  ist  es  auffallend,  dass  der  wirtvollste  Gewiuu  des  dekadischen 
Zahlensystems,  der  Algorithmus,  durchweg  geringschätzig  beiseile  ge- 
schoben ist,  was  mit  dem  übrigen  Zuwerkegehen  im  stärksten  Con- 
trast  steht.  Vom  Eingreifen  der  Addition  und  Subtraction  mehrerer 
Ziffern  gleichen  Ranges  in  den  nächst  höhern  Rang  ist  nirgends  die 
Rede.  Diesen  Fall  hat  der  Verfasser,  wie  man  leicht  merkt,  überall 
geflissentlich  vermieden;  denn  bei  der  Erklärung  sind  die  Beispiele 
stets  so  gewählt,  dass  nie  die  Summe  zweier  Ziffern  zweiziffrig  oder 
ein  Subtraheud  grösser  als  der  Minuend  ist.  Bei  den  Uebuugsbei- 
spielcu  hingegeu  kommt  der  Fall  häutig  vor;  hier  traut  der  Ver- 
fasser dem  Schüler  plötzlich  zu,  dass  er  sich  zu  helfen  wissen  werde, 
naehdem  er  ihm  nuch  eben  zuvor  alle  Gelegenheit  entzogen  hat. 
den  Fall  zu  beachten,  das  Verfahren  zu  erlernen  uud  zur  Regel  zu 
machen.  —  Ausser  den  \  Specics  siud  in  der  1.  Abt.  noch  die  Teil- 
barkeit der  Zahlen,  die  Rcchnuug  mit  gemeiuen  Brüchen,  die  Pro- 
portionen, die  Rechnung  mit  benannten  Zahlen  uud  einige  Anwen- 
dungen behandelt;  in  der  2.  Abt.  Algebra  als  Buchstabenrechnung, 
Quadriren,  Kubireu,  Wurzelauszieheu ,  Gleichungen  1.  G  ades  und 
einige  Anwendungen.    Aufgaben  sind  stets  beigelügt.  Hoppe. 
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Mofniks  geometrische  Anschauungslehrc  für  Unter-Gymnasien. 
Bearbeitet  vou  Johann  Spiel  mann.  I.  Abteilung  (für  die  I.  und 
II.  Gasse).  Mit  114  Figuren.  Füufundzwanzigste  veränderte  Auf- 
lage. —  II.  Abteilung  (für  die  III.  und  IV.  Classe.)  Mit  91  Figuren. 
Zwanzigste,  veränderte  Autiage.  —  Mit  hohem  k.  k.  Ministcrial-Er- 
lass  allgemein  zulässig  erklärt.  Wieu  und  Prag  1899.  F.  Tempsky. 
82  -f-  91  S. 

Die  Geometrie  zeigt  dieselbe  Sorgfalt,  Gründlichkeit  und  Um- 
sicht wie  die  Arithmetik  des  gleichen  Verfassers.  Hier  galt  das 
Streben  der  Orientirung  im  Räume,  die  aber  nicht  in  weit  umfassen- 
dem Sinne  (wie  von  der  neuem  synthetischen  Geometrie),  sondern 
iru  engsten  Gebiete  isolirter  Elemente  (wie  von  Euklid)  in  Augriff 
genommen  wird.  Dcu  Anfang  bietet  die  Betrachtung  des  Würfels. 
Auf  Ebene,  Gerade  folgen  weiter  Kreis,  Wiukel,  Parallele,  Dreieck, 
Cougrueuz.  Viereck,  Vieleck.  Der  Vortrag  bindet  sich  au  kein  gleich- 
massiges  Princip:  er  sorgt  vielmehr,  uichts  nützliches  zu  übergehen. 
Sätze,  Construetionsaufgaben  werden  gelegentlich  gegeben.  —  Die 
II.  Abt.  behandelt  die  Flächengleichheit,  Ausmessung  uud  Aehnlich- 
keit,  dann  die  Geraden  und  Ebe.ieu  im  Riume,  Körper  und  deren 
Ausmessung.  H. 

Dr.  Frauz  Kitter  von  Moeniks  Lehrbuch  der  Arithmetik 
und  Algebra  nebst  einer  Aufgaben-Sammlung  für  die  oberu  Classen 
der  Mittelschulen.  Bearbeitet  von  Anton  Neumaun,  Professor  am 
k.  k.  akademischen  Gymnasium  in  Wien.  Mit  hohem  k.  k.  Mini- 
sterialerlaß allgemein  zulässig  erklärt.  Wien  uud  Prag.  1876. 
F.  Tempsky.    306  8. 

Die  Hauptabschnitte  des  Buchs  sind  folgeude:  Addition  und 
Subtraetion.  Multiplication  und  Divisiou.  Gleichungen  des  1.  Gra- 
des. Potenzireu,  Redlichen  uud  Logarithmiren.  Gleicbuugen  des 
2.  Grades.  Unbestimmte  Gleichungen.  Kettenbrüche.  Progressio- 
nen. Combinationslehre.  Einige  Themata  werden  noch  in  einem 
Anhang  behandelt.  Mit  dieser  Einteilung,  die  sich  au  die  Rech- 
nungsarten anknüpft,  würde  indes  der  immer  wachsende  Inhalt  des 
Begriffsgebietes  wenig  kund  getan  sein;  es  wird  nach  Ermessen  des 
Verfassers  an  bester  Stelle  entwickelt.  Im  ganzen  ist  das  Streben 
nach  wissenschaltlich  corrocter  Darlegung  sehr  anzuerkennen.  Die 
zu  den  einzelnen  Abschnitten  gehörigen  Uebungeu  linden  sich  in 
dereu  Reihenfolge  am  Schlüsse  des  Buchs.  H. 

Leitfaden  der  Geometrie  für  höhere  Schulen.  Von  Dr.  Her- 
mann Dobriner,  Oberlehrer  an  der  Realschule  Philantropin  zu 
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Frankfurt  a.  M.  Mit  zum  Teil  farbigen  Figuren.  Leipzig  1890. 
R.  VoigtlänoV. 

Es  ist  dem  Ref.  nur  das  Geleitwort  und  «las  Inhaltsvcrzeichniss 
zugegangen,  kann  daher  das  Folgende  nur  als  teilweise  Wiedergabe 
der  Charakterisirung  von  Seiten  des  Verfassers  gelten.  Die  Worte 
des  Leitfadens  sind  nicht  dafür  bestimmt  von  den  Schülern  beim 
Unterrieht  wiederholt,  noch  überhaupt  im  Gcd&chtniss  behalten  zu 
werden,  sondern  vielmehr  dem  Zwecke  entsprechend  gewählt,  deu 
systematischen  Zusammenhang  der  Lebren  einfach  und  leichtfasslich 
darzustellen  und  eben  dadurch  <he  Lehren  zum  dauernden  Eigentum 
zu  machen  Die*  Beweise  sind  meist  nur  angedeutet.  I >ie  Aus- 
führung bleibt  in  allen  Beziehungen  dem  Lehrer  Überlassen.  Die  3 
Teile  des  Buchs  enthalten  die  Pensa  für  :S  Gassen.  Per  [.  Teil, 
reine  Planimetrie,  hat  die  LS  Abschnitte:  Grundsätze  und  Erklärun- 
gen, Congruenz;  Dreieck;  Parallelen;  Parallelogramm;  ebener  Kegel; 
Kreis;  Fläehengleiehheit;  gleiche  Rechtecke  gebildet  aus  deu  Seiten 
ähnlicher  rechtwinkliger  Dreiecke:  proportionale  Strecken;  perspec- 
tivische  Figuren:  goldener  Schnitt;  Proportionen  zwischen  Flächen 
und  Strecken:  Der  H.  Teil,  rechnende  Planimetrie,  hat  die  ö  Ab- 
schnitte: Verhältnis»  zweier  eomtncnsurabeln  Grössen;  Masszahleu 
geradlinig  begrenzter  Fläch  n;  Berechnung  verschiedener  Stücke 
eines  Dreiecks  aus  den  Masszihlen  seiner  Seit  m  ;  regelmässige  Viel- 
ecke und  Kreis:  Anfangsgründe  der  Trigonometrie.  Der  III.  Teil, 
Anfangsgründe  der  Stereometrie,  hat  die  4  Abschnitte:  Lage  von 
Ebenen  und  Goraden  im  Baume;  perspectivisches  Zeichnen;  einfachste 
Korper  mit  krummen  Oberflächen,  einfachste  Polyeder.  IL 


Anfangsgründe  der  Zahlen-  und  Raumgrössen-Lehre.  Im  Auf- 
trage der  früheren  Königlich  Preuss^ehen  General-Inspection  der 
Artillerie  und  mit  Zustimmung  der  jetzigen  Königheh-Prenssischen 
Gencral-Inspeetion  der  Fuss-Artillerie  zum  Gebrauche  als  Leitfaden 
bei  dem  mathematischen  l'uf •»rrieht  in  den  Regiments-Sehulen  der 
Artillerie,  sowie  zur  Benutzung  beim  Selbst  Unterricht,  bearbeitet  von 
B.  Foth,  Feuerwerks-Major  n.  D.  Mit  1M5  in  den  Text  gedruckten 
Holzschnitten.  Fünfte  Aufla-'e.  Hannover  und  Berlin  Carl 
Meyer  (Gustav  Prion,    litt»)  S. 

Die  3.  Auflage  ist  im  25.  literarischen  Bericht  S.  »,  die  4.  Aufl. 
im  51.  I.  B.  S.  2*  besprochen.  Die  gegenwärtige  Auflage  unter- 
scheidet sich  in  nichts  wesentlichem  von  den  früheren.  IL 
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Elementarmetbodische  Behandlung  der  Logarithmen  und  ihrer 
Anwendungen  für  Seminare,  Gymnasien,  Realschulen,  technische 
Lehranstalten  und  zum  Selbstuntenichte.  Von  Richard  Herr- 
mann, Seminar-Oberlehrer  in  Nossen.  Gotha  1899.  F.  F.  Thiene- 
raano.    63  S. 

Diese  Schrift  bildet  das  10.  Heft  des  Werkes:  Beiträge  zur 
Lehrerbildung  und  Lehrerfortbildung.  Herausgegeben  von  K.  Mu- 
thesius,  Seminarlehrer  in  Weimar.  Sie  ist  ein  erweiterter  Souder- 
ab.lruck  der  dem  7.  Berichte  des  Köuigl.  .Seminars  zu  Nossen  bei- 
gegebenen wissenschaftlichen  Abhandlung.  Die  gesonderte  Behand- 
lung der  Logarithmenlehre ,  welche  doch  von  Natur  einen  Teil  der 
Algebra  ausmacht ,  die  also  um  der  Vollständigkeit  der  Principien 
der  Algebra  willen  beim  Unterrichte  in  derselben  nicht  fehlen  kann, 
scheint  darauf  hinzudeuten,  dass  das  Betreiben  der  Logarithmenlehre 
ein  erst  in  ueuerer  Zeit  erhobener  Anspruch  au  die  Lehrerbildung 
ist.  Dieser  neue  Lehrgegenstaud  musste  nun  pädagogische  Fragen 
und  Aufgaben  in  mehr  als  einer  Gestalt  zugleich  hervorrufen:  es 
handelt  sich  einerseits  um  das  Verständniss  der  Bedeutung  des  Lo- 
garithmus und  seiner  Theorie  innerhalb  der  Algebra  als  zweite  In- 
version der  Potenz,  andrerseits  um  seinen  Gebrauch  zum  Iustrument 
der  numerischen  Rechenkunst.  Die  letztere  Seite  der  Auffassung 
bietet  dem  Unterricht  und  Studium  ein  so  grosses  Feld  dar  und  be- 
findet sich  als  Quelle  neu  erlangter  Fähigkeit  in  soviel  günstigerer 
Lage,  um  das  Interesse  auf  sich  zu  lenken  ,  dass  leicht  die  erstere 
in  Vergessenheit  fällt,  das  theoretische  Verständniss  una  der  geistes- 
bildende Inhalt  der  Logarithmus-Lehre  verloren  geht,  und  danu  die 
Kunst  ohne  Urteil  als  reine  Fertigkeit  geübt  wird.  Ein  solcher 
Eintiuss  der  gesonderten  Behandlung  der  Logarithmus-Lehre  ist  nun 
bei  gegenwärtiger  Bearbeitung  ausgeschlossen,  indem  die  Theorie 
gleich  anfangs  zur  Hauptsache  gemacht ,  der  Logarithmus  nicht  als 
hinzukommender  Lehrgegeustand  eingeführt  wird,  sondern  seine  Stelle 
innerhalb  der  7  Gruudoperationeu  einnimmt.  Die  Anwendungen  zur 
numerischeu  Rechnung  werden  getrennt  behandelt,  nachdem  vorher 
im  Anschlags  an  die  Theorie  die  Einrichtung  der  Tafeln  erläutert 
und  niotivirt  ist.  Nun  stellt  aber  die  Logarithmeulehre  der  Methode 
manche  pädagogische  Aufgabe,  welche  bei  den  übrigen  Grundoperationen 
nicht  vorkommt,  in  welcher  also  irgend  welche  Schwierigkeiten  ge- 
funden werden  können.  Das  Verhalten  diesen  gegenüber  entzieht 
sich  der  Beurteilung,  weil  der  voi auszusetzende  Standpunkt  der 
Lernenden  zu  verschieden  ist.  Nur  soviel  sei  als  charakteristisch 
für  das  Zuwerkegchen  bemerkt,  dass  dasselbe  nicht  grösstmögliche 
Einfachheit  und  Leichtfasslichkeit,  sondern  erschöpfende  Behandlung 
aller  zur  Doctrin  gehörigen  Punkte  anstrebt,  zum  Teil:  Punkte,  welche 
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die  Anfänger  nichts  angehen,  deren  Erörterung  daher  die  Lehre  nur 
complicirt  macht.  Nur  aus  diesem  Grunde  kaun  man  die  gegen- 
wärtige Bearbeitung,  die  soust  hinsichtlich  ihrer  Gründlichkeit  und 
Sorgfalt  für  den  Lehrer  Wert  haben  mag,  nicht  für  definitiv  zum 
Unterricht  geeignet  erkläreu.  Hoppe. 

Text-book  of  algebra  with  exercises  for  secoudary  schools  and 
Colleges.  By  George  Egbert  Fisher,  M.  A.  Ph.  D.  and 
Isaac  J.  Schwatt,  Ph.  D.  Assistent  Professors  of  mathematics  iu 
the  University  of  Pensylvauia.  Part  I.  Philadelphia  Fisher 
and  Schwatt.    683  S. 

Das  Lehrbuch  ist  datür  eingerichtet,  bei  vorausgesetzter  Be- 
kanntschaft mit  deu  elementaren  Rechenoperationen  mit  den  gering- 
sten Ansprücheu  an  mathematische  Begabung  den  Lernenden  in  lang- 
samen Schritten  zum  Verständnis*  der  Algebra  zu  führen.  Es  werden 
(uach  einleitender  Erklärung  der  allgemeinen,  positiven  und  negativen 
Zahlen)  uach  einander  behandelt:  die  4  Grundoperationen  in  allge- 
meinen Zahlen;  dieselben  au  ganzen  algebraischen  Ausdrucken; 
gauzo  algebraische  Gleichungen;  typische  Formen;  Klammern;  Fac- 
toreu  und  Vielfache  ganzer  algebraischer  Ausdrücke;  Brüche;  ge- 
brochene Gleichungen  iu  1  Unbekannten;  Gleichungen  mit  allgemei- 
nen Bekannten;  Interpolatiou  der  Lösungen;  simultaue  lineare  Glei- 
chungen; Aufgaben,  welche  zu  solcheu  führen;  Potenzwurzeln;  Un- 
gleichungen; Irrationalzahlen;  irrationale  Potenzwurzelu  als  Ratioual- 
zahlen  (surdsj;  imaginiiie  und  couiplexo  Zahlen;  quadratische  Glei- 
chuugen;  Gleichungen  höheren  Grades;  irrational  gegebene  Gleichun- 
gen; simultaue  quadratische  und  höhere  Gleichungen;  Verhältuiss, 
Proportion  und  Veränderung;  Exponeutialfunctioueu;  Progressionen; 
das  Binomialtheorem  für  positive  ganze  Exponenten.  II. 


Das  Ganze  des  Linearzeichnens  für  Gewerbe-  und  Realschulen, 
sowie  zum  Selbstunterricht  Von  Professor  Heinrich  Weis- 
haupt.  4  Abteilungen  in  132  Tafeln  nebst  erläuterndein  Text  2. 
Abteilung:  Geometrische  Projectionslchre.  I.Stufe.  Mit  W  Tafeln. 
4.  Auflage,  neu  bearbeitet  von  Dr.  Max  Richter,  Oberlehrer  an 
der  1.  Realschule  zu  Leipzig.  Leipzig  1*'JG.  Hermann  Zieger.  Dl  S. 
Text. 

Nach  Einleitung  über  Darstclluugsweiscn  wird  behandelt:  Dar- 
Stellung  von  Paukten,  Linien  und  Ebenen  in  Normalprojection ; 
Darstellung  von  Prisma,  CyHnder  und  Pyramide  in  Nonnalprojectiou; 
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Uebergang  von  der  Normalprojection  zu  andern  Projeetionsmetho- 
den;  Durchschnitte  kantiger  uud  runder  Körper  mit  Ebenen  uud 
Entwickeluug  ihrer  Oberfläche;  Darstellung  vou  Rotationsflächen; 
Durchdringung  zweier  Körper.  H. 


Sammlungen. 

Uebungsbuch  für  den  Unterricht  iu  der  Goniometrie  und  der 
ebenen  Trigonometrie.  Herausgegeben  von  F.  vou  Lüh  mann, 
Professor  am  Gymnasium  iu  Königsberg  i.  d.  Neumark.  Derliu  189^. 
Leonhard  Simion.    Öl  S. 

Die  hier  dargebotene,  ungemein  reiche  Sammluug  von  Aufgaben, 
welche  aus  dcu  Formelu  der  Goniometrie  durch  verschiedene  Frage- 
stellung bei  Verschiedenheit  der  Data  hervorgehen  ,  ist  zu  mannig- 
faltig, urn  ihren  Umfang  iu  der  Kürze  vorführen  zu  können,  ihre 
angegebene  Einteilung  genügt  dazu  nicht.  Die  Aufgabeu  sind  teils 
algebraisch ,  teils  numerisch.  Wo  eiue  algebraische  Lösung  Sucheu 
erfordert,  ist  der  Weg  angegeben.  Aus  der  Praxis  sind  einige  Auf- 
gaben der  Landesvermessung  aufgenommen. 

Aufgaben  über  Wärme  einschliesslich  der  mechanischen  Wärrae- 
theorie und  der  kinetischen  Theorie  der  Gase.  Für  Studirende  au 
Mittel-  uud  Gewerbeschulen,  zum  Selbststudium  für  angehende  Tech- 
niker, Physiker  u.  a.  Vou  Dr.  Eduard  Maiss,  k.  k.  Professor 
an  der  1.  Staats-Oberrealschule  des  II.  Bezirks  Wiens.  Mit  29  Fi- 
guren im  Text.    Wien  1898.    A.  Pichler's  Witwe  u.  Sohn.    118  S. 

Diese  Aufgaben  sind  eine  Fortsetzung  der  in  demselben  Verlage 
erschienenen  uud  als  sehr  verdieustlich  bereits  anerkannten  „Auf- 
gaben über  Elektricität  und  Magnetismus."  H. 


Tabellen. 

Vierstellige  Tafeln  uud  Gegentafeln  für  logaritbmisches  and 
trigonemetrisches  Rechnen  in  zwei  Farben  zusammengestellt  von 
Dr.  Hermann  Schubert,  Professor  an  der  Gelehrtenschule  des 
Johanueums  iu  Hamburg.    Leipzig  1898.    G  J.  Göschen.    128  S. 
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Die  Tafeln  enthaltet!  die  Logarithmen  der  Gauzcn  bis  10CC0, 
dann  die  log  sin  und  logtg  mit  anfangs  kleinem,  dann  grössern  Dif- 
ferenzen ,  dann  die  diversen  dieser  Functionen.  Die  Interpolation 
ist  nicht  tabellarisch,  sondern  nur  Anweisung  dazu  gegeben.  Am 
Schlüsse  folgen  einige  tabellarische  Angabeu  für  physikalischen  u.  a. 
Gebrauch.  H. 


Tables  for  the  formation  of  logarithms  and  anti  logarithms  to 
twenty  four  or  any  less  number  of  plaees.  With  explanatory  intro- 
duetion  and  historial  preface.  By  Peter  Gray,  F.  R.  A.  S.,  Ho- 
norary  Member  of  the  Institute  of  Actuaries.  London  1S76.  Charles 
aud  Kdwin  Layton.    £1  S. 

Den  Tafeln  geht  voraus  die  Entwicklung  der  vom  Verfasser 
neu  erfundrnen  Methode  der  Berechnung  der  Logarithmen  uebst 
Inversen  auf  grosse  Stellenzahl.  Das  Prineip  ist  die  Auflösung  der 
Zahl  in  Factoren,  deren  Logarithmen  man  in  den  Tafeln  findet.  Den 
Logarithmus  erhält  man  durch  Summation  der  Logarithmen  der 
Factoren.  Hiermit  wird  das  gesamte  Erforderuiss  an  Tafeln  für 
24 stellige  Rechnung  auf  41  8.  reducirt. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  höheren  Mathematik.  Von 
Emanuel  v.  Budisavlievic,  Major  des  Armeestandes,  and 
Alfred  Mikuta,  Hauptmann  des  Div.Art.-Regts.  Nr.  38.,  Lehrer 
au  der  k.  uud  k.  technischen  Militär-Akademie.  —  II.  Band.  Grund- 
züge der  Differential-  und  Integral-Rechnung.  Von  Hauptmann 
Alfred  Mikuta.  Mit  142  Textfiguren.  Wien  und  Leipzig  1898. 
Wilhelm  Braumüller.  607. 

Dieser  Band  umfasst  die  höhere  Analysis;  er  gibt  zuerst  die 
allgemeinen  Principien  und  Methoden  der  Differentiation,  der  Inte- 
gration der  Functionen  und  der  bestimmten  Integrale,  dann  Anwen- 
dungen auf  Reihen,  complexe  Grössen,  Gleichungen,  Maxima  und 
Minima,  dann  auf  Geometrie,  Theorie  der  ebenen,  der  allgemeinen 
Curven,  der  Flächen,  insbesondere  Quadratur,  Rectitication,  Kubatur 
und  Complanation,  danu  auf  Integration  von  Differentialgleichungen. 
Die  Abfassung  zeichnet  sich  aus  durch  ausführliche  Berücksichtigung 
aller  Punkte  und  Fragen ,  deren  Behandlung  für  das  Verständnis* 
von  Seiten  mehr  oder  minder  begabter  Schüler  nötig  scheinen 
möchte,  ein  Gesichtspunkt  hinter  dem  systematische  Darstellung  und 
Concinnität  zurüktreten  mnsste.  Vor  allem  aber  ist  als  unterschei- 
dend von  fast  allen  früheren  Bearbeitungen  der  höhern  Analysis 
hervorzuheben,  dass  die  gegenwärtige  zu  den  wenigen  gehört,  welche 
die  Theorie  des  Unendlichen  als  selbständigen  Lehrgegenstand  aller 
Anwendung  desselben  vorausgehen  lassen.  Durch  das  bisherige  Ver- 
halten ist  ein  vermeintlich  dunkler  Punkt  in  der  Doctrin  geschaffen 

Atch.  d.  Math.  u.  Phyn.   2.  Reihe,   T.  XVII.  2 
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worden:  Lagrange  hoffte  ohne  das  Unendliche  auszukommen,  Euler 
wollte  sich  im  erfolgreichen  Laufe  der  Entdeckungen  nicht  durch 
die  fundamentale  Frage  aufhalten  lassen,  Cauchy  zog  es  vor  nur 
sparsame  Anwendung  vom  Unendlichen  zu  machen.  In  dieser  langen 
Zeit  der  Vernachlässigung  hat  sich  nun  allerlei  verschiedene  unklare 
Auffassung  verbreitet,  die  mit  den  dadurch  veranlassten  Irrtümern 
bis  heute  fortbesteht;   noch  immer  gilt  das  Unendliche  für  eine 
methodische  Schwierigkeit,  bloss  weil  aus  Mangel  an  logisch  cor- 
rectem  Unterricht  bei  zu  vielen  Schülern  das  Verständniss  mangel- 
haft bleibt.   Die  elementare  und  doch  ausreichende  Theorie  des 
Unendlichen  erfordert  keine  neue  Erfindung,  sie  ist  bekannt  genug 
und  leicht  zu  erlernen,  aber  nicht  ohne  Erlernen  selbstverständlich. 
Wo  sie  jedoch  aufgestellt  ward,  hat  man  sie,  ohne  je  einen  Einwand 
dagegen  auszusprechen,  ignorirt  und  sieh  (sei  es  nun  um  der  Popu- 
larität willen  oder  sonst  aus  einem  Motiv)  lieber  an  die  von  Vor. 
urteilen  eingenommene  Menge  gewandt.    Unter  diesen  Umständen 
ist  es  schon  eine  sehr  verdienstliche  Tat,  dass  in  einem  neuen  Lehr- 
buch der  Analysis  eine  Theorie  des  Unendlichen  als  besonderer 
Lehrgegenstand  auftritt.   Freilich  entspricht  die  Aufstellung  noch 
nicht  dem  Ziele  der  Besserung  jener  Zustände;  dazu  müsste  die 
Theorie  in  ihrer  natürlichen  Einfachheit  dargestellt  sein;  in  solcher 
Gestalt  erscheint  sie  hier  noch  nicht,  weil  nach  bereits  erwähntem 
Grundsatz  auch  mindere  Begabung  und  unklare  Auffassung  berück- 
sichtigt werden  sollte,  was  vielleicht  nötig  schien,  um  dem  Schicksal 
früherer  Bearbeitungen  zu  entgehen,  die  man  ganz  beiseite  gelassen 
hat.   Ist  nun  diese  Rücksichtsnahme  durch  die  Umstände  gerecht- 
fertigt, so  kann  man  jedenfalls  berichtigende  Belehrung  verlangen. 
Diese  ist  fast  nirgends  zu  vermissen,  aber  gerade  im  wichtigsten 
Punkte  wird  im  Gegenteil  für  die  vorgefundene  Unklarheit  sogar 
Partei  genommen.  .  Die  verbreitete  irrige  Meinung  ist  die,  dass  zum 
Denken  eiuer  unendlichen  Grösse  ein  unendlicher  Denkprocess  nötig 
sei.    Sie  stammt  nicht  aus  der  elementaren  Algebra,  nicht  aus  dem 
gemeinen  Denken,  sondern  ist  eine  blosse  Verirrung  der  Speculation. 
Mit  einer  Variabein  *  rechnet  man  auf  Grund  ihrer  Variabilität, 
ohne  sie  je  variiren  zu  lassen;  ebenso  rechnet  man  mit  unendlichen 
Grössen,  ohne  den  Lauf  allmählicher  Approximation  je  in  Betracht 
zu  ziehen.   Das  einfache  Mittel  ist  ein  indirecter  Schluss,  auf  den 
sich  die  ganze  Begründung  der  Infinitesimalrechnung  reducirt;  nur 
dieser  ist  exaet  entscheidend ,  die  Approximation  ist  als  Beweis 
lückenhaft,  weil  sie  nicht  zuende  geführt  werden  kann,  ein  Umstand 
der  dio  vermeintliche,  dem  Begriffe  des  Unendlichen  anhaftende 
Schwierigkeit  sehr  erklärlich  macht.    Auch  ist  jener  indirecte  Schluss 
keine  Erfindung  der  Neuzeit,  denn  schon  Euklid  wendet  ihn  an  bei 
den  Proportionen  am  Dreieck;  vielmehr  ist  die  Anwendung  der 
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Approximation  ein  Mis  griff  der  neuen  Lehrmethode,  zu  welchem  die 
andauernde  Abneigung  gegen  fundamentale  Fragen  geführt  hat. 
Gegen  diesen  Misgriff  ist  der  Verfasser  nicht  belehrend  aufgetreten, 
hat  im  Gegenteil  die  irrige  Meinung  noch  unterstützt,  indem  er 
(auf  S.  48)  erstens  schreibt  lim  x  —  ±od  statt  x  —  ±00,  also  sinn- 
verwirrend dem  x  eine  Grenze  zuschreibt  um  auszudrucken,  dass  es 
keine  Grenze  hat,  zweitens  durch  die  Aeusserung:  „Die  Bezeich- 
nungen unbeschränkt  klein ,  bzhw.  unbeschränkt  gross  werdende 
Grössen  würden  bedeutend  klarer  diesen  Process  charakterisiren"  — 
das  (erfolglose)  Denken  einer  Approximation  ohne  Ende  schon  in 
den  Namen  legen  will.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Algebra.  Von  H ei nrich  W eber.  Zweite  Auf- 
lage. Zweiter  Band.  Braunschweig  1899.  Friedrich  Vieweg  und 
Sobn.   855  8. 

In  1.  Auflage  ist  der  1.  Band  im  54.  litt.  Bericht,  S.  21,  der 
2.  Band  im  59.  litt  Ber.  S.  34  besprochen.  In  der  2.  Auflage  ist  dio 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  namentlich  durch  Berücksichti- 
gung der  Arbeiten  von  Frobenius  und  Hillert,  erweitert  worden; 
dagegen  ist  die  ursprüngliche  Grundlage  der  Theorie  der  Abdachen 
Zahlkörper  gegenüber  der  veränderten  von  Hilbert  beibehalten,  und 
sind  nur  einige  Vereinfachungen  eingetreten.  H. 

Octonions.  A  development  of  Clifford's  bi-quaternions.  By 
Alex.  M  Aulay,  M.  A.  Professor  of  mathematics  and  physics  in 
the  University  of  Tasmania.  Cambridge  1898.  London,  E.  J.  Clay 
and  sons.  Leipzig,  F.  A.  Brockhaus.  New  York,  the  Macmillan 
compauy.    Bombaye,  E.  Seysaour  Haie.   253  S. 

Clifford  ist  der  Erfinder  der  Theorie.  Der  Verfasser  trennt  sich 
aus  3  Gründen  von  seiner  Entwicklung:  1)  soll  die  Theorie  ihre 
Begründung  unabhängig  vou  den  Quateruinneu  haben.  2)  baut  er 
auf  euklidische,  Clifford  auf  nicht-euklidische  Geometrie.  3)  ver- 
steht er  Clifford  nicht.  Er  nimmt  ausser  Clifford  noch  Bezug  auf 
Grassmann's  Ausdehnungslebre  und  Sir  Robert  Ball's  Theory  of 
screws.  H. 

Elementar  entwickelte  Theorie  und  Praxis  der  Functionen  einer 
complexen  Variabelen  in  organischer  Verbindung  mit  der  Geome- 
trie. Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Freunde  der  Mathematik,  Von 
Adalbert  Breuer,  k.  k.  Professor  an  der  Staatsoberrealschule 
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des  III.  Gemeindebezirks  Wiens.  Mit  84  Textfiguren.  Wien  1898. 
C.  Dawerkow.   205  S. 

Im  Vorwort  wird  der  heutige  Zustaud  der  Lehre  von  den 
Functionen  Complexer  charakterisirt  als  eine  Vielheit  verschiedener 
Ansichten  und  verschiedener  Wege,  welche  es  zur  dringenden  Auf- 
gabe machten,  eine  einheitliche  Auffassung  zur  Geltung  zu  bringen. 
Aus  allem  weiter  davon  Gesagten  lässt  sich  indes  nicht  entnehmen, 
was  der  Verfasser  mit  der  angeblichen  Verschiedenheit,  mit  der 
Einseitigkeit  der  verfolgten  Wege  und  mit  der  gesuchten  Einheit- 
lichkeit der  Auffassung  gemeint  hat.    Im  vorliegenden  Buche  bean- 
sprucht er,  Analysis  und  Geometrie  in  vielen  Punkten  zur  Deckung 
gebracht  zu  haben,  behandelt  seien  vorläufig  nur  Aufgaben  2.  Gra- 
des.   Das  Buch  selbst  lässt  das  Ziel  des  anfangs  ausgesprochenen 
reformatorischen  Strebens  noch  weniger  erkennen  als  das  Vorwort. 
Es  trägt  die  elementare  Lehre  von  den  complexen  Grössen  nach 
gewöhnlicher  Methode  vor,  geht  aber  weiterhin  sehr  ausführlich  anf 
projective  Geometrie  ein.    Auffällig  ist,  dass  die  Gebilde  von  Ebene 
auf  Ebene  bei  neuer  Begrenzung,  welche  die  allgemeine  Function 
einer  complexen  Variabein  unabhängig  von  ihrer  Reduction  auf  die 
Grundform  a-\-ib  euthält,  daher  zur  Darstellung  des  Begriffs  ver- 
wendbar ist,  gar  nicht  erwähnt  werden.  H. 


Pr6cis  61ementaire  de  la  theurie  des  fonetions  elliptiques,  tablcs 
numeriques  et  applications.  Par  Lueien  L6vy,  Examinateur 
d'admission  et  Repetiteur  d'aualyse  ä  r£cole  polyteehnique.  Paris 
1898.    Gauthier- Villars  et  fils.    237  S. 

Das  Vorliegende  zeigt  eine  Auswahl  von  Lehrgegenständen  aus 
der  höhern  Analysis,  unter  audem  auch  der  Doctrin  der  elliptischen 
Functionen,  nach  Aussage  der  Vorrede  bearbeitet  für  Ingenieure, 
welche  die  Integralrechnung  nicht  studirou.  Hauptziel  ist  numeri- 
sche Anwendung  und  sind  für  diesen  Zweck  4  Tafeln  (im  Umfang 
von  9  Seiten)  über  A',  u.  a.  entlehnt  von  Legcudre  und  Bertrand 
beigegeben.  H. 

Höhere  Analysis.  Erster  Teil.  Differentialrechnung.  Vou  Dr. 
Friedlich  Junker.  Mit  63  Figuren.  Leipzig  1898.  G.J.Göschen. 
192  S. 

Es  ist  nicht  überflüssig  zu  bemerken,  dass  dieses  Lehrbuch  in 
einem  besondern  Abschnitt  die  Lehre  vom  Unendlichen  gibt.  Leider 
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ist  diese  Lehre  nicht  geeignet  den  herrschenden  Irrtümern  and  Un- 
klarheiten abzuhelfen,  weil  sie  sich  keiner  exaeten  Rede  befleissigt. 
Die  Fehler,  um  die  es  sich  hier  handelt,  stammen  nicht  aus  dem 
gemeinen  l  enken,  sondern  siud  erst  von  Gelehrten  iu  die  Lehre  vom 
Unendlichen  hinehigcklügelt  worden.  In  gemeiner  Hede  sagt  man 
von  jemand,  der  etwas  tun  kann,  nicht,  er  könne  fähig  werden, 
sondern  er  sei  fähig  es  zu  tun.  In  der  Algebra  heisst  x  variabel, 
wenn  es  variiren  kann,  währendes  vielleicht  in  der  ganzen  Rech- 
nung nicht  variirt.  Statt  aber  ebenso  zu  detiuiren:  eine  Variable 
ist  unendlich  klein,  wenn  sie  (nach  abs.  W.)  beliebig  klein  werden 
kann,  sagon  jene  unklaren  Didakten:  dann  (kann  sie  unendlich 
klein  werden ,  lassen  also  das  Attribut  unendlich  klein  selbst  uner- 
klärt, und  iu  der  ganzen  Infi  uitesimalrechuuug  bleibt  es  unverstan- 
den. Von  ähnlichen  unlogischen  Fassuugeu  der  Lehren  ist  das  Buch 
voll.  Hoppe. 

Introduction  to  the  theory  of  analytie  funetious.  By  J.  Hark- 
ness,  M  A.  (Cambridge)  Professor  of  mathematics,  Bryn  Maurr 
College,  Pennsylvania,  and  F.  Morley,  Sc.  I).  (Cambridge)  Professor 
of  pure  mathematics,  Haverford  College,  Pennsylvauia.  London 
Itite.    Macmillau  and  Co.    33Ö  S. 

Das  Buch  behandelt  nach  einander:  dis  Ordinalzahlensystem, 
geometrische  Darstellung  complexer  Zahlen,  bilineare  Transfor- 
mation, rationale  algebraische  Function,  Convcrgcnz  unendlicher 
Reihen,  einförmige  Convergenz  reeller  Reihen,  Potenzreihen ,  Ope- 
rationen mit  ihnen,  Continuation  von  solchen,  analytische  Theorie 
der  Exponentialfunctionen  und  Lo^arithineu,  singulare  Punkte 
analytischer  Functionen,  Weierstrass '  Factor- Theorem,  Integration, 
Laureut's  Theorem  und  die  Thetafunctionen,  Functionen  aus  eiuem 
Netze,  elliptische  Functionen,  einfache  algebraische  Functionen  auf 
Riemann'scheu  Flächen,  algebraische  Functionen,  Cauchy's  Theorie 
und  das  Potential.  Die  Lehrweise  ist  elementar,  nur  stellt  sie  an 
den  Leser  dio  nicht  leichte  Aufgabe,  iu  jedem  Satze  die  nicht  aus- 
gesprocheneu Gedanken  zu  erraten.  H. 

Die  Formeln  für  die  Summe  der  natürlichen  Zahlen  und  ihre 
ersten  Potenzen  abgeleitet  an  Figuren.  Von  Dr.  Karl  Bochow, 
Oberlehrer  in  Magdeburg.    Berlin  18(J8.   Otto  Salle.    45  S. 

Es  werden  die  mauuigfaltigon  Ilolationcn  zwischen  den  ein-  und 
mehrfachen  Summen  der  !,  2,.  .  .  Gten  Potenzen  der  Zahlen  1 
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2,  .  .  .  auf  planimetriseh  und  stereometrisch  constructivcm  Wege 
hergeleitet  und  benutzt,  nm  (a  -  1,  2,  .  .  .  6)  in  je  einer  ein- 
fachen, anschaulichen  und  übersichtlichen  Figur,  bestehend  aus  Qua- 
draten oder  Kuben,  darzustellen.  H. 


Arithmetische  Studieu.  —  lieber  unbestimmte  Gleichuugen.  — 
Von  G.  Speckmauu.  Leipzig  u.  Dresden  1*96.  1895.  C  A.  Koch. 
23  +  11  S. 

Die  erstcre  Schrift  enthält  7  Aufsatze,  betitelt:  Ueber  algebrai- 
sche Gleichungen.  Potenzcongruenzen.  Üeber  Kubikzahlen.  Ueber 
unbestimmte  Gleichungen.  Auflösung  der  Gleichuug  x2-fny8  —  M. 
Ueber  die  Auflösung  der  Congruenz  x*  =  a(mod.p).  Ueber  die 
Zerlegung  der  Zahlen  in  Factoren  —  welche  interessante  Beobach- 
tungen an  Zahlenreihen  mitteilen.  Die  letztere  vermehrt  die  vor- 
handenen Lösungen  der  Gleichung  x^  —  Dy1  =»  m8,  fortgesetzt  im  4. 
Aufsatze.  H. 


Geometrie. 


Lecons  sur  les  systemes  orthogonaux  et  les  coordonnees  curve- 
lignes.  Par  Gas  ton  Darboux,  Membre  de  l'Iostitut,  Doyen  de 
la  Faculte  des  scieuces  et  Professeur  de  geometrie  supenenre  ä 
l'Universite  de  Paris.  Tome  I.  Paris  1898.  Gauthier  Villars  et 
fils.    338  S. 

Das  1.  Buch  legt  die  Hauptarbeiten  über  die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen 3.  Ordnung  dar,  von  denen  das  Problem  der  drei- 
fach orthogonalen  Systeme  abhängt,  nämlich:  dio  Lame'schen  Fami- 
lien: dreifache  Systeme  mit  einer  Familio  Ebcueu  oder  einer  Familie 
Kugeln;  Untersuchung  eines  particularen  Integrals  der  Gleichung 
3.  Ordnung;  verschiedene  Formeu  derselben;  die  Lame'schen  Fa- 
milien mit  Quadriquen;  Ausdehnung  der  vorhergehenden  Metboden 
auf  Systeme  zu  n  Variabein.  Das  1.  Buch  untersucht  die  Methode, 
welche  Lame  in  deu  „Vorlesungen  über  die  krummlinigen  Coordi- 
naten"  zeigt  für  die  Untersuchung  der  orthogonalen  Systeme  und 
für  die  Anwendung  der  krummliuigou  Coordinaten,  die  sich  an  jedes 
solche  System  knüpfen;  es  nimmt  dieselbe  wieder  auf  um  sie  auf  den 
Fall  von  n  Variabein  auszudehnen  und  Eigenschaften  und  geome- 
trische Bedeutung  jeder  Gruppe  von  Gleichuugen  vollständiger  zu 
studiren,  nachdem  es  zum  Teil  schon  in  2  Abhandlungen  (Ann.  de 
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1'  Fe.  Norm.  ser.  1.  t.  III.  p.  97.  18G6  und  ser.  2.  t.  VIL.  p.  101, 
1878)  geschehen  ist.  Die  Abschnitto  sind:  orthogonale  Systeme  zu 
n  Variabein ;  das  bewegte  Tetraeder;  Untersuchung  eines  besondern 
dreifachen  Systems;  Prüfuug  des  dritten  Typus  von  Lösungen; 
Untersuchung  von  Isothermen  und  anderer  Systeme,  die  in  der 
Wärmetheorio  auftreten;  die  dreifachen  Systeme  von  Bianchi. 

H. 


La  nouvelle  science  geometrique  (geometrique  du  cercle).  Par 
Joseph  Fola  Igurbide.  (Traduction  de  l'editiou  Espagnole 
corrigeo  et  augmentee  par  l'auteur)  Barcelona  (Espagne)  1898.  J. 
Roma.    39ti  S. 

Die  bisherige  Geometrie  wird  als  bekannt  vorausgesetzt  und 
eine  neue  geometrische  Wissenschaft  angekündigt.  Statt  dieser  findet 
man  nur  lose  Phantasie  im  Gebiete  einiger  Raumgebilde  ohne  er- 
sichtliches intellectuellcs  Ziel.  Hoppe. 

Premiers  prineipes  de  geometrie  moderne.  Ä  l'usage  des  eleres 
de  mathematiques  speciales  et  des  candidats  ä  la  licence  et  ä  l'agre- 
gation.  Par  Ernest  Duporcq,  ancien  eleve  de  l'ßcole  Polytech- 
nique,  Ingenieur  dos  telegraphes.  Paris  1899.  Gauthier  Villars. 
160  S. 

Vorgängig  wird  behandelt:  die  Anwendung  der  Imaginären  und 
die  ersten  Begriffe  über  die  Transformationen  ,  dann :  homographi- 
sche Teilungen  und  Büschel,  Involutiou,  Ergänzung  der  Curveu  und 
Flächen  2.  Grades;  dann:  homographische  Transformationen,  cor- 
relative  Transformationen;  dann  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
und  zwar:  Desargues-Sturm'scher  Satz,  Pole  und  Polaren,  verschie- 
dene Probleme  und  Sätze,  einem  Kegelschuitte  harmonisch  um-  und 
eingeschriebene  Kegelschnitte,  Eigenschaften  der  Quadriquen  und 
zwar:  Pole  und  polare  Ebenen,  Schnitte  zweier  Quadriquen,  Büschel 
uud  Netze  von  Quadriquen,  harmonisch-  um  uud  eingeschriebene 
Quadriquen;  dann  Untersuchung  einiger  Transformationen  und  zwar: 
Anwendungen  der  homographischen  Transformationen,  ebene  Dar- 
stellung der  Quadriquen,  Inversion,  eyklische  Ebeueu,  ebene  quadra- 
tische Transformationen,  Lie's  Transformation.  II. 

Ueber  die  Gruppen  von  mehrfach  perspectiven  Dreiecken  in  der 
Ebene.  Von  J.  Valyi  in  Klausenburg.  Monatshefte  d.  M.  u.  Ph. 
Jahrg.  IX.   fc  S. 
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Aus  den  mannigfaltigen  Beobachtungen,  unter  dencu  namentlich 
der  Satz  angeführt  ist:  Zwei  concentrische  reguläre  Dreiecke  sind 
dreifach  perspectiv;  die  Ceutra  und  Axen  bilden  je  ein  reguläres 
mit  demselben  concentrisches  Dreieck  —  rcsultiren  u.  a.  die  Sätze: 
Bei  einer  ebenen  Curve  3.  Ordnung  bilden  die  4  Dreiecke,  deren 
Seiten  die  9  Inflexionspunkte  enthalten,  eine  Gfach  perspective  Gruppe. 
Bei  2  dreifach  perspectiven  Dreiecken  kommeu  die  4  Umstäude: 
a)  die  3  Centra  liegen  in  einer  Geraden,  b)  die  3  Axen  schneiden 
sich  in  einem  Punkte,  c)  die  6  Eckpunkte  beider  Dreiecke  liegen 
auf  einem  Kegelschnitte,  d)  die  (r>  Seiten  beider  Dreiecke  berühren 
einen  Kegelschnitt,  entweder  gleichzeitig  vor,  oder  es  fehlen  alle 
4.  —  Wenn  2  Dreiecke  in  einer  solchen  perspectiven  Beziehuug 
stehen,  dass  das  Centrum  und  die  Axe  Pol  uud  Polgerade  in  Be- 
zug auf  das  eine  Dreieck  sind,  so  bestehen  unter  ihnen  auch  noch  3 
weitere  perspective  Beziehungen.  H. 


Ueher  die  bildliche  Darstellung  geometrischer  Raumgebilde  in 
2  centralen  Projectionen  oder  die  Doppelperspective.  Von  Professor 
Franz  Schiffner.  46.  Jahresber.  d.  k.  k.  Staats-Oberrealsch. 
Wien  III.  Bez.  1896-1897.   24  S. 

In  Anwendung  auf  die  Construction  dor  stereoskopischen  Bilder 
ist  diese  Projectionsweiso  schon  öfter  behandelt.  Hier  sind  es  fol- 
gende Themata:  Annahmen  und  Beziehungen,  Darstellung  des  Punk- 
tes; Doppelperspective  der  Geraden  und  der  Punktreihe;  Darstel- 
lung der  Ebene  in  2  centralen  Projectionen;  besondere  Lagen  von 
2  Geraden,  2  Ebenen,  1  Geraden  und  1  Ebene;  die  wahre  Grösse 
einer  Strecke  und  des  Winkels  zwischen  2  Geraden;  die  2  centralen 
Bilder  ebener  Figuren;  znr  Darstellung  von  Raumcurvcn  in  2  cen- 
tralen Projectionen,  einiges  über  doppelperspectivische  Bilder  von 
Körpern.  H. 


Analytische  Geometrie  des  Raumes.  Von  Dr.  Max  Simon, 
Strassburg  i.  E.  Mit  28  Abbildungen.  Leipzig  1898.  G.  J.  Gö- 
schen.  200  S. 

Der  Inhalt  des   Buches  rechtfertigt  nicht  im  mindesten  den 
Titel :  analytische  Geometrie.    Es  enthält  vielmehr  nur  eine  Coor- 
dinatenlehre  mit  Anwendung  auf  Flächen  2.  Grados  in  syntheti- 
*r  Behandlung;  im  einzelnen  das  Dualitätspriucip,  die  Coordinaten- 
rformation,  die  Kugel,  die  Flächen  3.  Grades  und  2.  Classe  in  all- 
iner  Behandlung,  Kegel  und  Cylinder,  die  eigentlichen  centralen 
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Flächen  2.  Grades  (Quadriks)  in  allgemeiner  Behandlung,  die  cen- 
tralen KegelHächen  in  specieller  Behandlung,  die  Paraboloide,  Ku- 
batur. Hoppe. 

Sur  les  courbes  paralleles  ä  l'ellipse.  Par  F.  Gomos  Tci- 
xeira,  Professeur  ä  l'Aeademie  polytechnique  de  Porto,  ancien 
Professeur  ä  l'Univcrsite  de  Coimbrc.  Bruxelles  1838.  Hayez.  39  S. 

Diese  Curven,  bereits  untersucht  von  Cauchy  (Compt.  R.  1841 
p.  1UG2),  Breton  de  Ghamp  (Nouv.  Ann.  t.  HI.  1814),  Catalan  (N. 
A.  1.  c.  p.  553),  werden  hier  in  vielseitiger  Weise  behandelt  und 
alle  Punkte  zur  Frage  gebracht:  ihre  Bedeutung  als  Turoide,  ihre 
mehrfachen  Punkte,  ihre  4  Rückkehrpunkte,  die  Fälle,  wo  ihr  Ab- 
staud  von  der  Ellipse  dritte  Proportionale  zu  deren  Halbaxen  ist, 
ihre  Asymptoten,  die  12  Rückkehrpunkte  und  8  dreifache  Punkte 
der  Toroide,  ihre  Fusspunkt- Curvc  und  zahlreiche  Eigenschaften, 
die  durch  Verbindung  mit  andern  Gebildeu  hervorgehen.  H. 

M.  Juan  J.  Duran  Loriga.  Commandant  d'Artillerie  a  la 
Corogne.  Notes  de  geometrio.  —  Sur  des  triples  de  cercles  asso- 
ciees,  Association  Franchise.    Congres  de  Saint-ßtienne  1897. 

In  2  Noten  .im  Journal  von  Longchamps  (1^96  p.  78  und  Ja- 
nuar, Februar,  März  1897)  hat  der  Verfasser  eine  elementare  Unter- 
suchung publicirt  über  Kreise,  die  er  radicalu  und  autiradicale  Kreiso 
uenut,  und  dabei  die  Hoffnung  ausgesprochen,  dass  die  systematische 
Einführung  in  die  Geometrie,  besonders  in  die  Geometrie  des  Drei- 
ecks zu  interessanten  Ergebnissen  führen  würde.  Um  aber  unmittel- 
bar die  Gleichung  der  obengenannten  Kreise  zu  erhalten,  sei  es  sehr 
vorteilhaft  nicht  allein  die  Gleichungen  in  barycentrischen  Coordi- 
naten  der  Kreise,  sondern  auch  der  merkwürdigen  Punkte  als  ver- 
schwindende Kreise  ansehen  zu  können.  Hierauf  stützt  sich  der 
gegenwärtige  Aufsatz  über  Tripel  assoeiirter  Kreise.  Da  die  Ergeb- 
nisse nur  in  Rechuungsform,  nicht  in  Worten  vorliegen,  so  ist  eine 
kurze  Mitteilung  nicht  wol  möglich.  H. 

Grundlagen  zu  einer  Geometrie  der  Kugel  nach  Grassmanu's 
Ausdehnungslehre.  Von  Ernst  Rudert.  Progr.  d.  III.  städtischen 
Realschule  zu  Leipzig  1898—1899.    4°.    44  S. 


Der  Abhandluug  wird  (weil  Grassmanu's  Ausdehnungslehre  zu 
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wenig  bekannt  (?)  sei),  soviel  von  Grassmann's  Lehre  vorausgeschickt, 
als  zum  Verständuiss  der  gegenwärtigen  Arbeit  erforderlich  sei. 


Darstellende  und  projective  Geometrie  nach  dem  gegenwärtigen 
Staude  dieser  Wissenschaft  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Be- 
dürfnisse höherer  Lehranstalten  und  das  Selbststudium.  Von  Dr. 
Gustav  Ad.  V.  Peschka,  ordent.  öffentl.  Professor  an  der  k.  k. 
technischen  Hochschule  in  Wien,  k.  k.  Regieruugsrath ,  Mitglied  der 
Staats-  und  Diplomsprüfungs- Commission  an  der  technischen  Hoch- 
schule, Mitglied  der  wissenschaftl.  Prüfungscommissiou  für  das  Lehr- 
amt an  Gymnasien  und  Realschulen  an  der  k.  k.  Universität  in 
Wien,  wirkl.  Mitglied  der  kais.  Lcopold-Carol.  deutschen  Akademie 
der  Wissenschaften,  Ehren-  und  wirkl.  Mitglied  gelehrter,  patrioti- 
scher und  humanitärer  Gesellschaften  und  Vereine,  Besitzer  der  k.  k. 
östetr.  grossen  goldenen  Medaille,  Oflicier  und  Ritter  hoher  Ordeu 
etc.  Erster  Band.  Zweite,  umgearbeitete  und  erweiterte  Auflage. 
Mit  einem  Atlas  vou  43  lithograph.  Tafeln.  Leipzig  und  Wien  1899. 
Franz  Deuticke.    717  S. 

Die  1.  Auflage  ist  im  275.  litt.  Bericht,  Seite  27  besprochen. 
In  der  2.  Auflage  wird  hervorgehoben,  dass  der  hier  aufgenommene 
Teil  der  projectiven  Geometrie  einer  vollständigen  Umarbeit  uutor- 
zogcu  worden  ist.  Ferner  ist,  zur  Vervollständigung  der  Methodik 
der  darstellenden  Geometrie ,  einerseits  den  Grundbegriffen  der  co- 
tirteu  Projcclionsmethode  ein  Raum  angewiesen,  audrerseits  die 
Axonometrie  durch  die  graphische  Behandlung  der  fundamentalen 
Lagen  und  Massbeziehungen  ergänzt  worden.  EL 


Die  Anwendung  trimetrischer  Punktcoordiuatcn  auf  die  merk- 
würdigen Punkte  des  Dreiecks.  Von  Dr.  Friedrich  Wilhelm 
Frankeubach,  Realschul-Director.    Progr.    Lieguitz  1899.   39  S. 

Die  trimetrischeu  Coordiuateu  —  das  sind  die  Abstände  des  zu 
bestimmenden  Puukts  von  den  Seiten  des  Fuudamentaldreiecks  — 
werden  angewandt  auf  Spiegelpunkt,  llarmonikale,  Polare,  Spiegel- 
puuktscurve  und  einige  Transversaleu  der  merkwürdigen  Punkte  des 
Dreiecks,  und  viele  Sätze  hergeleitet.  H. 
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Trigonometrie. 

Ueber  das  sphärische  Dreieck.  Von  Eduard  Grohmann. 
Progr.    Unter- Realschule.    Wien  I.    1897.    16  S. 

Ueber  das  gemeino  sphärische  Dreieck.  Von  Eduard  Groh- 
mann.  Zeitschr.  für  das  Roalschulwesen.   XIII.   657.   6  S. 

Die  erste  Schrift  bezieht  sich  auf  die  Determination  des  casus 
ambiguus,  wo  2  Seiten  und  1  Gegenwinkel  oder  2  Winkel  und  1 
Gegenseite  gegeben  sind.  Es  wird  zuerst  nachgewiesen,  dass  die 
Determination  nach  Mocnik's  Lehrbuch  in  gewissen  Fällen  nicht  zu- 
trifft und  ein  gloiches  von  andern  Lohrbüchern  ausgesagt.  Der  Ver- 
fasser findet  den  Ursprung  der  Fehler  in  einer  sehr  gewöhnlichen, 
aber  unangemessenen  und  verführerischen  Behandluugsweise  der 
Determination  uud  nimmt  nun  Aulass  ausführlich  auf  das  correcte 
Verfahren  einzugehen.  In  der  andern  Schrift  erklärt  es  der  Ver- 
fasser für  nützlich,  bei  Dreiecksaufgaben,  wo  2  Stücke  nur  in  Summe 
oder  Differenz  vorkommen,  auch  die  Stücke  einzeln  zu  bestimmen. 

H. 


Mechanik. 

Theoretical  mechanics,  an  introduetory  treatiso  on  the  prin- 
ciples  of  dyiiamics  with  applications  aud  numerous  examples.  By 
A.  E.  H.  Love,  M.  A. ,  F.  R.  S.,  Fellow  and  Lecturer  of  St. 
Johu's  College,  Cambridge.    Cambridge  1897.   379  S. 

Der  Lehrstoff  ist,  wie  man  sieht,  obwol  es  nicht  ausgesprochen 
ist,  in  Gruppen  geteilt,  der  Art  dass  nicht  die  Principien  unter 
einem  Gedanken  zu  einem  System  geordnet,  zusammenstehen,  sondern 
das  einzelne  Princip  (oder  der  neue  Begriff)  zur  Lösung  einer  neueu 
Gruppe  speciellerer  Probleme  führend  immer  als  neuer  Zuwachs  zur 
vorausgehenden  Theorio  erscheint.  Jcdor  Satz  ist  eine  Zeile  (oder 
einige  Zeilen)  Text  und  eine  Formel.  Damit  ist  er  abgetan  und 
wird,  wie  auf  Commando,  sofort  verstanden ;  Entwickelung  fiudet  nie 
statt;  es  folgen  Beispiele.  Vormisseu  kaun  man  gleich  im  Anfang 
Vieles.  Von  einer  Statik  ist  nicht  die  Redo,  mithin  auch  nicht  von 
der  Reduction  und  den  Gleichgewichtsbedinguugcn  eines  Kräfte- 
systems, vom  Schwerpunkt  und  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeit. Zwar  stehen  vor  der  Dynamik  4  Capitel  Präliminarien, 
doch  eins  derselben  enthält  schon  die  Newton'sche  Centraibe- 
wegung; von  Statik  kommt  nur  einmal  etwas  über  Kräftepare  vor. 

Hoppe. 
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Lehrbuch  der  Mechanik  (Cours  de  mecanique).  Von  Ch. 
Sturm.  Uebersetzt  vou  Theodor  Gross,  Privatdoccnt  und  Lehrer 
an  der  Königl.  Festuugsbauschule.  Erster  Baud.  Berlin  lri)9.  S. 
Calvary  u.  Co. 

Einige  bei  der  Uebersctzung  vorgenommene  Acndcrungen  sind 
im  Vorwort  angezeigt,  die  wir  nur  gutheissen  köuneu.  Der  1.  Baud 
euthält  die  Statik  und  den  1.  Teil  der  Dynamik.  Die  Statik  beginnt 
mit  den  Kräften,  die  auf  1  Punkt  wirken.  Hier  ist  im  Grunde  nur 
die  lineare  Zusammensetzung  zu  erklären  und  das  Parallelogramm 
der  Kräfte  zu  beweiseu.  Aus  letzterm  geht  dann  hei  vor  die  ortho- 
gonale Zerlegung  der  Kräfte,  ihre  Zusammensetzung  und  ihre  Gleieh- 
gewichtsbedingungeu,  weiter  verwendet  auf  den  Fall  beschränkt  be- 
weglichen Angriffspunkts.  Nun  hat  aber  der  Verfasser  ganz  ord- 
nungswidrig einen  Satz  eingeschoben,  der  sich  nicht  auf  1  Augriffs- 
punkt, sondern  auf  ein  starres  System  als  Angriffsobject  bezieht, 
nämlich  den  Satz  (6)  von  der  Verschiebung  des  Augriffs  in  der 
Kraftrichtung.  Angewandt  wird  er  in  dem  bezeichneten  Abschuitt 
nicht!  es  ist  also  kein  Motiv  zu  orseheu  ihn  nicht  bis  zum  folgeudeu 
Abschuitt  zu  versparen,  wo  er  Auwendung  finde*.  Hier  iu  der  Tat 
lässt  sich  für  das  Zuwerkegehen  ein  Motiv  entdecken.  Denn  die  Ein- 
führung des  starren  Systems  beruht  auf  einer  interimistischen  Hy- 
pothese der  Statik,  die  hier  wie  gewühulich  verschwiegen  wird.  Soll 
mau  nun  auuehmen,  der  Verfasser  habe,  um  der  logischen  Kritik  zu 
entgehen ,  deu  Satz  so  fern  und  ins  Duukel  gestellt?  Es  folgt  nun 
weiter  (für  starres  Punktsystem)  Zusammensetzung  und'Gleichgewicht 
paralleler  Kräfte;  Schwerpunkt;  dessen  Berechnung;  Anziehung;  be- 
sondere Korper.  Die  Dynamik  behandelt:  Beschleunigung;  Masse; 
Bewegung  schwerer  Körper;  bei  widerstehendem  Mittel:  Pendel;  Pla- 
ueteubewegung. In  deu  letzten  lJ  Lectionen  werden  sehr  mannig- 
faltige ümstäude  iu  Betracht  gezogen.  Hoppe. 
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LXVII. 


Mechanik. 

Theorie  du  potentiel  Xewtonien,  lecons  professees  ä  la  Sorbonne 
pcndant  le  premier  semestre  1 894—  1895.  Far  Poincare,  Membre 
de  rinstitnt  Rediges  par  Eduard  Le  Roy,  ancicn  elevo  de 
l'ßcole  normale  supcrieure,  Docteur  des  scicnccs ,  Georges  Vin- 
cent, Ägregö  pn  parateur  ä  l'ßcole  normale  superieure.  Paris 
1899.    Georges  Carre  et  C  Naud.   300  S. 

Es  werden  in  einfacher  leicht  verständlicher  analytischer  Her- 
leitung  nach  einander  folgende  Capitel  behaudelt:  Potential  in  einem 
äussern  Punkte  mit  wirkenden  Massen,  Gleichung  von  Laplace,  Bei- 
spiele, Eutwiekelung  in  Reihet);  —  in  eiuem  innern  Punkte,  Formel 
von  Poisson;  anziehende  Flachen  und  anziehende  Linien;  die  Func- 
tion von  Green  und  das  Problem  von  Dirichlet;  dessen  Lösung  im 
Fall  des  Kreises  und  der  Kugel;  Theorem  ton  Harnack;  Doppcl- 
schichten; Lösung  des  Dirichlct'schen  Problems,  Methode  von  Be- 
layage;  —  Methode  von  Neumann;  deren  Ausdehnung  auf  den  Fall 
eiufach  zusammenhangender  Gebiete,  die  fundamentalen  Functionen. 

H. 

Cinematique  et  mecanisme  potentiel  et  mecanique  des  fluides. 
Cours  professe  a  la  Sorbonne.  Par  H.  Poincare,  Membre  do  l'In- 
stitut.  Redig6  par  A.  Guillet.  Paris  1899.  Georges  Carre  et 
C.  Naud.    385  S. 

Es  werden  folgende  Capitel  behandelt:  Kinematik  im  allgemei- 
nen, Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen,  auf  der  Ebene  glei- 

Arch.  (1.  M«th.  u.  rhysik.  2.  Belli«.  T.  XVII.  3 
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tcnden  Gebildes;  Bewegung  eines  unveränderlichen  starren  Körpers; 
Helikoidalbeweguug ;  relative  Bewegung  eines  Punktes;  Mechanismen; 
Furictioncu  der  Kräfte';  Theorem  von  Green  und  Anwendungen;  An- 
ziehung eines  Ellipsoids;  Mechanik  der  Flüssigkeiten;  Hydrodynamik. 

H. 


Die  Probleme  des  logarithmischcn  Potentials  für  eine  von  zwei 
Kreisbogen  begrenzte  ebene  Fläche.  Ein  Beitrag  zur  Potential- 
theorie.  Mit  zwei  Tafeln.  Inaugural-Dissertation  zur  Erlangung  der 
Doctorwürde  der  hohen  philosophischen  Facultät  der  Universität 
Leipzig  vorgelegt  von  Wilhelm  Üiirll,  Cand.  Prob,  und  Vicar  am 
Realgymnasium  zu  Zwickau.    Leipzig.    134  S. 

Die  Probleme  sind:  Es  soll  entsprechend  einem  gegebenen  Punkte 
innerhalb  zweier  sich  schneidenden  Kreise  ermittelt  werden  die 
Greeu'scho  Fuuctiou,  die  Green'sehe  Belegung  der  Kreisbogen,  deren 
Wert  in  den  Schnittpunkten  der  Krei.se  uud  die  Verteilung  der  Ge- 
samtmasse der  Belegung  auf  die  Kreisbogen.  Vorbereitend  wird  die 
Grcen'scho  Function  detinirt,  die  zweckmässigen  Coordinaten  zur 
Lösung  eingeführt,  die  augewandten  Methoden  angegeben,  llülfssätze 
und  Entwickelungen  zur  Verwendung  in  der  Theorie  abgeleitet.  Die 
Behandlung  der  Probleme  selbst  ist  eine  dreifache,  die  Methode  der 
Spiegelpunkte,  die  Methode  des  Fourier'schen  Integrals  und  die  Re- 
duetiou  der  Resultate  der  eiuenMethode  auf  die  der  auderen.  II. 


Cour9  complemeutaire  de  mecanique  rationelle.  Lccons  sur 
Integration  des  equations  ditt'erentielles  de  la  mecanique  et  appli- 
cations.  Par  P.  Painlove,  iMaitre  de  Conferences  ä  la  Faculte 
des  scienecs  de  Paris.    Paris  181)5.    A.    llernnuu.    4°.    291  S. 

In  17  Lectionen  wird  die  gesamte  Mechanik  nebst  Anwendungen 
gegeben.  Die  ersten  behandeln  nach  einander:  Definitionen,  Be- 
wegung des  Schwerpunkts,  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt,  Gleichungen  der  Bewegung  der  Systeme  mit  und  ohue 
Reibuug:  Gleichuugen  von  Lagrange,  Gleichung  von  D'Aleiubet,  Satz 
von  Lionville  (relative  Beweguug),  Anwendung  vou  Lagrange's  Glei- 
chungen zu  deren  Untersuchung,  —  Untersuchung  der  kleinen  Be- 
wegungen, Theorie  des  letzten  Multiplicators ,  Eigenschaften  der 
ersten  Iutegrale.  H. 


Cours  complementaire  de  mecanique  rationelle.    Lecons  sur  le 
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frottement.  Par  Painlcve,  Mattre  do  Conferences  ä  la  Faculte  des 
sciences  ä  Paris.    Paris  1895.    A.  Hormaun.    4°.    171  S. 

Die  Theorie  der  Reibung  wird  in  folgenden  Abschnitten  ge- 
geben: Definition  der  Kräfte  der  Reibuug,  Form  der  Gesetze  der 
Reibung,  Besondere  Fälle):  Bewegung  eines  Punkts  auf  einer  Curve 
oder  Fläche,  allgemeiner  Fall.  Combiuation  der  Verknüpfungen, 
besonderer,  allgemeiner  Fall,  Fall,  wo  eiuo  Gruppe  von  Verknüpf- 
ungen ohne  Reibung  ist.  Regel  bezüglich  auf  die  Combination  be- 
liebiger Verknüpfungen,  Bemerkung  über  den  Fall  der  Reibung  in 
der  Ruhe.  Ueber  die  Vereinbarkeit  von  Verknüpfungen.  Ueber  die 
Uebcrflüssikeit  der  Verknüpfungen.  Aufzählung  der  einfachen  Ver- 
knüpfungen zwischen  starren  Körpern,  Verknüpfungen  1.,  2.,  3. 
Classe,  deren  Combination.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Gesetze 
der  Reibung.  —  Es  folgen  vielo  Anwendungen.  II. 

The  cquatious  of  hydrodynamics  in  a  form  suitable  for  appli- 
cutioii  to  problems  connected  with  the  movements  of  carths  atmo- 
sphere.  Prepared  at  the  request  of  Willis  L  Moore,  Chief  of 
the  bureau.  By  Joseph  Cottier,  Columbia  University.  Published 
by  authority  of  the  Secretary  of  agriculture.  Washington  1887. 
Weather  bureau.    4°    8  S. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  gewöhnliche  Aufstellung  der 
hydrodynamischen  Gleichungen  in  rechtwinkligen  Coordinaten  sich 
nicht  eigne  für  Vorgänge,  die  mit  der  Atmosphäre  in  Verbindung 
stehen,  wegen  der  Krümmung  der  Erdoberfläche,  und  nimmt  daraus 
Anlass  sie  auf  Polarcoordinaten  zu  transformiren.  H. 


T  e  c  h  n  i  k. 

Essai  sur  la  theorie  des  machines  electriques  ä  influence  Par- 
V.  Schaeffers,  S.  J..  Doctcur  es  seiences  physiques  et  mathemati- 
ques,  Professour  au  College  de  la  compagnic  de  Jesus  ä  Louvain. 
Paris  1893.  Gauthier  Villars  et  fils.  Bruxelles.  Polleunis  et  Ceu- 
terick.    139  S. 

Die  Gegenstände  der  Schrift  sind  folgende:  Ursprung  der  In- 
fluenz-Maschinen. Fundamentale  Principien.  Classificationen  der  In- 
fluenzmaschinen: Maschine  von  Carre  (mit  arithmetischem  — )  Ver- 
doppler  von  Bounet  (mit  geometrischem  Wachsen).  Multiplicator 
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von  Nicholson,  Maschinen  vou  Belli,  Verler-Mnschine  vou  Toepler. 
—  Theorie  der  heutigen  Influenzmaschinen.  Maschinen  erster  Art, 
nämlich  mit  einfacher  Rotation:  erste  Maschine  von  Holtz,  Ma- 
schine von  Schwodoff,  von  Voss,  Replenischers  von  Lord  Ke- 
lein.  Maschinen  2.  Art,  nämlich  mit  inversen  Rotationen:  zweite 
Maschine  von  Holtz.  Maschine  von  Winshurel,  von  lionetti, 
von  Pidgeon,  mit  Wassertropfen.  Alternative  Maschine:  Maschine 
von  Th.  Gray,  von  Winshurel.  —  Allgemeine  Schlüsse:  In- 
duetoren  und  Iuducte,  Bouutzung  der  Ladungen,  praktische  Dispo- 
sitionen. IL 

Grundlagen  der  Lufttechnik.  Gemeinverständliche  Abhandlungen 
über  eine  neue  Theorie  zur  Lösung  der  Flugfrago  und  des  Problems 
des  lenkbaren  Luftschiffes.  Von  Max  Lochner,  Ingenieur.  Berlin 
18M.    W.  IL  Kühl.    33  S. 

Es  ist  ein  sehr  verbreiteter  und  trotz  alles  Mislingens  lange 
Zeit  uicht  abgetauer  Fehler  der  Forschung,  ilass  sie  meistens  be- 
währte und  erfolgreiche  Methoden  von  einem  Gegenstände  auf  einen 
neuen  zu  übertragen  versucht,  austatt  die  AngrilTswcisc  auf  die  spe- 
cilischen  Eigenschaften  des  neuen  zu  gründen.  Demselben  Fehler 
schreibt  der  Verfasser  auch  das  ganze  bisherige  Mislingen  in  Lö- 
sung des  genannten  Problems  zu.  Man  wendet  auf  Luftfahrt  und 
Leukung,  wie  er  sagt,  nur  die  in  der  Wasserschifffahrt  erprobten 
Mittel  und  Grundsätze  an  ohne  dio  Eigenschaften  der  Luft,  nament- 
lich die  Elasticität  zu  berücksichtigen.  In  der  Tat  waren  die  ersten 
als  leukbar  gebauten  Luftschiffe  ".sämtlich  erfolglos.  Das  erste,  welches 
einen  wirklichen  Erfolg  zu  verzeichnen  hatte,  war  1885  vom  Haupt- 
mann Renard  und  Ingenieur  Krebs.  Die  Schrift  geht  nun  ausführlich 
auf  die  vom  Verfasser  theoretisch  geforderte  Form  des  Luft-Propellers 
ein.  Dio  Flügel  desselben,  nicht  mehr  als  zwei,  sind  Ebeneu,  die 
durch  die  Rotationsaxe  gehen,  auf  der  dem  Luftdruck  ausgesetzten 
Seite  steif,  auf  der  andern  elastisch.  Eine  Aeusscrung  über  die 
Wellen  des  Wassers,  welche  die  circulireudo  Bewegung  ignorirt,  ist 
auffalleud,  aber  hier  bedeutungslos,  weil  es  sich  nur  um  Luftwellen 
handelt.  Es  wird  ferner  erklärt  und  beschrieben:  der  Tragsciiirm, 
die  Flügelhöhlung,  der  Widerstand,  die  Steuerung.  Zum  Schluss 
sind  die  Sätze  der  Theorie  zusammengestellt.  Eine  Tafel  mit  7  Fi- 
guren ist  der  Beschreibung  hinzugefügt.  IL 

Bauwissenschaftlichc  Anwendungen  der  DitTerentialrechung. 
Lehrbuch  und  Aufgabensammlung.    Verfasst  von  Dr.  Arnold  Fuhr« 
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man  Ii,  Geheimer  Hofrath,  ordentl.  Trofessor  au  der  König],  tech- 
nischen Hochschule  Dresden.  Erste  Hälfte  mit  73  —  Zweite  Hälfte 
mit  135  Holzschnitten.  Berlin  1899.  Wilhelm  Ernst  u.  Sohu.  180  -f 
348  S. 

Die  Anwendungen  und  Aufgaben ,  sowie  die  allgemeinen  Unter- 
suchungen beschränken  sich  nicht  auf  Architektur,  sondern  erstrecken 
sich  zum  grossen  Teil  auf  Geodäsie  und  vieles  andre.  Das  Ganze 
ist  nach  den  angewandten  Disciplineu  in  Capitel  geteilt:  Diffe- 
renzen und  Differentiale  (angewandt  auf  Beeinflussung  der  Resultate 
durch  Mcssuugsfehlcr).  Linien  und  Flächen  u.  zw.  einfach,  dann 
doppelt  gekrümmte  Linien,  Flächen.  Vieldeutige  Symbole.  Maxima 
und  Minima  der  Functioueu  einer,  dann  mehrerer  veränderlichen 
Reihen.  H- 


Die  Lehre  vom  Schuss  und  die  Schusstafeln.  L—  II.  Auf  dienst- 
liche Veranlassung  bearbeitet  von  Hey  den  reich,  Hauptmann  a  la 
suite  des  Königlich  Sächsischen  I.  Feldartillerie-Uegiments  Nr.  19, 
koramandirt  als  Mitglied  der  Artillerie-Prüfungskommission.  Berlin 
1893.  Emst  Siegfried  Mittler  und  Sohn.    67  +  109  S. 

Die  erste  Abteilung  gibt  die  Grundbegriffe,  nämlich  den  Vor- 
gang beim  Schuss  im  allgemeinen  zur  Erklärung  der  dabei  gebräuch- 
lichen Benennungen,  dann  die  Ermittelung  derjenigen  Grössen  beim 
Schuss,  welche  zu  ihrer  Feststellung  bestimmter  Geräte  uud  Mess- 
weisen bedürfen  —  Gasdrücke,  Flugzeiten,  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen.  Dann  werden  die  Schusstafelu,  ihre  Einrichtung, 
Aufstellung  uud  Gültigkeit  erklärt.  Die  2.  Abteilung  behandelt  die 
innere,  dann  die  äussere  Ballistik.  H. 


R.  scuola  di  applieazione  par  gl'  ingegueri  in  Napoli.  Pubblicazione 
deliberata  dal  Consiglio  Dircttivo  in  occasione  della  Esposizionc 
Nazionale  di  Torino.  Anno  1898.  Napoli.  Angeln  Traui.  4°. 
121  S. 

Die  zur  Turiner  Ausstellung  1898  ausgegebene  Schrift  gibt  zu- 
nächst die  Geschichte  der  genannten  technischen  Hochschule  Sc.  d. 
Appl.  Diese  ist  durch  königliches  Decret  vom  30.  Juli  1863  ge- 
gründet an  Stelle  der  alten  Hochschule  für  Ingenieure  der  Gewässer 
und   Strassen.    Es  folgt  dann  die  Organisation  der  Schule,  das 
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Namenverzeiehuiss  des  Personals,  Stundenplan  der  Lcctionen ,  17 
Prosramme,  Cabiuettc  und  wissenschaftliches  Material,  statistische 
Augabcn  u.  8.  w.  II. 


Traite  de  nomographie.  Theorie  des  abaques,  Applications  pra- 
tiques.  Par  Maurice  d'  Ocaguo,  Iugcnicur  des  pouts  et  chaus- 
sees,  Professeur  de  V  ftcolo  des  ponts  et  ehaussces,  Kepetiteur  ä 
1'  ßcole  polytechnique.    Paris  1891).    Gauthicr  Villars.   480  S. 

Der  hier  gegebenen  Erklärung  zufolge  wird  unter  Nomographie 
überhaupt  die  geometrische  Construction  einer  in  der  Technik  vor- 
kommenden GrÖssenrelation  verstanden.  Dient  eine  solche  Construc- 
tion einem  vielfach  verschiedenem  Gebrauche,  so  heisst  sie  ein  Aba- 
cus.  Unter  den  Auwendungen  sind  folgende  genannt  und  behandelt. 
Gleichungen  /wischen  2  Variabein,  Functionsscaleu,  Abakcn.  Glei- 
chungen zwischen  3  Variabelu,  Abaken  mit  Kreuzungen,  Anomor- 
phosc  Gebrauch  eines  Transparents  mit  3  Iudices,  sechseckige  Aba- 
ken, oraphike  Anamorpho.se.  Allgemeine  Abaken  mit  abgemessenen 
Punkten,  Abaken  mit  3,  dann  mit  2  parallelen,  dann  mit  nicht  pa- 
rallelen Scalen,  dann  mit  2  geraden  parallelen  und  1  krummen  :  danu 
mit  3  krummen  Scalen,  Anwendung  der  Methode  der  Punkte  abge- 
messen nach  den  empirischen  Gesetzen,  Abaken  mit  doppelter,  meist 
transversaler  Abmessung.  Systeme  von  2  Gleichungen,  Allgemeines. 
Berechnung  der  Profile  von  Wall  und  Graben.  Gleichungen  zwischen 
mehr  als  3  Variabelu,  Elemente  zu  mehrern  Seiten,  Gerade,  Punkte 
zu  2  Seiten,  Elemeute  zu  »  Seiten.  Bewegliche  Systeme.  Allgemeine 
Theorie,  analytische  Entwickelungcn,  Untersuchung  der  Abaken  aus 
den  Gesichtspunkten  ihrer  Structur,  Untersuchung  dir  daistellbaren 
Gleichuugen  mittelst  eines  Typus  eines  gegebenen  Abaeus,  ditfereu- 
ticllo  und  functionelle  Charaktere,  algebraische  Theorie  der  durch  3 
lineare  Systeme  vermessener  Punkte  darstellbaren  Gleirhungen,  Dar- 
stellung der  quadratischen  Gleichungen  mittelst  Gerader  uud  sich 
kreuzender  Kreise.  II. 


Optik,  Akustik  und  Elastizität. 

Lecons  elementaires  d'  acoustique  et  d'  optique.  A  l'usage 
des  caudidates  au  certiricat  d'  «itudes  physiques ,  chimiques  et  na- 
turelles. Par  Ch.  Fabry,  Professeur  adjoint  ä  la  r'acnit<i  des 
sciences  de  Marseille.    Paris  18U8.    Gauthier  Villars  et  Iiis.  350  S. 
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Der  Vortrag  ist  beschreibend  ohne  Formulirung  und  Rechnung. 
Die  mechanischen  Grundlagen  der  Theorie  des  Schalles  uud  des 
Lichtes  bleiben  unberührt  und  unerwähnt.  Die  Gegenstände  siud 
folgende:  vibratorische  Bewegungen,  lu  Betreff  der  Akustik  Ton- 
höhe, Fortpflauzuug,  transversale  uud  lougitudinalo  Schwingung. 
Timbre.  In  Betreff  der  Optik  FortpHauzuug,  Reflexion,  Brechung, 
Prismen ,  Linsen ,  Systeme  optische  r  Ceutra  ,  Dispersion ,  Spectra, 
Farben  der  Körper,  Achromatismus,  optische  Iustrumcutc,  das  Auge 
Geschwindigkeit  des  Lichts,  Uudulation,  Interferenz,  üiffraction, 
Doppelbrechung,  Polarisation,  Photometrie.  H. 

• 

Iio  Reiche  des  Lichtes.  Sonnen,  Zodiakallichte,  Kometen 
Dämmerungslicht  Pyramiden  nach  den  ältesten  ägyptischen  Quellen 
Von  Herrn  au  Grusou.  —  Zweite,  gänzlich  umgearbeitete  Auflage. 
Mit  57  Figuren  uud  5  Tafeln,  zum  Teil  in  farbiger  Ausführung. 
Braunschweig  1895.    Georgo  Westermann.    2G3  S. 

Das  Vorliegende  ist  kein  Lehrcursus,  sondern  bietet  den  Uu- 
kundigen,  welche  Freude  au  Betrachtung  der  Lichterscheiuungen  des 
Himmels  uud  der  Erde  habeu ,  reichliche  Mitteilung  aus  den  Resul- 
taten der  Wissenschaft  über  daran  sich  kuüpfeude  Fragen  nebst  der 
Geschichte  des  Altertums  dar.  Die  Gegenstände  siud  folgende : 
Wärme  und  Licht,  die  Himmelskörper,  das  Tierkreislicht.  H. 

Zur  Theorie  der  Spiegelung  des  Regeubogens  an  eiuer  ruhigeu, 
Wasserfläche.  Von  Dr.  Otto  Handel,  Realgymnasiallehrer.  Ab- 
handlung zum  Jahresberichte  Osteru  1887.  König  Wilhelms  Schule 
zu  Reicheubach  in  Schlesien.    Mit  einer  Figurcutafel.    4°.    19  S. 

Tyndall  hatte  in  seiner  Vorlesung  über  Optik  dahin  entschieden, 
dass  ein  Spiegelbild  des  Regenbogens  nicht  gleichzeitig  mit  dem 
directeu  Bilde  gesehen  werden  könne.  Eine  Reihe  angeführter  Ver- 
suche stimmen  hiermit  nicht:  ein  Spiegelbild  wird  ,  einen  Specialfall 
ausgenommen,  jedesmal  gesehen.  Der  Verfasser  berechnet  den  Vor- 
gang; seine  Ilerlcituug  ist  jedoch  nur  in  sehr  abgekürzter  Weise 
mitgeteilt.  Seine  Resultate  siud  folgeude.  Bei  horizontaler  Richtung 
der  Sonnenstrahlen  liegt  der  Gipfelpunkt  des  reflectirten  Bogens  um 
die  doppelte  Höhe  des  Auges  über  dem  Wasser  tiefer  als  der  des 
direct  geseheuen  Bogens  gleicher  Furhe;  die  gleichartigen  Enden 
beider  Bogen  berühreu  sich ;  das  Spiegelbild  selbst  ergäuzt  den  über 
Wasser  sichtbaren  Bogen  zu  einem  Yolikreise,  desseu  Centrum  ebenso 
hoch  über  dem  Wasser  liegt  als  das  Auge.    Das  Areal,  welches  das 
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Wasser  wenigstens  decken  muss,  wenn  das  Spiegelbild  dem  Be- 
obachter vollständig  sichtbar  sein  soll,  ist  durch  2  coaxialc  Hyperbel- 
zweige und  die  Regeuwand  begrenzt.  Der  Gipfelpunkt  und  der  Mit- 
telpunkt des  gespiegelten  Bogens  liegeu  um  die  doppelte  Höhe  des 
Auges  über  dem  Wasser  tiefer  als  die  entsprechenden  Punkte  des 
direct  sichtbaren  Bogens  gleicher  Farbe;  die  Ebenen  beider  Bogeu 
haben  parallele  Lage.  Bei  constanter  Sonnenhöhe  erscheinen  die 
Gipfel  des  direct  sichtbaren  und  reflectirten  Bogens  um  so  näher  an 
einander  gerückt,  je  geringer  die  Höheu  des  Auges  über  dem  Wasser 
im  Verhältniss  zu  der  horizontalen  Entfernung  der  die  höchsten 
Puukte  des  Bogens  erzeugenden  Tropfen  ist.  Das  Areal,  welches 
das  Wasser  wenigstens  decken  muss,  wenn  der  retiectirte  Bogeu 
dem  Beobachter  vollständig  sichtbar  sein  soll,  ist  von  der  Regenwaod 
und  2  Hyperbelzweigeu  begrenzt,  deren  gemeinsame  Hauptaxe  iu  der 
durch  Auge  und  Sonne  bestimmten  Verticalebeue  liegt.  Die  hori- 
zontale Entferuuug  der  Scheitel  beider  Curvenzweige  vom  Auge  ist 
ebenso  wie  der  Abstand  der  Scheitel  um  so  grösser,  je  höher  die 
Sonne  steht;  den  kleinsten  Wert  hat  jede  der  3  Grössen,  wenn  sich 
die  Sonne  im  Horizont  befindet.  Die  Begrenzungssehne  des  reflec- 
tirten  Bogens  ist  und  erscheint  im  allgemeinen  kürzer  als  die  Sehne 
des  direct  gesehenen  Bogens  gleicher  Farbe.  Bei  irgend  einem  be- 
stimmten Stande  der  Sonne  findet  eine  Annäherung  oder  Entfernung  der 
gleichfarbigen  Enden  des  direct  gesehenen  und  reflectirten  Bogens  statt, 
je  nachdem  der  Beobachter  seinen  Standpunkt  erniedrigt  oder  erhöht, 
ohue  seinen  Abstand  von  der  Regeuwand  zu  Andern.  Wenn  die  Sonueu- 
höhe  2  abuimmt,  so  wächst  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  die 
Sehne,  über  welcher  der  gespiegelte  Bogen  sich  spannt,  bis  zu  ihrem 
Maximalwerte,  welchen  sie  für  =  =  Ü  erreicht.  Nur  im  letzt ern  Falle 
berühren  sich  die  correspondirenden  Enden  des  reflectirten  und 
direct  gesehenen  Bogeus.  H. 


Les  radiations  nouvelles.  Les  Rayons  X  de  la  Photographie  ä. 
travers  les  corps  opaques.  Par  C  h.  Ed.  Guillaumc,  Docteur  es 
scieuces,  Adjoiut  au  Bureau  international  des  poids  et  mesures. 
Deuxieme  edition.    Paris  1896.    Gauthier  Villars  et  Iiis.    141  S. 

Im  2.  Capitel  werden  die  Röntgenstrahlen  beschrieben  und  her- 
geleitet, das  Spectrum,  die  Ausstrahlung  und  Absorptiou,  die  anomale 
Refraction,  das  ultraviolette  Licht,  akustische  Analogien,  Phospbor- 
eseenz  und  Fluoresceuz ,  die  Energie  und  die  Visiou  behandelt. 
Dann  folgt  die  Elektrolyse,  die  Entladung  iu  den  Gasen,  erste,  zweite 
Periode,  die  Xstrahlcn,  Versuch  einer  Theorie,  Anwendungen,  ver- 
schiedene Phänomene.  II. 
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P  h  y  s  i  k. 

Eine  Theorie  des  elektrischen  Stromes  auf  Grund  des  Energio- 
prineipes.  Von  Dr.  Ch.  Ernst.  München  1897.  Dr.  H.  Lüneburg. 
04  S. 

Es  wird  gezeigt,  wie  mau  die  Gesetze  und  die  wichtigsten  Sätze 
des  Elektromagnetismus  und  der  Elektrodynamik  aus  dem  Faraday- 
sebeu  Iiuitietionsgesetzo  deduetiv  ableiten  kann.  Es  Kommt  eiu  ein- 
heitliches Massensystem,  das  sogenannte  praktische  in  Auwenduug. 
Es  wird  nach  eiuauder  behandelt.:  der  elektrische  Energiestrom, 
das  Gesetz  der  producirten  Wärmeenergie,  das  Gesetz  der  produ- 
cirten  und  consumirten  chemischen  und  thermischen  Energie,  das 
Gesetz  der  trausportirteu  elektrischen  Energie,  das  magnetische  Feld, 
magnetische  Kraftlinien,  Umschlingen  und  Schneiden  von  Linien  im 
positiven  und  negativen  Siune,  Zahl  der  Schnitte,  Zahl  der  Um- 
schliuguugcn,  das  Gesetz  der  producirteu  und  consumirten  mechani- 
schen und  magnetischen  Energie,  die  fundamentale  Gleichung  des 
elektrischen  Stromes,  Verzweigung  eines  elektrischen  Stromes,  ein 
Stromstück  in  einem  beliebigen  constauteu  Felde,  eiu  Stromelcmcut 
darin,  ein  Stronibtüek  im  Felde  eines  Müguctpoles,  ein  Stromelement 
darin,  endlose  gerade  Strombahn,  kreisförmiges  Stromstück,  ge- 
schlossener Weg  eines  Poles  um  ein  geschlossenes  Stromstück,  das 
magnetische  Feld  eines  Stromstückes,  Inductauz  einer  Curve  gegen 
eiu  Stromstück,  Selbstinductauz  eines  Stromstückes,  Satz  über  die 
gegenseitige  Inductanz,  eiu  System  von  Strömen,  Veränderung  eiues 
solchen  bei  constauten  Lagen,  bei  constauteu  Stromstärken,  allge- 
meine Differentialgleichungen  eiues  Systems  von  Strömen ,  speciello 
Fälle,  periodischer  Wechselstrom,  Euergieumsätze  in  Wechselstrom. 

H. 

Elasticität  und  Elcctricität.  Von  Dr.  R.  Reiff,  Professor  am 
Gymnasium  zu  lleilbroun.  Freiburg  i.  13,  uud  Leipzig  1893-  J.  C 
D.  Mohr.    181  S. 

Die  vorliegende  Arbeit  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Theorie  der 
Elektricität  der  Theorie  der  Elasticität  analog  uud  Punkt  für  Puukt 
entsprechend  darzustellen  Dazu  eigne  sich,  räumt  der  Verfasser 
ein,  die  gewöhnliche  Theorie  der  Elasticität  nicht,  wol  aber  das  von 
W.  Thomson  aufgestellte  u.uasielastische  Medium ,  bei  welchem  nicht 
die  Dilatationen,  sondern  diu  Drehungscompouenten  den  magneti- 
seheu  Kräften  zugeordnet  werden.  Es  werden  behandelt:  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  elastischen  uud  des  absorbirendeu  Mediums, 
die  Analogien  zu  den  Erscheinungen  der  ruhenden  Elektricität,  die 
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Analogien  zu  den  Erscheinungen  der  stationären  Ströme  und  des 
ruhenden  Magnetismus,  die  Beziehungen  /.wischen  der  Wirbelbe- 
wegung und  den  Geschwindigkeiten,  der  Elektromagnetismus,  die 
Inductionserscheinungeu  iu  absorbireudeu  uud  elastischen  Körpern, 
Anwendungen  auf  die  Optik.  H. 

Elektricität  und  Licht.  Einführung  in  die  messende  Elcktri- 
citätslchro  und  Photometrie.  Von  Dr.  0.  Lehmann,  Grossh.  Bad 
Ilofrath  und  Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe 
Mit  220  Holzsticheu  und  3  Tafelu.  Brauuschwoig  1895.  Eriedrici 
Vieweg  und  Sohu.   39J  S. 

Es  wird  behandelt:  die  Polstärke,  die  Stromstärke,  die  Elektri- 
citätsmenge,  elektrische  Schwingungen,  elektrische  Strahlung,  Elek- 
trolyse, elektrische  Laduugen,  die  Lichtstärke.  II. 

100  einfache  Versuche  zur  Ableitung  elektrischer  Grundgesetze. 
Von  Prof.  Er.  Busch.  Mit  ISFiguren.  Zweite  Auflage.  Blauster 
1897.    Aschendorff.    3G  S. 

Die  Schrift  unternimmt  es  zu  zeigen,  wie  man  die  Grundgesetze 
der  Reibuugselektricität  au  der  Hand  von  ganz  einfachen  und  kosten- 
los auszuführenden  Experimenten  ableiten  kann;  dazu  genügen  eiuige 
Blätter  Papier,  einige;  Stangen  Siegellack  und  einige  Meter  Draht 
vollständig,  um  mit  Hülfe  einiger  leicht  herzustellenden  Vorrichtungen 
jenen  Zweck  zu  erreichen.  In  2.  Auflage  hat  indes  der  Verfasser 
zugunsten  einiger  der  letzten  Versuche  den  Gebrauch  einer  vom 
Techniker  zu  liefernden  Vorrichtung  zugezogen,  nämlich  das  Gabel- 
elektroskops.  Es  werdcu  nach  einander  folgende  Gebiete  der  Elek- 
tricitätslehrc  der  Beobachtung  eröffnet.  Allgemeine  Eigenschaften 
der  elektrischen  Kraft.  Leiter  und  Nichtleiter  der  Electrieität.  Das 
Gabelelektroskop.  Positive  und  negative  Elektricität.  Das  Gesetz 
der  elektrischen  Anziehung  uud  Abstossuug.  Elektrische  Verteilung. 
Wesen  der  Elektricität.  Elektrische  Verteilung  durch  Vorteiiungs- 
elcktricität  —  auf  Nichtleitern.  Ereie  und  gebundene  Elektricität. 
Der  Elektrophon.  Die  Wirkung  der  Spitzen.  Nach  den  Versuchen 
werden  die  Eolgeruugen  zur  Begründung  der  Theorie  gezogen. 

11. 


Cours  elementaire  des  inauipulations  de  physique.  A  l'usage  des 
caudidats  aux  ecoles  et  au  certititat  des  etudes  physiquos  naturelles. 


4  a. 
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Par  M.  Ahne  Witz,  Doeteur  es  seiences,  Ingenieur  des  Arts  et 
Manufactures,  Professcur  aux  Faeultes  Catholiques  de  Lille.  Deu- 
xieme  editiou,  revue  et  augmcutee.  Paris  181)5.  Gauthier  Villars 
et  tils.    118  S. 

Auf  den  vorliegenden  elementaren  Cursus  folgt  noch  ein  höherer 
Cursus  für  Candiilaten  des  Liccntiats.  Manipulationen  sind:  Ope- 
rationen des  Messens;  fundamentale  Beobachtungen;  Dichten;  Wärme 
(Ausdehnung);  Acuderutig  des  Aggregatzustauds;  Calorimetrie^ 
Elastieität;  Optik;  Akustik.  H. 

Cours  de  physique  de  V  £cole  polyteehnique.  Par  M.  J.  Jamin. 
Premier  Supplement.  Par  M.  Bouty.  Professeur  ä  la  Faculte  des 
sciences  de  Paris.  Chaleur,  acoustic,  optique.  Paris  189«.  Gauthier 
Villars  et  tils.    182  S. 

Die  Ergänzungen  zur  Wärmetheoric,  Akustik  und  Optik  setzcu 
voraus,  dass  der  Leser  mit  den  Begriffen  und  elementaren  Sätzen 
der  Physik  vertraut  sei;  der  grösste  Teil  enthält  Anwenduugeu.  Die 
Themata  sind  im  einzelnen:  Messung  der  Temperaturen,  die  Priu- 
eipien  der  Thermodynamik,  Aenderung  des  Volums  und  des  Aggre- 
gat/ustandes,  Gibbs  Theorie  der  Dissooiatiation,  osmotischer  Druck, 
kritischer  Punkt  und  Capillarphäuomeue ,  Fortpflanzung  der  vibra- 
torisehen  Bewcguiii,  iusbes.  des  Schalles,  Untersuchung  der  Vibra- 
tionen, Fortpflanzung  des  Lichtes  und  l'itfraction ,  Interferenz  und 
ihre  Anwendungen.  II. 

Die  physikalischen  Erscheinungen  und  Kräfte,  ihre  Erkenutniss 
und  Verwertung  im  praktischen  Leben.  Von  Professor  Dr.  L.  Gruu- 
mach.    Leipzig  18V8.    Otto  Spamer.    618  8. 

Das  Werk  handelt  vom  Messen,  vom  Schall,  vom  Lichte,  von 
der  Wärme,  vom  Magnetismus,  von  der  Elektrieität .  vom  Galvn.nis- 
mus,  von  den  Wirkungen  des  galvauiseheu  Stromes.  Gleich  im  Au- 
faug wird  als  wesentlich  charaktei istisch  hervorgehoben,  dass  die 
NaturerUcnntuiss  sich  erst  dadurch  auf  ihren  jetzigen  Staud  erhoben 
hätte,  dass  sie  die  bisher  nur  qualitativ  aufgefasste  Erscheinung 
auch  quautitativ  erfoi  sehte.  Damit  steht  aber  das  Verfahren  im 
ganzen  Buche  in  starkem  Widerspruch.  Der  Verfasser  musste  doch 
wissen,  dass  die  Mathematik  die  Lehre  von  der  Grösse  ist,  dass  also 
ohne  Mathematik  quantitative  Beziehungen  nicht  verstanden  werden 
können.  Gleichwol  hat  er  allen  mathematischen  Ausdruck  der  ent- 
deckten Gesetze  verbaunt  und  verschwiegen;  die  genauen  Messun- 
gen, denen  er  die  Fortschritte  der  Wissenschaft  zuschreibt,  können 
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nur  als  ganz  massig  bei  den  Entdeckungen  erseheinen,  weil  mit  den 
Masszahlcu  doch  nirgends  gerechnet  wird;  in  die  Theorie  wird  der 
Leser  gar  nicht  eingeführt,  er  bekommt  nur  vom  Treibeu  der  Ge- 
lehrten etwas  vou  aussen  zu  beschauen.  Demnach  sind  die  Worte 
des  Titels  teils  überhaupt  nicht,  teils  nur  mit  einschränkender  Deu- 
tung zutreffend:  die  Erscheinungen  und  Kräfte  sind  nur  von  quali- 
tativer Seite  dargestellt,  und  die  Erkcuntuiss,  sofern  die  Theorien 
nicht  mathematisch  bestimmt  ausgesprochen  sind,  ist  überhaupt 
dem  Leser  nicht  zu  eingehendem  Verstäuduiss  erforderlich  mitge- 
teilt. Das  Verdienstliche  des  Werks  müssen  wir  daher  hauptsäch- 
lich in  die  reichlichen  historischen  und  litterarischen  Angaben, 
unterstützt  durch  zahlreiche  Porträts  und  Abbildungen  setzen. 

Hoppe. 
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Lehrbücher. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  liebst  zahlreichen  Uebungeii  und 
einem  Abschnitt  über  Krystallographie.  Zum  Gebrauch  an  höheren 
Lehranstalten  sowie  für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  P. 
Sauerbeck,  Professor  am  Gymnasium  in  Reutlingen.  Mit  222  Ab- 
bildungen.   Stuttgart  1900.    Bergsträsser.    (Preis:  Mark  5.40.) 

Das  Buch,  welches  für  die  Bedürfnisse  der  Schüler  höherer  Lehr- 
anstalten geschrieben  ist,  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  räumliche  An- 
schauung gegenüber  der  algebraischen  Rechnung  mehr  zu  pflegeu. 
Die  drei  ersten  Abschnitte,  welche  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
bandeln,  schliesseu  daher  mit  einem  Abriss  der  darstellenden  Geo- 
metrie. Der  vierte  Abschnitt  bringt  eine  Darstellung  der  Krystallo- 
graphie, im  fünften  werden  die  regulären  Polyeder  und  die  Kugel 
behandelt,  im  sechsten  die  Rotationskegel  und  die  schiefen  Kegel, 
die  Kegelschnitte  und  die  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  ferner 
die  Kugelprojectionen.  Der  siebente  Abschnitt  enthält  Volumenberech- 
nungen. 

Elemente  der  Geometrie  der  Lage,  für  den  Schulunterricht  be- 
arbeitet von  Dr.  R.  Böger,  Professor  am  Realgymnasium  des  Jo- 
h  inueums  in  Hamburg.  Mit  33  Figuren.  Leipzig  1900.  Göschen. 
(Preis  90  Pf.  cartouniert.) 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Betrachtungsweisen 
der  projectiven  Geometrie  in  den  Unterricht  am  Realgymnasium 
einzuführen.    Nachdem  der  Schüler  mit  den  metrischen  Definitionen 
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der  Kogelschnitte  vertraut  gemacht  ist,  soll  eino  Theorie  der  Kegel- 
schnitte auf  Grund  der  Geomotrio  der  Lage  gelehrt  werden.  Einen 
Abriss  derselben  mit  einer  reichen  Aufgabensammlung  (74)  enthält 
das  vorliegende  Heft. 

Elementare  Experimentalphysik  für  höhere  Lehranstalten,  be- 
arbeitet von  Dr.  Johannes  Russuer,  Professor  an  der  Königl. 
Gewerbe- Akademie  zu  Chemnitz.  Erster  Teil:  Mechanik  fester 
Körper.  Mit  164  Abbildungen  im  Text.  Hannover  1900.  Jänccke. 
(Preis  gebunden  Mark  3.60.) 

Das  Buch,  welches  aus  der  Praxis  des  Unterrichts  hervor- 
gegangen ist,  ist  hauptsächlich  für  Schüler  an  technischen  Mittel- 
schulen bestimmt.  Es  euthält  deshalb  eine  Aufgabensammlung  und 
bei  den  Beispielen  auch  die  wichtige  Angabo  der  Dimensionen  der 
physikalischen  Grössen. 


Sammlungen. 

Realistische  Chrestomathie  aus  der  Litteratur  des  klassischen 
Altertums  von  Max  C.  P.  Schmidt,  Gymnasial  professor  in  Berlin. 
In  drei  Büchern.  I.  Buch.  Mit  56  Figuren.  Leipzig  19uü.  Dürr. 
(Preis  geh.  Mark  2.4, .) 

Die  Sammlung  enthält  eine  Reihe  vou  griechischen  Texten  ans 
Euclid  I  uud  II,  aus  Ptolemaeus,  Nicomachus  und  Diophant,  nebst 
einer  Einleitung,  in  welcher  dio  Autoren  und  ihre  wissenschaftlichen 
Leistungen  nebst  ihrer  Bedeutung  für  die  Entwickelung  der  Mathe- 
matik kurz  dargestellt  sind. 

Vierstellige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln.  Schul- 
ausgabe. Bearbeitet  von  Dr.  F.  G.  Gauss.  Halle  1900.  Eugen 
Strien.    (Preis  gebunden  Mark  1.60.) 

Ausser  den  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  trigonometrischen 
Functionen  enthält  die  Tafel  Quadratzahlen,  die  Zahlen  der  Sinus, 
Cosinus,  Tangenten  und  Sehnen,  siebenstellige  Logarithmen  der 
Zahlen  von  1,000  bis  1,120  (zur  Rentenrechnung)  und  eine  Reihe 
Naturkonstanten.  Tritt  die  Zahl  5  au  letzter  Stelle  auf,  so  ist  an- 
gegeben, ob  nach  oben  oder  nach  unten  abgerundet  ist. 
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Analysis  und  Differentialgleichungen. 

Synopsis  der  höheren  Mathematik  von  Johann  G.  Hagen  S.  J-, 
Director  der  Sternwarte  des  Georgetown  College,  Washington  D.  C. 
Dritter  Band  (in  5-6  Liefet  tingeu  ä  Mark  5.00).  Differential-  und 
Integralrechnung.    Berlin  1ÜO0.    Felix  L.  Dames. 

Die  erste  Lieferung  enthält: 

I.  Abschnitt:  Die  Elemente  der  Differentialrechnung.  (Anfange 
der  Infinitesimalrechnung,  der  Differentialquotient,  das  Differentiiren, 
Vertauschung  der  Veränderlichen.) 

II.  Abschnitt:  Die  Elemente  der  Integralrechnung  (Definitionen 
des  bestimmten  Integrals;  Umformungen  des  bestimmten  Integrals; 
das  Integrieren  der  einfachsten  algebraischen  Funktionen;  das  Inte- 
grieren der  einfachsten  transceudenten  Funktionen;  näherungsweise 
Integration.) 

III.  Abschnitt;  Neuere  Rechnungsarten.  (Derivation  mit  all- 
gemeinem Zeiger,  Cauchy's  Residuonkalkül,  Quotial  und  Instanral, 
Aufzählung  verschiedener  Metboden  kleineren  Umfangs.) 

IV.  Abschnitt:  Transformatiousgruppcn.  (Darstellung  der  Trans- 
formationen und  Gruppen  durch  Gleichungen,  Definitionen  besonderer 
Eigenschaften,  die  einer  Gruppe  zugehörigen  Gruppen,  dif>  grund- 
legenden Sätze  der  Gruppentheorie,  Invariante  Funktionen  uud  Ge- 
bilde, Bestimmung  der  Transformationsgruppen  in  beschränkten  Fäl- 
len, die  projectiven  Transformationsgruppen.) 

Die  kubische  Gleichung  und  ihre  Aufklärung  für  reelle,  imagi- 
näre und  komplexe  Wurzeln.  Ein  Versuch  von  Thilo  von  Trotha. 
Berlin  1900.    Wilhelm  Ernst  uud  Sohn.    (Preis:  Mark  2.50.) 

Die  Schrift  enthält  eine  elementare  Methode  zur  angenäherten 
Berechnung  der  Wurzeln  der  Gleichungen  dritten  Grades.  Uer  Ver- 
fasser, der  mit  den  Lehrsätzen  und  Methoden  der  Algebra,  wie  man 
sie  z.  B.  in  Webers  Lehrbuch  findet,  wenig  vertraut  zu  sein  scheint, 
führt  eine  Reihe  neuer  uud  seltsamer  Bezeichnungen  ein. 

Die  symmetrische  Functiou  der  Wurzeln  (/,/sarj): 

wird  als  „der  kleine  Schlüssel11,  dio  Function 

(2xs—xl-x3)(txs  —  x1  —  xi)('2x1  —rt  -  rs)  =  S  -  A  .  Ii  C 
als  „der  grosse  Schlüssel1'  bezeichnet. 

4* 
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Aus  dem  ganz  willkürlichen  Ausatz 

A  -  *U 

folgt  dann 

S  =  D.E 

wo 

D  —  J  „der  allgemeine  Faktor*  und 

£  —  Vi  3  —  z;*3  „der  besondere  Faktor"  genannt  wird. 

Durch  Interpolation  kann  man  nun  mit  Hülfe  einer  Tabelle  aus  dem 
bekannten  Wert  von  S  und  *  z  bestimmen,  daher  auch  .4  und  hier- 
aus B  und  C  durch  Ausziehen  von  Quadratwurzeln;  hieraus  endlich 
erhält  mau  x,  a-s  und  x8.  Für  imaginäre  Werte  von  E  erleidet  die 
Methode  eine  Modifikation. 


Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik. 
Nach  Riemanns  Vorlesungen  in  vierter  Auflage  neu  barbeitet  von 
Heinrich  Weber,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität 
Strassburg.  Erster  Band.  Mit  eingedruckten  Abbildungen.  Braun- 
schweig 1900.  Vieweg. 

Aus  den  Riemann'schen  Vorlesungen  (in  den  früheren  Auflagen 
von  Hattendorf  veröffentlicht)  ist  ein  vollständig  neues  Werk  ge- 
worden, von  dem  hier  der  erste  Band  vorliegt.  Der  Herausgeber 
hat  die  Theorie  der  Electricität  und  des  Magnetismus  neu  hiuzu- 
genommcu,  wobei  nicht  uur  die  Theorie  der  Elcctrolyse  in  einem 
besonderen  Abschnitt  behandelt  wird,  soudern  auch  die  Maxwell'sche 
Theorie  entwickelt  wird.  Dadurch  wird  im  Siuue  Riemauus  das 
Werk  weitergeführt,  der  ja  schon  eine  gemeinsame  Quelle  für  die 
verschiedenen  Naturerscheinungen  suchte,  wio  sie  später  iu  der 
Maxwell'schcn  Theorie  sich  ergeben  hat.  Auch  sind  Riemanns  eigene 
Untersuchungen  (z.  B.  seine  Theorie  der  Nobilischcn  Farbcnriuge)  in 
grösserem  Umfang  in  das  Werk  aufgenommen  als  bisher.  Dass  die 
Frago  nach  den  Grundsätzen  und  die  modernen  Hülfsmittel  (Vectoren- 
rechnung)  der  mathematischen  Physik  eine  eingehende  Berücksichti- 
gung gefunden  haben,  sei  noch  besonders  hervorgehoben. 

Dass  die  Riemann'schen  Vorlesungen,  die  wie  kein  anderes  Werk, 
mathematische  Strenge  (z.  B.  in  der  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen) 
mit  einer  Fülle  vou  physikalischen  Kenntnissen  vereinigen,  auch  in 
dieser  neuen  Gestalt  eine  grosse  Verbreitung  finden  werden,  ist  sicher. 
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Physik. 

Die  Gravitation  der  kleinsten  Massenteilchen  von  J.  Jos.  Gilles, 
Professor  am  Köuigl.  Gymuasium  in  Essen.  Essen  1900.  G.  D.  Bä- 
deker.    (Preis:  Mark  1.90.) 

Im  GegensaU  zu  der  in  den  letzten  Jahrzehnten  herrschenden 
Tendenz,  die  Fornewirkung  aus  der  theoretischen  Physik  zu  ver- 
bauneu, ist  der  Verfasser  der  Ansicht,  dass  man  umgekehrt  die  Er- 
scheinung des  Stosses  durch  Fernewirkung  erklären  kann.  Stoss- 
wirkuugeu  (wie  sie  Isonkrahe  annimmt)  können  nur  qualitativ  die 
Feruewirkung  erklären,  niemals  quantitativ  das  Gravitationsgesetz 
ergeben.  —  Durch  Annahme  einer  geeigneten  Auordnung  der  Atome 
gelingt  es,  dio  Cohäsiouserscheiuuug  durch  Gravitation  zu  erklären. 

Papers  ou  Mechanical  and  Physical  Subjects  by  Osborne  Rey- 
nolds, F.  R  S.  etc.  etc.  Rcprintcd  from  various  transactions  and 
journals.    Vol.  I.   Cambridgo  1900.   University  Press.   (Price  15  sh.) 

Sammlung  der  Abhandlungen  des  Verfassers  aus  den  Jahren 
1869— 18S2,  enthält  Abhandlungen  über  Reibuug,  Uber  den  Molecular- 
zustaud  der  Gase  und  über  kosmische  Physik  (Wirkung  des  Blitzes, 
Scballveräuderung  durch  Nebel,  Einwirkung  des  Regens  auf  die  be- 
wegte See,  Bildung  von  Hagel  und  Regentropfen,  Wirkung  des  Oels 
auf  Wellen  u  s.  w.)  sowie  nautische  Untersuchungen  (Steuerung  von 
Schiffen). 


Bei  der  Redaktion  eingegangene  Schriften: 

Geometrie  und  Algebra. 

Ebene  Geomelrie.  Nach  den  neuen  Lehrpläneu  bearbeitet  von 
Dr.  Karl  Schwering,  Diroktor  des  Kaiser-Wilhelms-Gymuasiums 
iu  Trier  und  Dr.  Wilhelm  Krimphoff,  Oberlehrer  am  Gymna- 
sium in  Paderborn.  Dritte  Auflage.  Mit  151  Figuren.  Freiburg 
im  Breisgau  1900.  Herder.  (Preis  Mark  1.60,  gebunden  Mk.  1.95.) 
(Vgl.  Litterarischer  Bericht  51,  p.  31,  und  63,  p.  25.) 

Synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte  für  die  Prima  höherer 
Lehranstalten  von  Prof.  Dr.  J.  Lange,  Direktor  des  Köuigstädtischen 
Realgymnasiums  in  Berlin.  Mit  55  Figuren  im  Text  Zweite  ver- 
besserte Auflage.  Berlin  1900.  H.  W.  Müller.  (Preis:  Mark  1.20, 
gebunden  Mark  J.50.) 
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Geometria  rettilinea  e  curvilinea  metodo  preeuclideo  e  crouo- 
gouiometria  per  Enrico  Bagnoli.   Roma.  Löscher. 

Trattato  dello  cor  de  nel  circolo  per  E.  Bagnoli.  Roma.  Löscher. 

Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik.  XI.  Jahrgang.  1900. 
2.  und  3.  Vierteljahr.    Wien.    Verlag  des  Math.  Seminars. 

American  Journal  of  Mathematics.  Vol.  22,  No.  2.  April  1900. 
Baltimore.   The  Johns  Hopkins  Press. 

Kon.  Akademie  van  Wetenschappeu  to  Amsterdam.  Verslag  vau 
de  gewone  Vergadering  der  wis-  eu  natuurkuudigo  Afdceliug.  20.  V. 
1900.    30.  VI.  1900. 

Die  Schulalgebra  als  niederste  Analysis.  Herrn  Dr.  Felix  Klein, 
o.  ö.  Professor  der  Universität  Göttingen,  in  Hochverehrung  gewid- 
met von  Aug.  Moroff,  k.  Gymnasiallehrer.  Programm  des  k.  alten 
Gymnasiums  zu  Bamberg  für  das  Schuljahr  1899/1900. 

Physik. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Physik  au  der  technischen 
Militär-Akademie,  mit  besonderer  Berücksichtigung  ausgewählter  Ka- 
pitel, insbesondere  der  Mechanik,  von  Albert  von  Obermayer, 
K.  u.  K.  Oberst.  Mit  709  Abbildungen  im  Texte.  Wien  und  Leipzig 
1900.    W.  Braumüller.   (Prois:  16  Kronen  «=  Mark  13.40.) 

Ad.  Wernicke's  Lehrbuch  der  Mechanik  in  elementarer  Dar- 
stellung mit  Anwendungen  und  Uebungen  aus  den  Gebieten  der 
Physik  und  Technik.  In  zwei  Teilen.  Erster  Teil:  Mechanik  fester 
Körper.  Von  Dr.  Alex  Weruicke,  Director  der  städtischen  Ober- 
realschule und  Professor  an  der  Herzogl.  Technischen  Hochschule 
zu  Braunschweig.  Vierte  völlig  umgearbeitete  Auflage.  Erste  Ab- 
teilung: Einleitung.  Phoronomie.  Lehre  vom  materiellen  Punkte. 
Mit  eingedruckten  Abbilduugeu  Braunschweig  1900.  Vieweg.  (Preis 
geheftet  Mark  4.—,  gebunden  Mark  4.60.) 

—  Zweiter  Teil:  Flüssigkeiten  und  Gase  von  Richard  Vater, 
Dozent  an  der  Kgl.  Technischen  Hochschule  zu  Aachen.  Dritte  völlig 
umgearbeitete  Auflage.  Mit  231  eingedruckten  Abbildungen.  Brauu- 
schweiglOOO.  Vieweg.  (Preis  geheftet  Mark  5.—,  gebuudeu  Mark  5  60.) 

Die  Photographie  im  Dienste  der  Himmelskuude  und  die  Auf- 
gaben der  Bergobservatorien.  Mit  zwölf  Gutachten  von  Fachgelehrten 
Oesterreichs,  Deutschlands  und  Amerika's  über  das  Projekt  der  Er- 
richtung einer  Sternwarte  auf  dem  Schneeberg.  Von  Dr.  Karl 
Kostersitz.  Mit  23  Illustrationen  und  2  Tafeln  in  Heliogravüre. 
Wien  1900.   Carl  Gerold'*  Sohn.    (Preis  geh.  Mark  1.70.) 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Hrsg.  v.  Karl  Strecker. 
Berlin,  Springer.  9.  Jahrg.  Das  J.  1*95.  4.  (S^hluss-JHIt.  gr.8°. 
(VIII,  S.  517  —  764.)  7,40  Mk.  -  10  Jahrg.  Das  J.  18%.  5. 
(Patent-)Hft.,  bearh.  v.  Borns.    gr.8°.    (174  S.)    Ebd.   5  Mk. 

Dasselbe.  11.  Jahrg.  Hrsg.  v.  Karl  Kahle.  Das  J.  1897.  5. 
(Patent-)Hfr.  gr.8°.  (VII  u.  S.  793  -1072.)  Ebd.  7,60  Mk.  — 
Dass.  12.  Jahrg.  Das  J.  1W8.  1.  Hft.  gr.  8°.  (246  S.)  Ebd. 
7  Mk. 

—  der  Physik  i.  J.  1897.  Dargestellt,  v.  d.  Physikal.  Gesell- 
schaft, Berlin.  53.  Jahrg.  1.  Abth.  Physik  d.  Materie.  Red.  v. 
Rieh.  Börnstein.  gr.8°.  (LXXIII,  573  S.)  Braunschweig,  Vieweg. 
23  Mk. 

Jahr  buch  üb.  d.  Fortschritte  d.  Mathematik.  Hrsg.  v.  Emil 
Lampe.  27.  Bd.  Jahrg.  1896.  2.  Hft.  gr.8°.  (IV  u.  S  369-576.) 
Berlin,  Reimer.    7  Mk. 

Ostwald,  Wilh.,  ältere  Geschichte  der  Lehre  von  den  Be- 
rührungswirkungen. Progr.  gr. 4°.  (44  S.)  Leipzig,  Edelmann. 
1,50  Mk. 

Peauo,  G,  Entwicklung  der  Grundbegriffe  des  geometrischen 
Calculs.  üebers.  v.  Alois  Lanner.  gr  8°.  (24  S.)  Leipzig,  Fock. 
1  Mk. 

Rosenberger,  Ferd.,  die  moderne  Entwicklung  der  elektri- 
schen Principien.  5  Vortröge.  gr.8°.  (V,  liO  S.)  Leipzig,  Barth. 
3  Mk. 


Methode  und  Principien. 


Beiträge  zur  Lehrerbildung  u.  Lehrerfortbilduug.  10.  Hft. 
Herrmann,  Rieh.,  elementar  methodische  Behandlung  der  Logarithmen 
u.  ihrer  Anwendungen  für  Seminare,  Gymnasieu,  Realschulen,  tech- 
nische Lehranstalten  u.  zum  Selbstunterricht,  gr.  8°.  (63  S.)  Gotha, 
Thienemann.    1,2»)  Mk. 

Bochow,  Karl,  Grundsatze  u.  Schemata  f.  den  Rechenunter- 
richt an  höheren  Schulen.  Mit  e.  Anh.,  die  periodischen  Decimal- 
brüche,  nebst  Tabellen  f.  dieselben.  gr.8°.  (VIII,  74  S.)  Berlin, 
Salle.    1,20  Mk. 

Braune,  A.,  der  Rechenunterricht  in  der  Volksschule.  Ein 
method.  Handbuch  für  Seminaristen  u.  Lehrer.  4.  Aufl.  gr.8°.  (VII, 
193  S.)   Halle,  Schroedel.    2,50  Mk. 

Classen,  Jobs.,  die  Prinzipien  d.  Mechanik  hei  Boltzmann  u. 
Hertz.    Lex.  8°.    (13  S.)    Hamburg,  Gräfe  &  Sillem.    1  Mk. 

Fickcnwirth,  Otto,  Kopfrecheuschule.  In  besond.  Anschluss 
an  das  A.  Braune'sche  Rechenbuch.  2  Tie.  Zu  d.  Rechenbuch  f. 
Stadtschulen  v.  A.  Braune.    (Hft.  III— Vitt.   gr.h».   Halle,  Schrodel 

—  1.  Tl.  Zahlenraum  vou  l  bis  10»,  bis  1000  >  u.  1000  00,  das 
Rechnen  m.  mehrfach  benannten  Zahlen.    (VII,  100  S.)    1,25  Mk. 

—  2.  Tl.   Bruchrechnung,  d.  bürgerl.  Rechnungsarten,  Aufgaben  aus 
den  realistischen  Unterrichtsfächern,  aus  d.  Haushaltung  u.  d.  Ge 
werbe,  ferner  zu  d.  Wohlfahrtsgesetzen,  sowie  Raumberechnungen. 
(VIII,  85  S.)    1,25  Mk. 

Hanl,  Frz.,  das  Rechnen  der  Kleinen.  Ausführliche  Anleitung 
f.  Lehramtszöglinge  u.  angeh.  Elementarlehrer  m.  besond.  Berück- 
siebt, des  Zerlegens  u.  der  Posner-Langer'schen  Rechenstäbchen. 
gr.8°.    (VIII,  195  S.)   Reichenberg,  Sollors.   3  Mk. 

Hilf  dir  selbst.  Kaufmännisches  Rechneu.  Vou  e.  alten  Prak- 
tiker, dem  d.  Rechenwissenschaft  zur  Kunst  geworden  ist.  schmal 
gr.fe".    (47  S.)   Aachen,  Georgi.    5;>  Pf. 

Steuer,  W.,  Methodik  d.  Rechenunterrichts.  7.  Aufl.  gr.8°. 
(XII,  728  S.  m.  1  Tab.)    Breslau,  Woywod.   4,5'J  Mk. 

Wem  icke,  Alex.,  die  mathematisch-naturwissenschaftliche 
Forschung  in  ihrer  Stellung  zum  modernen  Humanismus.  Vortrag. 
gr.4°.   (18  S.)   Berlin,  Salle.   1  Mk. 

Lehrbücher. 

Budisavljevic  Eman.  v.  u.  Alfr.  Mikuta,  Leitfaden  f.  den 
Unterricht  in  der  höheren  Mathematik.  1.  Bd.  Grundzüge  der  De- 
terminanten-Theorie u.  der  projectiv.  Geometrie.  Analytische  Geome- 
trie von  E  v.  B  Mit  108  Textfig.  gr.8H.  (X,  492  S.)  Wien, 
Braumüller.    Geb.  8  Mk.   -  2.  Bd.    Mikuta,  Alfr.,  Grundzüge  der 
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Differential-  u.  Integral-Rechnung.  gr.8°.  (VIII,  GOT  S.  m.  142  Fig.) 
Ebd.   Geb.  10  Mk. 

Höhnemann,  G-,  Praktisches  Lehrbuch  der  Mathematik  zum 
Selbstunterricht.  I.  Algebra.  8°.  (94  S.).  Leipzig,  A.  Strauch. 
1,;>0  Mk. 

Mehler,  F.  G..  Hauptsätze  d.  Elementar-Mathematik  zum  Ge- 
brauche an  höheren  Lehranstalten.  21.  Autt.  v.  G.  Baseler.  gr.8°. 
(X,  2GG  S.  m.  Fig.)    Berlin,  Heimer.    J,GO  Mk. 

Sammlungen. 

Ben  (lisch,  Jul.,  die  Anwendung  der  Zahlen  v.  100  bis  1000 
in  400  Aufgaben  nebst  rebungsreihen.  Eine  Handreichung  f.  d. 
Rcehennnterricht  auf  d.  Mittelstufe.  2.  Au«.  8°.  (III,  f>6  S.) 
Langensalza,  Schulbuchb.    5t)  Pf. 

Brenner,  Ant.,  methodisch  geordnete  Aufgaben  f.  d.  theore- 
tische Rechnen  in.  gleichmütiger  BerUcksicht.  des  mündlichen  u. 
schriftliehen  Rechnens  f.  Latein  ,  Präparandcn-  u.  Realschulen.  I.TI. 
4.  Aufl.    gr.8°.    (IV,  152  8.)    Regeusburg,  Coppenratb.    1,20  Mk. 

Claussen.  A.  P.  L.,  Kopfrechenschule.  Eine  Sammlung  von 
methodisch  geordneten  Kopfreehcnnufgaben.  II.  Tl.  Für  die  Ober- 
klassen der  Volks-  u.  Mittelschulen,  f.  Präparanden  Anstalten  u. 
Seminarien.  2.  Aull  gr.S».  (VIII,  IG3  S.)  Schleswig,  Bergas. 
Kart.  3  Mk. 

Dränert,  Sammlung  arithmetischer  Aufgaben  f  den  Gebrauch 
au  Realschulen,  nach  der  Aufgabousammlg.  v.  Meier  Hirsch  bearb. 
I.Kurs.    3.  Aull.    gr.S".    (VIII,  Hi   S.)    Altenburg,  Pierer.    1  Mk. 

Harri  es,  Fr.,  u  W.  Andermann,  Rechenaufgaben  f.  Fort- 
bildungsschulen. Hannover,  Ost.  J.  Hft.  Lehrerheft.  8°.  (95  S. 
m.  1  Taf.)  80  Pf.  -  Schülerheft  1.  (48  S.  m.  1  Taf.)  II.  Stufe. 
(39  S ).    a  3.r>  Pf.  —  Lehrerheft.    II.  Stufe.    8°.    (90  S.)    «0  Pf. 

Hartl,  Haus,  Aufgabensammlung  au» d.  Arithmetik  u.  Algebra. 
gr.8".  (VI,  3i\r>  S.  mit  Iii  Fig.)  Wieu,  Doutickc.  Geb.  3  Mk.  — 
Recbenergebnisse.    (122  S.  m.  1  Fig.)    2  Mk. 

Biemesch,  Karl  Heinr.  u.  Mich.  Tcutsch,  Rechenbuch  f. 
d.  Mittelstufe  der  Volksschulen,  sowie  f.  die  untern  Klassen  der 
Bürgerschulen.  1.  u  2.  Hft.  er.  8°.  Kronstadt,  Zedner.  1.  Un- 
benanute,  einfach  u.  mehrlach  benannte  Zahlen  im  unbegrenzten 
Zahlenraum.  (II,  47  S.)  40  Pf.  2.  Bruchrechnung.  (II,  35  S.)  30  Pf. 

Huber,  Otto.  Sammlung  v.  arithmetischen  Aufgaben  m.  aus- 
geführten Beispielen  f.  Fortbildungsschulen,  höhere  Bürgerschulen  u. 
ähnliche  Lehranstalteil,  sowie  auch  f.  d.  Unterklasseu  v.  Mittol- 
schuleu.    2.  Tl.    gr.8°.  (III,  83  S.)  München,  Oldenbourg.  1,15  Mk. 
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Küffner,  Ed.,  u.  Alois  J.  Rücke rt,  Rechenbuch  f.  d.  Volks- 
schule, uoter  Mitwirkung  erfahrener  Schulmäuner.  Wlirzburg,  Bucher. 
Ausg.  A.  Lösungen  zu  d.  Sehüler-Hftu.  5,  6  u.  7.  8°.  (40  S.) 
50  Pf.  —  Ausg.  B.  Lösungen  zu  d.  Schüler-Hftn.  3.  u.  4.  8°. 
(30  S.)    Ebd.   40  Pf. 

Lichtblau,  W.,  u.  B.  Wiese,  Rechenbuch  f.  Lehrerseminare 

2.  Tl.  Für  die  Mittel-  u.  Oberstufe  der  Seminare.  Ergebnisse. 
gr.8°.    (39  S.)    Breslau,  Hirt.    1  Mk. 

Löwe,  M.  u.  F.  Unger,  Aufgabeu  f.  das  Zahlenrechncn,  vor- 
zugsweise für  Realschulen  u.  ühulicbo  Lehranstalten.  Resultate. 

3.  Aufl.    gr.M0.    (27  S.)    Leipzig,  Klinkhardt.    60  Pf. 

Müller,  L.  Th.,  Rechenbuch  f.  d.  oberen  Stufeu  der  gewerb- 
lichen Fortbildungsschulen.  Nach  den  ministeriellen  Bestimmungen 
vom  5.  VI.  1897,  unter  Mithilfe  der  Lehrer  Horn,  Mensch  u.  Salz- 
mann hrsg.  1.  u.  2.  Hfl.  gr.8°.  Lüsseldorf,  Schwann.  1.  Theore- 
tischer Teil  zur  Selbstbelehrung  f.  Gesellen,  Meister  u.  Lehrer.  (XV, 
64  S.)  1,20  Mk.  —  2.  Uebuugsaufgaben  für  die  Hand  der  Schüler. 
(82  S.)    GO  Pf. 

Preuss,  W.  H.,  Sammlung  v.  Formeln,  Beispielen  u.  Aufgabeu 
aus  der  rechnenden  Nautik  u.  deren  Hilfswissenschaften.  2.  Aufl. 
8°.    (VI,  13G  u.  3  S.  m.  Fig.)    Oldenburg,  Schulze.    2  Mk. 

Rechenbuch,  badisches,  hrsg.  v.  Karlsruher  Lehrern.  Ausg. 
f.  d.  Lehrer.  1.  Tl.,  der  Reeheuunterricht  in  d.  4  ersteu  Schul- 
jahren. 2.  Aufl.  gr.8°.  (VI,  2JO  S.)  Bühl,  Concordia.  kart. 
2,f)0  Mk. 

Sa  i  ler,  Enge  Ib.,  die  Aufgaben  aus  der  Algebra  u.  Analysis, 
welche  bei  der  Prüfung  f.  d.  Lehramt  der  Mathematik  u.  Physik  an 
d.  k.  bayerischen  humanistischen  u.  technischen  Unterrichts-Austalten 
in  den  J.  1*73  bis  1HJ3  gestellt  wurden.  Bearb.  v.  S.  gr.fc0.  (58  3.) 
München,  Ackermann.    1.60  Mk. 

Sammlung  der  Aufgaben  des  Aufyaben-Repertoriums  der  er- 
sten 25  Bde.  der  Zeitschrift  f.  mathematischen  u.  naturwissensehaft 
liehen  Unterricht,  unter  Mitwirkung  v.  Stell  System,  geordnet  v.  Em- 
merich u.  C.  Müsebeck  u.  hrsg.  v.  J.  C.  V.  Hertmann,    gr. 8°.  (XII, 
3911  S.)    Leipzig,  Teubuer.    Geb.  G  Mk. 

Sehmehl,  Chr.,  Rechenbuch  f.  höhere  Lehranstalten.  1.  Tl. 
Das  Rechnen  m.  ganzen  Zahlen,  gemeinen  Brüchen  u.  iJecimal- 
brücheu.    3.  Aufl.    gr.8°.    (VIII,  224  S.)    Giessen,  Roth    1,60 Mk. 

Treutlein,  P.,  Uebungsbuch  f.  d.  Reehenunterricht  au  Mittel- 
schulen. 1.  Tl.,  das  Rechnen  m.  d.  natürl.  Zahlen.  2.  Aufl.  8°. 
(90  S.)    Lahr,  Schauenburg,    kart.  50  Pf. 

Werth,  Rob,  Rechenbuch  f.  gewerbliche  Fortbildungsschulen 
I.  Tl.    Ausg.  A.,  enÜi,  die  Gruudrechnungen  in  ganzen  Zahlen  u. 
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ßrüchcu,  u.  d.  Rechnungsarten  des  gewerbl.  Löbens.  3.  Aufl.  8°. 
(132  S.)    Duisburg,  Ewich.    kart.  75  Pf. 

Tabellen. 

Bolto,  F.,  Sammlung  v.  mathematisch.,  physikal.  u.  technisch. 
Tafeln  f.  d.  Unterricht  au  Schulen  für  Seedampfscu  iffs-Masehinisten. 
hoch  4°.  UU,  47  S.  m.  6  Fig.)  Hamburg,  Eckardt  u.  Messtorff. 
Kart.    2  Mk. 

Gaiuborg,  V.  E.,  Logarithmentafeln,  Logarithmen  u.  Anti- 
logarithmeu  euth.,  nebst  d.  Logarithmen(der  trigonometrischen  Funk- 
tionen u.  a.  m.    gr.81'.    (III,  93  S.)    »erlin,  Juncker.    2,25  Mk. 

Jahrbuch,  nautisches,  od.  Ephemcriden  u.  Tafeln  f.  d.  J.  1901 
zur  Bestimmung  der  Zeit,  Lauge  u.  Breite  zur  See  nach  astronomi- 
schen Beobachtungen.  Hrsg.  vom  Reichsamt  des  Innern.  Unter 
Red.  v.  Schräder,  gr.8°.  (XXXII,  276  8.)  Berlin,  C.  lleymann  Verl. 
Kart.  1,50  Mk. 

Rand  ermann,  J..  nautische  Tafeln  m.  Gebrauchsanweisungen 
u.  Beispielen  iu  deutscher  u.  englischer  Sprache,  berechnet  u.  ent- 
worfen v.  II  Lex.  8°.  (XXXVIII,  78  S.  m.  Fig.)  Bremerhaven, 
v.  Vangerow.    Geb.  7  Mk. 

Schmidt,  H.  C,  Zahlenbuch.  Produkte  aller  Zahlen  bis  1000 
X10UO.  Entworfen  v.  C.  Uario.  Ausgeführt  n.  hrsg.  v.  Sch.  2.  Aufl. 
Lex.  8°.    (VI,  279  S.)    Aschersleben,  Bennewitz.    Geb.    10  Mk. 

Schultz,  E.,  vierstellige  mathematische  Tabellen.  3.  Aufl.  gr. 8°. 
(VI,  107  S.)  Essen,  Baedeker.  Kart  1  Mk.;  nebst  Anleitung  zum 
Gebrauche  der  mathem.  Tabellen  iu  den  technischen  Kalendern. 
:i.  Aurl.  16°.  v(29  S.  m.  Fig.)  1,20  Mk.  —  dass.  Ausg.  f.  Bau- 
gewerkschulen. gr.b0.  (XII,  46  u.  bl  S.  m.  AhbiMgu  )  Ebd.  Geb. 
1  Mk.;  nehst:  Anleitung  zum  Gebrauche  der  mathematischen  Tabellen 
iu  den  technischen  Kalendern.  An  2f>  Beispielen  a.  d.  Praxis  er- 
läutert.   3.  Aufl.    16°.    (31  S.  m.  Abbildgn.)    1,20  Mk. 

—  vierstellige  Logarithmen  d.  gewöhnlichen  Zahlen  u.  d.  Win- 
kelfunktionen   zum    Gebrauche    an  Gymnasien   u.  Realgymnasien. 

2.  Aufl.  gr  8".  (IV,  b6  S.)  Essen,  Bädeker.  Geb.  bO  Pf  -  Dass. 
Ausg.  f  Real-  u.  Überrealschulen.  3.  Aufl.  gr.b0.  (IV.  66  u.  63  S.) 
Geb.  1  Mk. 

—  ,  Mathematische  u.  technische  Tabellen  f.  Handwerker-  u.  Fort- 
bildungsschulen. Ausg.  ohne  Logarithmen.  gr.8ü.  (IX,  61  S-  in. 
Abbildgn.)    Ebd.     Geb.  6  J  Pf.  —   Dass.    Ausg.   m.  Logarithmen. 

3.  Aufl.   gr.8°.    (X,  61  S.  m.  Abbildgn.)    Geb.  60  Pf. 

Zimmermann,  IL,  Rechentafel  uebst  Sammlung  häufig  ge- 
brauchter Zahlenwerthe.  6.  bis  8.  Taus.  gr.8°.  (XXXIV,  204  S.) 
Berlin,  Ernst  <fc  fcohu.    Geb.  5  Mk. 

!** 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Bochow,  Karl,  die  Formeln  f.  die  Summe  d.  natürlich.  Zahlen 
u.  ihrer  ersten  Potenzen,  abgeleitet  an  Figuren.  gr.8°.  (45  S.  m. 
17  Fig.)   Magdeburg,  Faber.    1  Mk. 

Breuer,  Ado.,  elementar  entwickelte  Theorie  u.  Praxis  d. 
Functionen  e.  complexen  Variabelen  in  organischer  Verbindung  m. 
d.  Geometrie.  gr.8°.  (VIII,  205  S.  m.  84  Fig.).  Wien,  C  Üaberkow. 
5  Mk. 

Cantor,  Mor.,  politische  Arithmetik  od.  d.  Arithmetik  des 
tägl.  Lebens.   gr.8°.    (X,  136  S.)  Leipzig,  Teubner.  Geb.  1,80  Mk. 

Czuber,  Eman.,  Vorlesungen  üb.  Differential-  u.  Integral- 
Rechnung.  2.  (Schluss-)Bd.  '  (IX,  428  S.  m.  70  Fig.)  Ebd.  Geb. 
10  Mk. 

Feibecker,  Aug.,  die  12  ersten  Reehenübungen.  Katechesen 
f.  d.  Rechnen  auf  d.  Unterstufe.  2.  Aufl.  gr.8°.  (42  S.)  Düssel- 
dorf, Schwann.   75  Pf. 

Frobenius,  G.,  über  Relationen  zwischen  den  Charakteren  e. 
Gruppen  u.  denen  ihrer  Untergruppen.  gr.8°.  (15  S.)  Berlin,  G. 
Reimer.   50  Pf. 

Fuchs,  L-,  zur  Theorie  der  Abel'schen  Funktionen.  gr.8°. 
(10  S.)    Ebd.   50  Pf. 

Gabler,  Jos.,  der  Unterricht  im  schriftlichen  Rechnen  in  d. 
Volksschule.  Mit  e.  Anh.  üb.  Flächen-  und  Körperberechnung.  gr.  8°. 
(99  S.  m.  Fig.)    Wien,  Pichler.    1,30  Mk. 

Genocchi,  Angelo,  Differentialrechnung  u.  Gruudzüge  d.  In- 
tegralrechnung. Hrsg.  v.  Gius.  Pcano.  Uebers.  v.  G.  Bohlmann  n. 
A.  Schepp.  Mit  e.  Vorwort  v.  A.  Mayer.  (In  2  Lfgn.)  1.  Lfg. 
gr.8°.    (224  S.)   Leipzig,  Teubner.    6  Mk. 

G  öl  Ii  ng,  Otto,  Lehr-  u.  Uebungsbuch  des  volkswirtschaft- 
lichen Rechnons.  1.  Hft.  Vorstufe.  Das  Rechnen  mit  ganzen,  de- 
zimalen u.  gebrocheneu  Zahlen.  2.  Aufl.  gr.8°.  (55  S.)  Berlin, 
Gärtner.    60  Pf. 

Graf,  J.  II.,  u.  Ed.  G  übler,  Einleitung  in  dio  Theorie  der 
Bessel'schen  Funktionen.  (In  2  Hftn.).  1.  Hft.:  Die  Bessel'sche 
Funktionen  1.  Art.  gr.8°.  (VI,  142  S.  m.  Fig.)  Bern,  Wyss. 
3,20  Mk. 

He  ekel  mann,  Ph.  J.  Aug.,  Leitfaden  u.  Aufgaben- Magazin 
zum  gründlichen  u.  praktischen  Unterricht  in  d.  kaufmännischen 
Arithmetik.  5.  Aufl.  gr.8°.  (IV,  184  S)  Darmstadt,  Zernin.  kart. 
2,50  Mk. 

Kohl  mann,  W.,  kleiner  Rechcuhelfer  beim  Ein-  u.  Verkauf. 
Nebst  Multiplications-  u.  Zinsberechnungs  Tabellen.  4.  Aufl.  gr.  16°. 
(VI,  160,  IV,  32  u.  31  S.)   Eilenburg,  Offenhauer.   Geb.  1,20  Mk. 
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Königsberg  er,  Leo,  über  die  Entwickelungsform  algebrai- 
scher Functionen  u.  die  Irreductibilität  algebraischer  Gleichungen. 
gr.8°.    (7  S.)   Berlin,  G.  Reimer.   50  Pf. 

Mornik,  Frz.  v.,  Lehrbuch  d.  Arithmetik  f.  Unter-Gymnasien, 
bearb.  v.  Ant.  Neumann.  1.  Abth.  f.  d.  -I.  u.  II.  Classe.  35.  Aufl. 
gr.8°.  (III-  124  S.)  Leipzig,  Freytag.  Geb.  1/0  Mk.  —  2.  Abthlg. 
f.  d.  III.  u.  IV.  Classe.  2G.  Aufl.  gr.8°.  (110  S.)  Ebd.  Geb. 
1.60  Mk. 

Netto,  Eugen,  Vorlesungen  üb.  Algebra.  (In  2  Bdn.).  2.  Bd. 
1.  Lfg.   gr.8°.   (19.'  S.  m.  Holzschn.).    Leipzig,  Teubner.    6  Mk. 

Puchberger,  Eman.,  ciue  allgemeinere  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen VI.  (Suppl.  )Hft.  gr.8°.  (51  S.)  Wien,  Gerold. 
1,60  Mk. 

Petersen,  Jul.,  Vorlesungeu  über  Funktionstheorie,  gr. 8°. 
(VI,  328  S.  m.  Fig.)    Kopenhagen,  Höst  u.  Sohn.    10  Mk. 

Rechnen,  kaufmännisches.  Bearb.  nach  dem  5.  Tl.  des  Ham- 
burger Schulrechenbuchs.  Hrsg.  v.  d.  Gesellschaft  der  Frcuude  des 
vaterländ.  Schul-  u.  Erziehungswesens.  8°.  (112  S.)  Hamburg, 
Boyscn.    Geb.  1,2  )  Mk. 

Roejr.,  Edward  Drake,  die  Eutwickelung  der  Sylvester- 
schen  Determinanto  nach  Normal-Formeu.  gr.8°.  (VI,  52  S.)  Leip- 
zig, Teubner.    2  Mk. 

Schilling,  Fr.,  kurzes  Lehrbuch  des  bürgerl.  Rechnens  in 
systematischer  Darstellung  m.  augeschlosseuer  Aufgabensammlung. 
Für  Realschulen,  Seminare,  höhere  Bürger-  u  Fortbildungsschulen 
bearb.    I.  Hft.    gr.8°.    (60  S.)    Fraukfurt  a./M.,  Kesselring.  40  Pf. 

Schlesinger,  Ludw.,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen.  (In  2  Bdn.)  2.  Bds.  2.  (Schluss-)Thl.  gr.8°. 
(XIII,  44f.  S.  m.  Fig)    Leipzig,  Teubuer.    16  Mk. 

Stolz,  0.,  eine  neue  Form  der  Bedingung  zur  Integrirbarkeit 
e.  Function  e.  Veränderlichen.    gr.8°.    (3  S.)  Wien,  Gerold.  10  Pf. 

Zins-  und  Diseout  o-Rech  nor,  der,  Auleitung  u.  Formeln 
zur  Zinsberechng.  im  Allgemeinen  u.  aus  Zinszahlen.  4°.  (12  S.) 
Zürich,  Orell  Füssli.    1,50  Mk. 

(ieometrie. 

Bianchi,  Luigj,  Vorlesungen  üb.  Differentialgeometrie,  lieber», 
v.  MaxLukat.  (In  3  Lfgn.)  2.  Lfg.  gr.8«.  (S.  337-528.)  Leip- 
zig, Teubner.    6,6  )  Mk. 

Buttel,  Paul,  Raumlehre  f.d.  Volksschule,  Mittelschule,  Fort- 
bildungsschule u.  f.  Präparanden.  5.  Aufl.  8°.  (VIII ,  139  S.  m. 
36  Fig.)   Kiel,  Eckardt.    1,20  Mk. 
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Dölau  Ai,  H.,  zwei  Probleme:  Dreitheilung  des  Wiukels  u. 
Quadratur  des  Kreises,  gr.b0.  (27  S.  m.  1  Taf.).  Reval,  II.  Kluge. 
4  Mk. 

Fort,  0.  u.  0.  Schlümilch,  Lehrbuch  d.  analytischen  Geome- 
trie. 2.  Tl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  v.  0.  Schlömileh. 
6.  Aufl.  v.  R.  Heger,  gr.8*.  (VIII,  338  S.  m.  Holzschn.)  Leipzig, 
Teubner.    5  Mk. 

Gut,  Ad.,  18  Wandtafeln  zum  geometrischen  Zeichnen.  (Pla- 
nimetrische  Konstructioueu.)  Für  höhere  Lehranstalten  u.  Gewerbe- 
schulen, sowie  zum  Selbstunterricht,  ä  72.5  a  3ü  cm.  Farbdr.  Mit 
Text.  gr.b0.  (32  S.  m.  22  Taf.)  Wiesbade  n,  Bechtold  u.  Co.  Auf 
Kartou  15  Mk.    Text  allein  1,50  Mk. 

Jahne,  Jos.,  u.  Hans  Barbisch,  Leitfaden  der  Geometrie  u. 
d.  geometrischeu  Zeichnens.  1.  u.  2.  Stufe.  gr.S0.  1.  St.  m.  III 
Textfig.  u.  150  geometr.  Ornamenten.  (IV,  72  S.)  2.  St.  m.  115 
Texttig.    (IV,  72  S.)    Wien.  Mauz.    Geb.  ä  96  Pf. 

Kober,  Geo.,  die  Grundgebilde  der  neuereu  Geometrie.  Eine 
georduete  Zusamineustellg.  ihrer  Um-  u.  Abbildgll.    I.  u.  II.  Ordog. 

1.  Tl.:  Die  Grundgebilde  der  Ebene.  gr.8°.  (VIII,  95  S.)  Hanno- 
ver, Hahn.    3  Mk. 

Kolm,  Gus  t,.  über  Tetraeder  in  schief  perspectiver  Lage.  gr. 8°. 
(  9  S.)    Wien,  Gerold.    30  Pf. 

Köstler,  IL,  Leitfaden  d.  ebenen  Geometrie  f.  höhere  Lehr- 
anstalten. 2.  litt.  Lehre  vom  Flächeuiuhalt,  Konstructiouslehre. 
3.  Aufl.    gr.8°.    (42  S.  m.  Fig.)    Halle,  Nebert.   Kart.  80  Pf. 

Lauermauu,  Karl,  zum  Normaleuproblem  der  Hyperbel. 
gr.c0.    (8  S.  in.  1  Taf.)    Wien,  Gerold's  Sohn.    40  Pf. 

Mittenzwey,  L.,  Geometrie  f.  einfache  Volksschulen.  Ein 
Leitfaden  f.  Lehrer  u.  Uebungsbuch  f.  Schüler.  4.  Aufl.  gr.8n. 
54  S.  m.  50  Fig.)    Leipzig.  Klinkhardt.    4U  Pf. 

—  ,  Geometrie  f.  gehobene  Volks-  u.  Fortbildungsschulen  u. 
untere  Klassen  höherer  Lehranstalten  in  3  sich  erweiterten  Kursen. 
Mit  170  in  d.  Text  eiugedr.  Fig.  u.  mehr  deun  2  Ol)  Konstructious- 
u.   IJorechuuugsaut'gabeu.     Ausg.  A.     Für  die  Haud.  d.  Lehrers. 

2.  Aufl.    gr.86.    (XXXVIII,  280  S.)    Ebd.    3  Mk. 

Moinik's,  Frz.  v.,  geometrische  Auschauuugslehro  f.  Unter- 
Gymnasien.  Bcarb.  v.  Joh.  Spielmauu.  I.  Abth.  (f.  d.  I.  u.  II.  Classe)) 
25.  Aufl.  gr.bü.  (IV.  82  S.  m.  114  Fig.)  «-  II.  Abth.  (f.  d.  III.  u. 
IV.  Classe).  2  '.  Aufl.  gr.b0.  (III.  91  S.  in.  91  Fig.)  Leipzig, 
Freytag.    Geb.    ä  t,50  Mk. 

Müller,  G.,  Wissensstoff  d.  elementaren  Geometrie  d.  Ebene  u. 
d.  Raumes.  2.  Tl.  Aufgabeusummlg.  f.  d.  geometrische  Rechnen- 
8°.    (56  S.  in.  4 ;  Fig.    Stuttgart,  Kohlhammer.   t'O  Pf. 

Neuschäfer,  IL,  Lehrbuch  der  planimetrischen  Konstruktionen 
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zum  Gebrauch  in  Präparanden-Anstalten  u.  Semiuareu,  sowie  zum 
Selbstunterricht  gr.8°.  (VI,  192  S.  m.  217  Holzschn.)  Halle, 
Schroedel.    2  Mk. 

Keye,  Thür.,  die  Geometrie  der  Lage-  Vorträge.  1.  Abth. 
4.  Autl.  gr.8«\  (XVI,  296  S.  m.  DU  Abbildgn.)  Leipzig,  Baum- 
gärtner.  8  Mk. 

Salmou,  Geo.,  Aualy tische  Geometrie  des  Kegelschnittes  m. 
besoud.  Berücksicht.  der  neueren  Methoden.  Nach  Salmou  bearb.  v. 
Wilh.  Fiedler.  6.  Auti.  i.  Tl.  gr.b0.  (XX,  411  S.  m.  Fig.)  Leip- 
zig, Teubuer.    9  Mk. 

Schur,  Frdr.,  Lehrbuch  d.  analytischen  Geometrie.  gr.8°. 
(X,  216  S.  m.  Fig.)    Leipzig,  Veit  &  Co.    G  Mk. 

Sobotka,  J.,  Beiüag  zur  infinitesimalen  Geometrie  der  Inte« 
gralcurveu.    gr.8#.    (55  S.  m.  J3  Fig.)    Wien,  Gerold.    1,20  Mk. 

—  zur  infinitesimalen  Geometrie  einiger  Planourven.  gr.  8°. 
(38  S.  m.  -4  Fig.)    Prag,  Rivnäe.   52  Pf. 

Wiese,  B. ,  W.  Lichtblau  u.  K.  Backhaus,  Kaumlehre  f. 
Lehrerseminare.  2.  Tl.  Die  Körperlehre  (Stereometrie)  u.  die  wich- 
tigsten Lehrsätze  der  Dreiecksrechug.  (Trigonometrie).  2.  Auti.  gr.8°. 
(120  S.  in.  23  Fig.)    Breslau,  Hirt.   Geb.  1,05  Mk. 

Wulf,  J.  IL,  Raumlehre  f.  Volks-  u.  Mittelschulen,  sowie  f. 
Präparandeu- Anstalten.  Ausg.  A.  f.  Lehrer,  gr. 8°.  (IV,  86  S.  m. 
Fig.)  Brauuschweig,  Wollermauu.  Kart.  1,50  Mk.  —  Ausg.  B.  f. 
Schüler.    gr.8°.    (IV,  72  S.  in.  Fig.)    Kbd.    80  Pf. 

Trigonometrie. 

Lerch,  M.,  Bemerkungen  üb.  trigonometrische  Reiben  m.  posi- 
tiven Coefticienten.    gr  8°.    (17  S.)    Prag,  Riunw-.    24  Pf. 

Spieker,  Tb.,  Lehrbuch  d.  ebenen  u.  sphärischen  Trigonome- 
trie m.  üebungsaufgabeu  u.  e.  kurzen  Einleitung  in  die  sphärische 
Astronomie  t.  höhere  Lehranstalten.  -4.  Autl.  gr.8°.  (IV,  151  S. 
m.  Holzsehu.)    Potsdam,  Steiu.    1,40  Mk. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Dreiecksuetz,  das  schweizerische  (der  internatioualeu  Erd. 
messung),  hrsg.  v.  d.  schweizer,  geodät.  Kommission.  8.  Bd.  Messer- 
sebmidt,  J.  B.,  Lotabweichuugeu  in  der  mittlereu  u.  nördlichen 
Schweiz.  gr.4°.  (VI,  203  S.  m.  Fig.  u.  1  Taf.)  Zürich,  Fäsi  & 
Beer.   10  Mk. 

Ergebnisse,  die,  des  Präcisious-Nivellement  in  der  östereich- 
ungarischen  Monarchie.    Nordöstl.  Tbl.    Hrsg.  vom  k.  u.  k.  militür- 
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geogr.  Institate.  4°.  (XII,  78  S.  ra.  1  Karte)  Wien,  Lechncr. 
2,40  Mk. 

Knak,  P.,  praktische  Geometrie  m.  besond.  BerQcksicht.  des 
Zeichnens,  Feldmessens  u.  Nivellicrens.  2.  Aufl.  8°.  (XII,  107  S. 
m.  84  Holzschn.)  Leipzig,  Landwirtschaftl.  Schulbuchh.  Geb.  1,10  Mk. 

Ni vellements-Ergebuisse,  die,  der  trigonometrischen 
Abtheilung  der  köuigl.  preussisehcn  Landesaufnahme.  9.  Hft.  Prov. 
Hannover  u.  das  Grossherzogth.  Oldenburg.  Mit  3  Uebcrsichtsblät- 
tern.    V2\    (V,  111  S.)    Berlin,  Mittler  &  Sohn.    Kart.  I  Mk. 

Truck,  S'gism.,  Die  russische  Triangulierung  auf  der  Bal- 
kanhalbinscl  in  den  J.  1877—1879.  gr.8°.  (33  S.  m.  1  färb.  Karte). 
Wien,  Lechner's  Sort.    1  Mk. 

Veröffentlichungen  des  köuigl.  preussisehcn  geodätischen 
Institutes  u.  Ccntralbüreaux  der  internationalen  Erdmessung.  Hel- 
mert, F.  R.,  Beiträge  zur  Theorie  des  Reversionspendels,  gr.  4°. 
(III,  92  S.  m.  1  Taf.)    Leipzig,  Teubner.    7,6  )  Mk. 


Mechanik. 

Immisch,  Mor.,  der  Isochronismus  der  Spiralfeder.  Theore- 
tische Erläoterg.  aller  einschläg.  Fragen,  unter  besond.  Berücksicht. 
der  verschieden.  Hemmgn.,  nebst  prakt.  Auleitgn.  im  Regulieren  d. 
Uhren.    3.  Aufl.   gr.8°.    (42  S.)    Leipzig,  Voigt.    1,50  Mk. 

Kloin,  F.,  u.  A.  Sommerfeld,  über  d.  Theorie  des  Kreisels. 
II.  Hft.  Durchführung  der  Theorie  im  Falle  des  schwereu  symmetr. 
Kreisels.  gr.8°.  (IV  u.  S.  197—512  in.  Fig.)  Leipzig,  Teubner. 
1  »  Mk. 

Köuigsberger,  Leo,  Ueber  die  Erniedrigung  der  Anzahl  der 
unabhängigen  Parameter  Lagrangc'scher  Bewegungsgleichungen  durch 
Erhöhung  der  Ordnung  des  kinetischen  Poteutials.  gr.8°.  (6  S.) 
Berlin,  G.  Reimer.    50  Pf. 

M-eissner,  G.,  Kraftübertragung.  2.  Aufl.  9.  u  10.  Lfg. 
Jena.  Costenoble.    ä  3  Mk. 

Pictet,  Raoul,  die  automobile  u.  d.  motorische  Kraft.  Der 
Luft- Wasser-Motor.  gr.8°.  (60  S.  m.  1  Taf.)  Weimar,  Steinen. 
2,40  Mk. 

Routh,  Edward  John,  die  Dynamik  der  Systeme  starrer 
Körper  in  2  Bdn.  m.  zahlreichen  Beispielen.  Deutsch  v.  Adf.  Schepp. 
Mit  Anmerkgn.  v.  Fei.  Klein.  2.  Bd.,  die  höhere  Dynamik,  gr.  8°. 
(X,  544  S.  m.  38  Fig.)   Leipzig,  Teubner.    Geb.  14  Mk. 

Sturm,  Ch.,  Lehrbuch  d.  Mechanik.  (Cours  de  mecanique.) 
Uebers.  v.  Thdr.  Gross.  1.  Bd.  gr.  8«.  (IX,  2^8  S.)  Berlin,  Cal- 
vary  &  Co.   6  Mk. 
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Blochmann,  Rud.,  die  Entwickelung  d.  asymptotischen  Tele- 
graphie,  der  sog.  elektrischen  „Telegraphie  ohne  Draht",  in  allgem. 
verständlicher  Darstellung  sachlich  u.  historisch  erläutert..  Mit  17 
Skizzen,    gr.  8°.   (31  S.)    Berlin,  Mittler  &  Sohn.    60  Pf. 

Gaisberg,  8.  v.,  Taschenbuch  f.  Monteure  elektr.  Beleuch- 
tungsaulagen unter  Mitwirkg.  v.  0.  Görling  u.  Michalke  bearb.  n. 
hrsg.  16.  Aufl.  12°.  (IX,  199  S.  m,  154  Fig.)  München ,  Olden- 
bourg.    Geb.  iu  Leinw.   2,50  Mk. 

Goebel,  J.  B.,  die  Berechnung  der  Druckverluste  in  Dampf- 
leitungen,  gr.  8°.   (27  S.  ra.  1  Tab.)    München,  Oldenbourg.  75  Pf. 

Gros s mann,  Lndw.,  die  Mathematik  im  Dienste  der  National- 
ökonomie unter  Rücksichtnahme  auf  die  praktische  Handhabung  der 
Disciplinen  d.  Finanzwissenscbaft  u.  Versicherungstechnik.  10.  Lfg. 
gr.8°.    (Suppl.-Bd.   IV,  80  S.)    Wien.  Selbstvlg.    5  Mk. 

Grünwald,  F.,  der  Bau,  Betrieb  u.  d.  Reparaturen  der  elektri- 
schen Beleuchtungsanlagen.  7.  Aufl.  12°.  (IX,  325  S.  m.  317  Ab- 
bildgn.)    Halle,  Knapp,    geb.  4  Mk. 

Hocker,  A.,  elektrische  Kraftübertragungsanlagen  u.  deren 
praktische  Ausführung.  gr.8°.  (V,  121  S.  m.  101  Abbilgn.)  Halle, 
Knapp.    5  Mk. 

Heim,  Carl,  die  Einrichtung  elektrischer  Beleuchtungsanlagen 
f.  Gleichstrombetrieb.  3.  Aufl.  Mit  542  Abbildgn.  2.— 10.  Hft. 
gr.8°.    (XV  u.  S.  65-620  S.)    Leipzig,  Leiner.    a  1  Mk 

Holzt,  A.,  Elektrotechniker.  29.  u.  30.  Hft.  Leipzig,  Schüfer. 
ä  75  Pf. 

Kell  er' s  Unterrichtshefte  f.  d.  gesamte  Baugewerbe.  1.,  2.  u. 
10.  Hft.  gr.8°.  Gera,  Nugel.  1.  Mathematik.  1.  Hft.  Keller,  0., 
Arithmetik,  Algebra,  bürgerl.  Rechnen  u.  Trigonometrie.  2.  Aufl. 
(76  S.).  1,20  Mk.  —  2.  Mathematik.  2.  Hft.  Kunstmann,  Fr.  u. 
0.  Keller,  Planimetrie,  Stereometrie  u.  darstellende  Geometrie.  3. 
Aufl.  (62  8.  m.  8  Taf.)  1,20  Mk.  —  10.  Tiefbaukunde.  II.  Iung- 
hauss,  A ,  die  Elemente  der  praktischen  Geometrie  u.  des  Planzeich- 
nens •,  Strassen-  u.  Eisenbahubau.    (34  S.  m.  15  Taf.)    1,20  Mk. 

Krazert,  Heinr.,  Grundriss  der  Elektrotechnik  f.  d.  prakti- 
schen Gebrauch,  f.  Studierende  der  Elektrotechnik  u.  zum  Selbst- 
studium. 1.  Tl.  1.  u.  2.  Buch.  2.  Aufl.  gr.  8°.  Wien,  Deuticke. 
I„  Elektricitätslebre  m.  besond.  Bcrücksicht.  der  praktischen  Nutz- 
anwendungen, Wechselströme  u.  Masse.  (VIII,  143  S.  ra.  117  Ab- 
bildgn.) 3,50  Mk.  —  I».  Messungen.  Elektrische  Maschinen  u. 
Motoren  f.  Gleichstrom,  Wechselstrom,  sowie.  Mehrphasenstrom. 
(XIV,  331  S.  m.  319  Abbildgn.)    7  Mk. 
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Krauth,  Thdr.,  Aufgaben  f.  d.  gewerbliche  Rechnen.  Für 
Gewerbeschulen,  gewerbl.  Fortbildungsschulen  etc.  zusammengestellt 
4.  Aufl.  gr.8°.  (VI,  71  u.  Auflösgn.  15  S.  m.  Fig.  u.  i  Taf.)  Karls- 
ruhe, A.  Bielefeld.    1,20  Pf. 

Liebetanz,  Frz.,  die  Elektrotechnik  aus  der  Praxis  —  für 
die  Praxis.  In  ihrem  gesamten  Umfange  auf  Grund  der  nettesten 
Krfahrgu.  gemeinverständlich  geschildert.  3.  Aufl.  Mit  290  Abbildgn. 
u.  d.  Porträts  m.  biograph.  Notizen  v.  Ohm,  Ampere,  Volta,  Faraday, 
Siemens,  Schuckert,  Edison,  Reis,  Morse  u.  Franklin.  gr.8°.  (XVII, 
352  S.)    Düsseldorf.    Gerlach  ifc  Co.    4  Mk. 

Lueger's,  0.,  Lex.  d.  Technik.  30-  u.  31.  Abtlg.  Stuttgart, 
deutsche  Verlags-Anstalt,    ä  .r>  Mk. 

Manfai,  Ed.,  die  Fluginiischiue  des  dynamischen  Flugprincipes 
in  ihrer  Ausführung  u.  Verwendung.  Mit  lU  Fig.  Taf.  gr.  8".  (V1J, 
151  S.)    Wien,  Braumüller.    3,l>')  Mk. 

Meissner,  G.,  die  Kraftübertragung  auf  weite  Entfernungen 
u.  die  Konstruktion  der  Triebwerke  u.  Regulatoren.  2.  Aufl.  v.  Jos. 
Krämer.  2.  Bd.  gr.  8f'.  (XI,  400  S.  m.  97  Abbildgn.  u.  8)  lith. 
Taf.)    Jena,  Costcnoble.    18  Mk. 

Müller,  Rud.,  kurze  Anleituug  f.  tacheometrische  Aufnahmen. 
12«.    (19  8.  m.  9  Fig.)    W  ien,  v.  Waldhcim.    65  Pf. 

Poh  Ihausen,  A.,  Dampfkessclanlagen.  2.  Aufl.  7. -9.  Lfg. 
Mittweida,  Polyteehn.  Buchhandlung,    ä  1,10  Mk. 

— ,  Transmissions-Dampfmaschiuen.  17.,  18.  u.  19.  Lfg.  Ebd- 
ä  1  Mk. 

Sammlung  populärer  Schriften,  hrsg.  v.  d.  Gesellschaft  Uranin 
zu  Berlin.  No.  5)  n.  51.  Lex. -8'.  Berlin,  Paetel.  5  ».  Spies,  P- 
Telcgraphie  ohne  Draht.  Mit  lllustr.  (19  S.  m.  i  Taf.)  8  I  Pf. 
51.  Braun,  über  elektrische  Bahnanlagen.  Mit  lllustr.  (43  S.  m. 
2  Taf.)    1  Mk. 

— ,  elektrotechnischer  Vorträge,  hrsg.  v.  Ernst  Voit.  1.  Bd. 
10.  11.  Hft.  Nerz,  F.,  Scheinwerler  u.  Fernbeleuchtung.  gr.  8°. 
(S.  3G7— 454  m.  30  Abbilgn.)    Stuttgart,  Euke.    ä  l  Mk. 

Schmidt,  K.  E  F.,  Expcrimental-Vorlosungcn  üb.  Elektro- 
technik. 7—  9.  (Schluss-;Lfg.  gr.8ü.  Halle,  Knapp,  ä  1  Mk.  — 
dass.  cplt.  gr.H«.  (VIII,  43)  S.  m.  310  Abbildgn.  u.  3  Taf.)  Ebd. 
9  Mk. 

Schöffler,  Bcued.,  Die  Phototelcgraphie  u.  das  elektrische 
Fernsehen,  m.  1  Fig.-Taf.  gr.  8°.  (27  S.  m.  Titelbild.)  Wien, 
Braumüller.    1  Mk. 

Teich mül  ler,  J.,  die  elektrischen  Leitungen.  (Iu  2  Tin). 
4.  Tl.  Wirkungsweise  u.  Berechtig,  der  elektr.  Gleichstromlcitgn. 
gr.8l\   (XII,  3!4  S.  m.  138  Abbildgn.)   Stuttgart,  Enke.    10  Mk. 
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Th  ompson,  Sil  vanus  P.,  die  dynamoelektrischen  Maschinen. 
6.  Aufl.  Nach  C.  Grawinkcl's  Uebersctzg.  neu  bearb.  v.  K.  Strecker 
u.  F.  Vesper.  Mit  etwa  500  in  d.  Text  gedr.  Abbildgn.  u.  etwa  19 
grossen  Fig.-Taf.  (In  12  Uftu.)  1.  Hft.  gr  8°.  (S.  1—64  in.  2 
Taf.)   Halle,  Knapp.    2  Mk. 

Vogler,  A.,  Jedermann  Elektrotechniker.  Anleitung  zur  Her- 
stellg.  der  hauptsächlichsten  elektrotechn.  Apparate  u.  elektr.  Leitgn. 
u.  zur  Anstelig.  elektr.  Versuche.  1.  Bdchu.  5.  Aufl.  8*.  (106  S. 
ra.  82  Abbildgn)    Leipzig,  Schäfer.    1,50  Mk. 

Weitzel,  Karl  Geo.,  die  Schule  des  Maschinentechnikers. 
Lehrerhefte  f  d.  Maschinenbau  u  d.  nöt.  Hilfswissenschaften.  12.— 
15.  (Schluss-)Lfg.    L.  Schäfer,    9  Mk. 


Optik,  Akustik  und  Elusticitttt. 

Ed  er,  J.  M.,  u.  E.  Valonta,  über  d.  Fuukenspectrum  des 
Calciums  u.  Lithiums  u.  seiuc  Verbreiterungs-  u.  Umkehrungserschei- 
oungeu.    gr.4°.    (11  S.  m.  1  Taf.)    Wien,  Gerold.    1,30  Mk. 

 Spectralanalysc  d.  Leuchtgasflamme,    gr  4°.    (12  S.  m. 

1  Fig.)   Ebd.    1  Mk. 

Harting,  II.,  über  algebraische  u.  numerische  Berechnung  der 
Mikroskopobjective  geringer  Apertur,  gr.  8°.  (33  S.  m.  10  Fig.) 
Ebd.    80  Pf. 

Hartmann,  J.,  über  die  Scala  des  Kirchoffschen  Sonnen- 
spectrums.    gr.  8°.    (15  S.)    Berlin.  G.  Reimer.   50  Pf. 

Mach,  Ludw.,  über  einige  Verbesserungen  an  Interferenzappa- 
rateu.    gr.ft0.    (9  8.  m.  3  Fig.)    Wien,  Gerold's  Sohn.    30  Pf. 

Planck,  Max,  über  inversiblc  Strahlungsvorgänge.  4.  Mit- 
theil?.   gr.8°.    (28  S.)    Berlin,  G.  Keimer.    1  Mk. 

Righi,  A.,  die  Optik  d.  elektrischen  Schwingungen.  Ex- 
perimental-Untersuchgn.  üb.  elektromftgnet.  Analoga  zu  d.  wichtigsten 
Erscheinungen  d.  Optik.  Nebst  Zusätzen  des  Verf.  übertr.  v.  B. 
Dessau.    gr.8°.    (XI,  267  S.  40  Abbildgn.)  Leipzig,  Reisland.  6  Mk. 

Schiötz,  0.  B. ,  über  das  Spektrum  der  Kathodenstrahleu. 
gr.8°.    (6  S.)    Christiania,  l'ybwad.    35  Pf. 

Vogel,  H.  C.  über  das  Spectrum  v.  «.  A<iuilae  u.  üb.  d.  Be- 
wegung des  Sterns  im  Visionsradius,  gr.  8°.  (14  S.)  Berlin,  G.Rei- 
mer.  50  Pf. 

Wien,  W.,  über  die  Fragen,  welche  die  translatorische  Be- 
wegung des  Lichtäthers  betreffen,  gr.  8°.  (XVIII  S.)  Leipzig, 
Barth.   60  Pf. 


Erd-  and  Himmelskuiide. 


Abhandlungen  d.  königl.  sächs.  meteorologischen  Institutes. 
3.  Hft.  Schreiber,  Paul,  Studien  üb.  Luftbewegungen.  gr.4°.  (46  S. 
m.  4  Taf.)   Leipzig,  Felix.   3  Mk. 
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1.  Tl.  Differentialrechnung.  Mit  63  Fig.  (192  S.)  —  89.  Simon 
Max,  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Mit  2ö  Abbilgn.  (200  S.) 
—  92.  Geissler,  Kurt,  mathematische  Geographie,  zusammenhängend 
entwickelt  u.  m.  geordneten  Denkübungen  versehen.  (186  S.  m.  Fig.) 

Schiötz,  0.  E.,  einige  Bemerkungen  üb.  die  Schlüsse,  welche 
man  aus  den  durch  Ballone  ausgeführten  Beobachtungen  üb.  d.  Luft- 
elektricität  ziehen  kann.  gr.8°.  (13  S.)  Christiania,  Dybwad. 
55  Pf. 
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Sitzungsberichte,  Münch.,  Mathemat.  Classe.  1898.  2.  u. 
3.  Hft.    München.  Franz.    ä  1,20  Mk 

—  ,  Wiener,  mathcmat.-naturw.  Classe.  Wien,  Gerold.  1.  Abth. 
107.  Bd.  1.-5.  Hft.  6,50  Mk.  —  6.  Hft.  7  Mk.  —  Abth.  IIa. 
107.  Bd.  1.  u.  2.  Hft.  4,60  Mk.  —  3.-5.  Hft  9,90  Mk.  — 
Abth  IIb.  107.  Bd.  1.-3.  Hft.  2,80  Mk.  -  4.-6.  Hft  3,6 J  Mk. 
-  3.  Abth.  107.  Bd.  1.-7.  Hft.    2  Mk. 

Verhandlungen  des  I.  internationalen  Mathematiker-Kon- 
gresses in  Zürich  vom  9.  — 11.  VIII.  1897.  Hrsg.  v.  Ferd.  Rudio. 
Mit  6  Fig    gr.8°.    (VIII,  306  S.)    Leipzig,  Teubner.    12  Mk. 

Web  er 's  illustr.  Katechismen.  No.  175,  93.  12«.  Leipzig, 
J.  J.  Weber.  Gebd.  —  175.  Riedel,  Ernst,  Katechismen  der  Stereome- 
trie, m.  e.  Anh.  üb.  Kegelschnitte,  sowie  üb.  Maxima  u.  Miuima, 
begonnen  v.  Rieh.  Schurig,  vollendet  u.  einheitlich  bearb.  v.  R. 
(X,  278  S.  m.  159  Fig.)  3,50  Mk.  —  93.  Meyer,  Max,  Katechis- 
mus der  Logarithmen.  2.  Aufl.  Mit  3  Taf.  der  uatürl.  Briggs'schen 
Logarithmen  u.  solcher  der  trigonometr.  Zahlen  u.  7  in  d.  Text 
gedr.  Abbildgn.    (VIII,  181  S.)    2,50  Mk. 
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Teil  XVII. 


X.   BnchDW:  Ableitung  der  Wormeln  für  sin.  (|itf )  tk. 
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Matheinatische 
und  physikalische  Bihlio^raphie. 

LVIII. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gerland,  E.,  u.  F.  Traum  tili  er,  Geschichte  der  physikali- 
schen Experimentierkunst.  Mit  425  Abbildgn.,  zum  grössten  Teil 
in  Wiedergabe  nach  den  Originalwerken,  gr.  8°.  (XVI,  442  S.) 
Leipzig,  Engelmann.    14  Mk. 

Jahrbuch  üb.  d.  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  v. 
Carl  Ohrtmann.  Hrsg.  v.  Emil  Lampe.  27.  Bd.  Jahrg.  1896.  3. 
(Schluss-)Hft.  gr.8°.  (LXV1  u.  S.  577-8*3.)  Berlin,  Reimer. 
12  Mk. 

Jahresbericht  der  deutsch.  Mathematiker- Vereinigung.  Hrsg. 
v.  G.  Hauck  u.  A.  Gutzmer.  gr.8°.  Leipzig,  Tcubner.  6.  Bd. 
2.  Hft.  —  Finstcrwalder,  S.,  die  geometrischen  Grundlagen  der  Pho- 
togrammetrie.  Mit  19  Fig.  im  Text.  Mechanische  Beziehungen  bei 
der  Flächen-Deformation.  Mit  33  Fig.  im  Text  —  Bohlmann,  G., 
Uebersicht  üb.  d.  wichtigsten  Lehrbücher  der  Infinitesimal-Rechnung 
von  Euler  bis  auf  d.  heutige  Zeit.  (IV,  110  S.)  4  Mk.  —  7.  Bd. 
1.  Hft.  Euth.  die  Chronik  der  Vereinigung  f.  d.  J.  1898,  sowie  die 
auf  der  Versammlung  in  Düsseldorf  geh.  Vortrüge.  (159  S.  m.  Fig.) 
4,8'J  Mk. 

Reye,  Thdr. ,  die  synthetische  Geometrie  im  Alterthum  u.  in 
d.  Neuzeit    2.  Aufl.    gr.8°.    (18  S.)    Strassburg,  Heitz.    40  Pf. 

Urkunden  zur  Geschichte  der  nichteuklidischen  Geometrie. 
Hrsg.  v.  Frdr.  Engel  u.  Paul  Staekel.   I.    Lobatschewsky ,  Nikolaj 
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Jwanowitscb,  zwei  geometrische  Abhandlungen.  Aus  d.  Russ.  übers, 
m.  Anmerkgn.  u.  e.  Biographie  des  Verf.  v.  Frd.  Engel.  2  Thle, 
in  1  Bd.  Mit  e.  Bildnisse  Lobatschewskij's  u.  m.  2G1  Fig.  im  Text. 
gr.8°.    (XVI,  476  S.)   Leipzig,  Teubner.    14  Mk. 


Methode  und  Principien. 

Bork,  Heinr.,  mathematische  Hauptsätze  f.  Gymnasien.  Me- 
thodisch zusammengestellt.  I.  Tl.:  Pensum  des  Untergymnasiums 
(bis  zur  Abschlussprüfung).  3.  AuH.  gr.8°.  (182  S.  m.  Fig.)  Leip- 
zig, Dürr.    Geb.  1,90  Mk. 

Braun,  Ferd.,  über  physikalische  Forschungsart.  Rede.  gr.8°. 
(31  S.)   Strassburg,  Heitz.   tO  Pf. 

Jänisch,  Alb.,  die  Zahlcnkreiso  v.  1-10,  1  —  100  u.  1-1000. 
Wie  bringt  mau  sie  zur  Klarheit  u.  Sicherheit?  Eine  method.  Studie 
u.  prakt.  Anweisung  zum  ersten  Rechenunterricht.  3.  Aufl.  gr.8°. 
(158  S.  m.  8  Fig.)    Potsdam,  Stein.    1,20  Mk. 

Knoche,  H.,  Theorie  des  Rechenunterricbts  auf  d.  Unterstufe. 
Zum  Gebrauche  in  Lehrersem inarien  u.  f.  Volksschullehrer.  8°. 
(48  S.)    Arnsberg,  Stahl.    Kart.  60  Pf. 

—  der  Recheuunterricht  auf  d.  Unterstufe  nach  d.  vereinigten 
Anschauungs-  u.  Zählprincip.  gr.8°.    (XVIII,  301  S.)   Ebd.    3  Mk. 

Koten  tafeln  zum  Gebrauch  bei  Messtischaufnahmen.  12°. 
(43  S.  m.  Fig.)    Berlin,  Mittler.   :'5  Pf. 


Lehrbücher. 

Für  Schule  u.  Praxis.  Eine  Sammlung  v.  Lehrbüchern  für 
Fach  n.  Handwerkerschulen  u.  zum  Selbstunterricht,  hrsg.  v.  E.  Leu, 
A.  Janke,  C.  Wille.  5.  Bd.  f.  Abtlg.  Plesser,  Paul,  Lehrbuch  der 
Stereometrie  od.  Körperlehrc ,  nebst  Aufgabensammlg.  u.  vierstell. 
Rechentafeln.  Mit  4  Fig.-Taf.  gr.8°.  (VIII,  98  S.)  Köln,  Neub- 
ner.    1,60  Mk. 

Lieber,  IL,  u.  F.  v.  Lühmann,  Leitfaden  der  Elomentar- 
Mathematik.   gr.  8°.  Berlin,  Simion.  1.  Tl.  Planimetrie.   Einführung  ß 
in    die  Trigonometrie.     Körporberechnungen.     (Lehraufgabe   der  ^ 
Quarta  bis  U.-Sekunda.  14.  Aufl.  (V,  88  S.  m.  4  Fig.-Taf)  1,50  Mk.  j 
—  3.  Tl.    Erweiterung  der  Planimetrie,  ebene  Trigonometrie,  Ste-| 
reometrie,  sphärische  Trigonometrie,  Grundlehren  v.  den  Koordinaten  ; 
u.  Kegelschnitten.    (Lehraufgabe  der  O.-Sekunda  und  Prima).  9.  Aufl.! 
VIU,  155  S.  rr.  6  Fig.-Taf.)    I,S0  Mk. 
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Ray  dt,  H.,  Lehrbuch  der  Elementarmathematik,  Planimetrie, 
Arithmetik,  Trigonometrie  u.  Stereometrie,  Peusum  bis  zur  Ein- 
jährig-Freiwilligen-Prüfuiig  f.  höhere  Schulen  u.  zum  Selbststudium. 
gr.8°.    (VIII,  253  S.  m.  Fig.)    Leipzig.  Hesse.   2,70  Mk. 


Bö  hm  e's,  A.,  Rechenbücher.  Neubearbeitung  1892.  Uebungs- 
buch  im  Rechnen.  Auflösungen  zu  VIII.  Boarb.  v.  K.  Schaeffer  u. 
G.  Weidenhammer.  3.  Hft.  2.  Aufl.  gr.8°.  (34  S.)  Berlin,  G.  W. 
F.  Müller.   50  Pf. 

—  dass.  Neubearbeitung.  Rechenbuch  f.  höh.  Mädchenschulen 
u.  Lehrerinnen-Seminare.  Auflösungen.  Bearb.  v.  K.  Schaeffer. 
6.  Hft.   gr.8°.   (67  S.)   Ebd.   80  Pf. 

Fuss,  Conr.,  Sammlung  v.  Aufgaben  aus  d.  Buchstaben -Rech- 
nung u.  Algebra.  Für  Schulen  u.  zum  Selbstunterricht  bearb. 
4.  Aufl.  gr.8°.  (X,  187  S.)  Nürnberg,  Korn.  2,20  Mk.  -  dass. 
Resultate  u.  Andeutgn.  zur  Auttösg.   (VII,  145  S.)   Ebd.    1,50  Mk. 

Heiland,  F.  u.  K.  Muthesius,  Rechenbuch  f.  Volksschulen. 
Weimar,  Böhlau.  2.  Hft.  Ausg.  f.  Schüler.  3.  Aufl.  gr.f8°.  (84  S.) 
50  Pf.  —  3.  Hft.    Ausg.  f.  Schüler.    3  Aufl.  gr.8°.  (38  S.)  55  Pf. 

Hochheim,  Ad  f.,  Aufgaben  aus  d.  analytischen  Geometrie  der 
Ebene.  2.  Hft.  Die  Kegelschnitte.  gr.8°.  Leipzig,  Teubner.  Ab- 
thlg.  I.  2.  Aufl.  A.,  Aufgabeu.  (IV,  81  S.)  1,40  Mk.  -  B ,  Auf- 
lösungen.  (96  S.  m.  Fig.)    1,60  Mk. 

Kirsch,  B.,  u.  H.  Soepe,  Lehr-  u.  Uebungsstoffo  f.  d.  Unter- 
richt im  Rechnen  an  gewerblichen  Lehranstalten.  1.  Hft.  Grund- 
rechnungsarten.   gr.8°.    (82  S.)    Dortmund,  Ruhfus.    60  Pf. 

Matek,  Bl.,  Resultate  z.  Aufgabensammlg.  iu  Moinik-Neu- 
mann's  Lehrbuch  der  Arithmetik  u.  Algebra  f.  d.  oberen  Classcn 
d*r  Mittelschulen.    5.  Aufl.    gr.b0.    (III,  126  S.)    Wien,  Gerold 
fc  Kart.  2  Mk. 

Pann,  H.,  u.  Chr.  Lorenz,  Kommentar  zu  Hft.  VII  der  Auf- 
gaben f.  d.  Rechenunterricht.  1.  Aufl.  8°.  (71  S.)  Güstrow,  Opitz. 
1,15  Mk. 

Quitzow,  W.  A.,  Rechenbuch  f.  Schuleu.  2.  Tl.  Gemeine 
Brüche  u.  Decimalbrüche,  nebst  Anh.  Neue  Ausg.  v.  Th.  Wilke. 
Antworten.   8°.    (18  S )   Lübeck,  Quitzow.    25  Pf. 

Radnitzky,  Job.,  Uebungsbuch  f.  d.  Rechenunterricht  in  der 
I.  Ilealschulclasse.   gr.8°.  (IV,  74  S.)  Wien,  Hölder.  Gbd.  1,12  Mk. 

Reeb,  Wilh.,  algebraisches  Uebungsbuch  m.  einleitenden  Fra- 
gen, eingereihten  Sätzen  u.  Regeln,  sowie  ausgeführten  Musterbci- 
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spielen.  Für  Realschulen ,  höh.  Bürgerschulen  u.  Lehrerbildungs- 
anstalten. 4.  Aufl.  bearb.  v.  Chr.  Schmchl.  gr.8°.  (VII,  143  S.) 
Giessen,  Roth.    1,50  Mk. 

Sterner  u.  Lindner,  Rechenbuch.  4.  Uft.  Oberklasse.  Mit 
Berücksicht.  der  neuen  Kreislehrpläue  neu  bearb.  v.  Job.  Linduer. 
8°.    (72  S.)    Müncheu,  Oldenbourg.    30  Pf. 

Treutlcin,  P.,  Uebungsbuch  für  d.  Rechenunterricht  an  Mit- 
telschulen. 2.  Tl.,  d.  Rechnen  mit  gebrocheueu  Zahlen.  2.  Aufl. 
8°.   (112  S.)    Lahr,  Schauenburg.    Kart  50  Pf. 


Buchholz,   Aug.,    ein    Beitrag   zur  Mauuigfaltigkeitslehre. 
Mannigfaltigkeiten,  deren  Linieuelemente  auf  die  Form 

<h  -  f(Y EX**)  VZJXx* 

gebracht  werden  können.    gr.8°.  (VI,  204  S.  m.  Fig.)    Bonn,  Cohen 
7  Mk 

Burkhardt,  Heinr. ,  funktionentheoretische  Vorlesungen. 
2.  (Schluss-)Tl.  Elliptische  Funktionen.  Mit  zahlreichen  Fig.  im 
Text.    gr.8°.    (XVI,  373  S.)    Leipzig,  Veit  &  Co.    10  Mk. 

Dechelmann,  Willi.,  Arithmetik  u.  geometrisches  Rechneu 
f.  Fortbildungsschulen.  8°.  (VI,  91  S.  m.  Fig.)  München,  Olden- 
bourg.   Kart.  75  Pf. 

Dörrie,  Heinr.,  das  quadratische  Reciprocitätsgesetz  im  qua- 
dratischen Zahlkörper  m.  der  Classenzahl  1.  Diss.  gr.8°.  (75  S.) 
Göttiugen,  Vaudenhoeck  &  Ruprecht.    2,40  Mk. 

Escherich,  G.  v  ,  die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale. 
1.-3.  Mittheilg.    gr.8°    Wien,  Gerold.    3,10  Mk. 

Franz,  C,  Untersuchun«en  üb.  d.  lineare  homogene  Dißeren- 
tialgleichuug  2.  Ordnung  der  Fuchs'schen  Klasse  m.  3  im  EndlieVu 
gelegenen  singulnren  Stellen.  Diss.  gr.4°.  (39  S.)  Mayer  &  Mil- 
ler.    2  Mk.  > 

Fuchs,  L.,  Bemerkungen  z.  Theorie  der  assoeiirten  Differential- 
gleichungen,   gr.  8°.    (14  S.)    Berlin,  Reimer.    50  Pf. 

Hamburger,  M.,  üb.  d.  singulüren  Lösungen  der  algebraischen 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung,  gr.  8°.  (ti  S.)   Ebd.  50  Pf. 

Mertens,  F.,  üb.  e.  Eigenschaft  d.  Riemann'sclx  n  ^-Function.  1 
gr.8ü.    (Ü  S.)    Wien,  Gerold.    15  Pf.  | 

Metzig,  C,  Lehrbuch  d.  Arithmetik  u.  Algebra  nebst  Aufgaben-  I 
sammlg.  f.  BaugcwcrkschuW  n  u.  verwandte  techn.  Lehranstalten,  so-  I 
wie  zum  Selhstuuterrichte.  8°.  (VIII,  176  S.)  Breslau,  Morgenstern.  J 
Geb.  2  Mk.  f 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analyst*. 
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Michclson,  P.,  die  bestimmten  algebraischen  Gleichungen  des 
ersten  bis  vierten  Grades.  Nebst  e.  Anh.:  Unbestimmte  Gleichun- 
gen. Für  Lehrer-Seminare,  höhere  Lehranstalten,  sowie  f.  d.  Selbst- 
unterricht bearb.  2.  (Titel)  Aufl.  gr.8°.  (VIII,  306  S.)  Hannover 
(1893).   C  Meyer.    4  Mk. 

Niemüll  er,  F.,  u.  P.  Dekker,  arithmetisches  u.  algebraisches 
Unterrichtsbuch.  Für  d.  mathemat.  Unterricht  an  höh.  Lehranstal- 
ten nach  d.  Bestimmungen  der  preuss.  Lehrpläue  v.  1892  bearb. 
1.  Hft.  Pensum  der  Untertertia  (Tertia  d.  Realschulen).  gr.8°. 
(fcl)  S.)    Breslau,  Hirt.    Kart.  1  Mk. 

Schaper,  Hans  v.,  Uber  d.  Theorie  der  Hadamard'schen 
Funktionen  u.  ihre  Anwenduug  auf  d.  Problem  d.  Primzahlen. 
gr.8°.   (IX,  68  S.)    Vandonhoeck  &  Ruprecht.    1  Mk. 

Schilling,  Fr.,  Kurzes  Lehrbuch  des  bürgerlichen  Rechnens 
in  systematischer  Darstellung  m.  angeschlossener  Aufgabensamm- 
lung. Für  Realschulen,  Seminare,  höhere  Bürger-  u.  Fortbildungs- 
schulen bearb.  III.  Hft.  gr.S0.  (36  S.)  Fraukfurt  a./M.,  Kessel- 
ring.   40  Pf. 

Tabellen  f.  d.  Berechnung  der  jährlichen  Renteuzahlungen  bei 
Rcntcn-(Annuitäts-) Darlehen,  gr.fc0.  (116  S.)  Stuttgart,  Kohtham- 
mer.    2  Mk. 

Wober,  Heinr.,  Lehrbuch  der  Algebra.  2.  Aufl.  2.  Bd.  gr.8°. 
(XVI,  855  8.)    Braunschweig,  Vieweg.    12  Mk. 

Winter,  Wilh,  Algebra.  Lehrbuch  m.  Aufgabensammlung  f. 
Schulen.  3.  Aufl.  gr.  8°.  (V.  318  S.)  München,  Th.  Ackermauu. 
3,2)  Mk. 

(ieometrie. 

Choura,  Jon.,  Leitfaden  f.  d.  Unterricht  in  der  darstellenden 
Geometrie  an  der  k.  u.  k.  Militär-Oberrealschule.  gr.8°.  (III, 
Ml  S.  m.  395  Fig.)    Wien,  Seidel  &  Sohn.    Gbd.  4  Mk. 

Horcher,  B.,  Lehrbuch  d.  Geometrie  zum  Gebrauch  an  Gym- 
nasien. Nach  d.  neuen  Lehrplänon  bearb.  3  Ufte.  4.  Ausg.  gr.8°. 
Leipzig,  List.  3.5  )  Mk.  —  1.  Planimetrie  1.  Tl.,  einschliesslich  d. 
trigonometr.  Berechug.  des  rechtwinkl.  Dreiecks.  Anh.,  Anfangs 
gründe  der  Körperlehre.  (Lehraufgabe  v.  Quarta  bis  Unt.-Secuuda.) 
Mit  15U  Fig.  im  Text.  (III.  *4  S.)  i,:0  Mk.  -  2.  Plauimetrie 
Tl.  u.  ebene  Trigonometrie.  (Lehraufgabe  der  Ob.-Secunda  u. 
Unt.-Prima.)  Mit  70  Fig.  im  Text.  (III,  56  S.)  80  Pf.  —  3. 
Stereometrie  u.  Grundlehren  v.  d.  Kegelschnitten.  (Lehraufgabe  d. 
Prima).    Mit  70  Fig.  im  Text.    (III,  67  S.)    1,40  Mk. 

Kohn,  Gust,  üb.  d.  Oktnederlage  u.  die  Ikosaederlago  v.  zwei 
cubischeu  Raumcurveu.    gr.8°.    (11  S.)    Wien,  Gerold.    2  )  Pf. 
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Leidenfrost,  Th.,  Raumlehre  f.  7  bis  8  klassige  Volksschulen, 
sowie  f.  Mittelschulen.  1.  Hft  Raumlehre  f.  das  6.  Schulj.  gr.8°. 
(VIII,  149  S.  m.  Fig.)   Weimar,  Böhlau.   2,40  Mk. 

Mertens,  F.,  eine  asymptotische  Aufgabe.  gr.8°.  (6  S.)  Wien, 
Gerold.   20  Pf. 

Monger,  Jos.,  Lehrbuch  d.  darstellenden  Geometrie  f.  Ober- 
realschulen. 2.  Aufl.  Mit  181  Orig.-Abbildgn.  gr.8°.  (IV,  234  S.) 
Wien,  Holder.   Geb.  3  Mk. 

Peschka,  Gust.  Ad.  V.,  darstellende  u.  projective  Geometrie 
nach  d.  gegenwärtigen  Stande  dieser  Wissenschaft,  m.  besond.  Rück- 
sicht auf  d.  Bedürfnisse  höherer  Lehranstalten  u.  das  Selbststudium. 
1.  Bd.  2.  Aufl.  Mit  e.  Atlas  v.  43  lith.  Taf.  (in  qu.  Fol.)  gr.  8° 
(XXI,  719  S.)   Wien,  Deuticke.    14  Mk. 

Weber's  illustr.  Katechismen.  49.  Pietsch,  C,  Katechismus 
der  Raumberechnung,  Anleitung  zur  Grössenbestimmung  v.  Flächen 
u.  Körpern  jeder  Art.  4.  Aufl.  Mit  55  in  d.  Text  gedr.  Abbildgn. 
(VIII,  124  S.)   Leipzig,  J.  J.  Weber.   Geb.  1,80  Mk. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Höhenbestimmungen,  trigonometrische  u.  barometrische 
(Normalnull- Höhen)  in  Württemberg,  bezogen  auf  den  einheitlich 
deutschen  Normalnullpunkt.  Schwarzwaldkreis.  11.  Hft.  Ober- 
amtsbez.  Rottenburg.  Bearb.  v.  C.  Rcgelmann.  Hrsg.  v.  d.  k.  sta- 
tisch. Landesamt.   8°.   (31  S.)   Stuttgart,  Lindemann.   Kart.  50  Pf. 

Mechanik. 

Meyer,  Osk.  Emil,  die  kinetische  Theorie  der  Gase.  In 
elementarer  Darstellg.  m.  mathemat.  Zusätzen.  2.  Aufl.  2.  Hälfte. 
gr.8°.  (XVI  u.  S.  145-352  u.  65  -128).  Breslau,  Maruschke  & 
Berendt.   7  Mk. 

Mie,  Gust,  Entwurf  e.  allgemeinen  Theorie  der  Energieüber- 
tragung.  gr.8°.   (70  S.)   Wien,  Gerold.   1,30  Mk. 

Waals,  J.  D.  van,  die  Contiuuität  des  gasförmigen  u.  flüssigen 
Zustandes.  2.  Aufl.  1.  TU.  gr.8°.  (VIII,  182  S.  m.  2  Taf.)  Leip- 
zig, Barth.   4  Mk. 

Technik. 

Bach,  C,  die  Maschinen-Elemente.  Ihre  Berechng.  u.  Kon- 
struktion m.  Rücksicht  auf  d.  neueren  Versuche.  7.  Aufl.  2  Bde. 
Mit  in  den  Text  gedr.  Abbildgn.,  3  Texttaf.  u.  54  Taf. -Zeich ngn. 
Lex.-8«.    (XX,  736  u.  29  S.)    Stuttgart,  Bergsträsser.   30  Mk. 
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Baringer,  W.,  was  muss  man  von  d.  Elektrotechnik  wissen? 
gr.8°.    (107  S.  m.  35  Fig )    Berlin,  Steinitz.    1,50  Mk. 

Bibliothek,  elektrotechnische.  51.  u.  52.  Bd.  Stögermayr, 
F.  Ph.,  materialistisch-hypothetische  Sätze  a.  Erklärung  des  Wesens 
n.  der  Kraftäusseruogen  des  elektrischen  Fluidums.  2  Bde.  m  88 
Abbildgn.   8«.    (XII,  200  u.  VI,  231  S.)  Wien,  Hartleben,  ä  3  Mk. 

Fortschritte  d.  Elektrotechnik.  Berlin,  Springer.  10.  Jahrg. 
1896.  1.  Hft.  5  Mk.  -  lt.  Jahrg.  1897.  2.  Hft.  5,60  Mk.  - 
12.  Jahrg.  1898.    3.  Hft.    7  Mk. 

Holzt,  A.,  Elektrotechniker.  31.  Hft.  Leipzig,  Schäfer.  75  Pf. 

Jelinek,  Laur.,  mathera.  Tafeln  f.  technische  Anstalten,  be- 
sonders f.  höhere  Gewerbeschulen.  2.  Aufl.  gr.8u.  (223  S.)  Wien, 
Pichler.    Gbd.  2,60  Mk. 

Kapp,  Gisb.,  Dynamomaschinen  f.  Gleich-  u.  Wechselstrom. 
3.  Aufl.  Mit  200  in  den  Text  gedr.  Fig.  gr.8°.  (VIII,  486  S.) 
Berlin.  Springer.    Geb.  12  Mk. 

Pohlhausen,  A,  Transmissious-Dampfmaschinen.  20.-23. 
Lfg.   Mittweida,  Polytechn.  Buchh.    ä  1  Mk. 

—  Pampfkesselanlagen.  2.  Aufl.  10.— 13.  Lfg.  Ebd.  a 
1,10  Mk. 

Sammlung  elektrotechnischer  Vorträge.    Hrsg.  v.  Ernst  Voit. 

1.  Bd.  12.  (Schluss-)Hft.  Kohlfürst,  L.,  die  bisherigen  Versuche  m. 
elektrischen  Zugtelegraphen.  Mit  12  Abbildgn.  gr.8°  (III  u. 
S.  455—509).   Stuttgart,  Enke.    1  Mk. 

Schulz,  Ernst,  praktische  Dynamokonstruktion.  Ein  Leit- 
faden für  Studierende  der  Elektrotechnik.  2.  Aufl.  gr.8°.  (VII, 
71  S.  m.  35  Abbildgn.  u.  1  Taf.)    Berlin,  Springer.    Geb.  3  Mk. 

Thompson,   S.  T.,   die  dynamoelektr.   Maschinen.    6.  Aufl. 

2.  Hft.   Halle,  Kuapp.   2  Mk. 

Unterrichtsbriefe  d.  Elektrotechnik.  61.— 67.  Hft.  Pots- 
dam, Bonness  &  Hachfeld.   a  60  Pf. 

Zepf,  K.,  Dynamo-Maschine.  Wandtafel.  87 X  100,5  cm.Farbdr. 
Emmendingen,  Druck-  u.  Verlagsgesellsch.   3  Mk. 


Optik,  Akustik  und  Elasticitftt. 

Archiv  f.  wissenschaftliche  Photographic.  Hrsg.  v.  W.  Eng. 
Englisch.  1.  Jahrg  1899.  12  Hfte.  Lex.-8°.  (1.  Hft.  32  S.  ra. 
1  Taf.)   Halle,  Knapp.    Vierteljährl.  4  Mk.,  einzelne  Hfte.  1,50 Mk. 

Exner,  Frz,  u.  E.  Haschek,  üb.  d.  ultravioletten  Funken- 
spectra  dor  Elemente.  Wien,  Gerold.  XII.  Mittheilg.  (enth.  die 
Spectra  v.  Au,  Ti)  (21  S.  m.  4  Taf.)  1,50  Mk.  -  XIII.  Mittheilg. 
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(enth.  die  Spectra  v.  Ta,  Zv).    (25  S,  m.  4  Taf.)     1,50  Mk.  - 
XIV.  Mittheilg.  (enth.  d.  Spectrum  v.  U).    (46  S.)    8')  Pf. 

Glan,  Paul,  theoretische  Untersuchungen  üb.  elastische  Kör- 
per. Ebene  Wellen  m.  Querschwingungeu.  gr.8°.  (9  S.)  Wien, 
Gerold.   20  Pf. 

Haschek,  Ed.  u.  Heiur.  Mache,  üb.  d.  Druck  im  Funken. 
gr.8.   (13  S.  m.  1  Fig.)   Ebd.   30  Pf. 

Jaumanu,  G.,  Interferenz  d.  Kathodenstrahlen.  (I.  Mitthlg.) 
gr.8».    (98  S.)    Ebd.    2,20  Mk. 

Kerb  er,  Arth.,  Beiträge  zur  Dioptrik.  5.  Hft.  gr.89.  (168.) 
Leipzig,  Buchh.  G.  Fock.    50  Pf. 

Lang,  Vict.  v.,  üb.  transversale  Töne  v.  Kautschukfäden. 
gr.8°.    (9  S.  m.  1  Fig.)    Wien,  Gerold.    30  Pf. 

Leiss,  C,  üb.  c.  Methode  zur  objectiveu  Darstellung  u.  Photo- 
graphie der  Schnittcurveu  der  Iudextiächcn  u.  üb.  die  Umwandlung 
derselben  in  Schnittcurveu  der  Straulcnrlächen.  gr.  8°.  (6  S.  m. 
3  Fig.)   Berlin,  Reimer.   50  Pf. 

Paschen,  F.,  u.  II.  Wann  er,  eine  photoinetriseho  Methode 
zur  Bestimmung  der  Expoucntialconstauten  der  Eiuissiousfuüctiou. 
gr.8°.   (7  S.  m.  1  Fig.)    Berlin,  Keimer.   50  Pf. 

Erd-  und  Himmelskunde. 

Arbeiten,  astronomische,  des  k.  k.  Gradmessungs-Bureau 
ausgeführt  unter  d.  Leitg.  v.  Thdr.  v.  Oppolzer.  Nach  dessen  Tode 
hrsg.  v.  Edm.  Weiss  u.  Rob.  Schräm.  10.  Bd.  Läugenbostimmun- 
gen.  Publicationeu  f.  d.  internationale  Erdmessung,  gr.  4°.  (Ift 
286  S.)    Prag,  Tempsky.    16  Mk. 

Annalen  der  k.  k.  Universitäts-Steruwarte  iu  Wien.  ürsg. 
v.  Edm.  Weiss.  XIII.  Bd.  gr.  4°.  (III,  155  S.)  Wien,  Küuast. 
15  Mk. 

Annalen  d.  schweizerischen  meteorologischen  Central-Austalt 
1896.  „Der  schwoizer.  meteorolog.  Beobacbtgn."  33.  Jahrg.  gr.4°. 
(XII,  201,  8,  77,  60,  8  u.  18  S.  m.  12  Taf.)  Zürich,  Fäsi  &  Beer. 
18  Mk. 

Battermanu,  EL,  Resultate  aus  den  Polhöhenbestimmuugen 
in  Berlin,  ausgeführt  in  den  J.  1891  u.  1892  am  Universal  Trausit 
der  königl.  Sternwarte.  Hrsg.  v.  Centralbureau  der  internationalen 
Erdmessg.    gr.4°    (45  S.)   Berlin,  Reimer.   3  Mk. 

Bericht  üb.  die  internationale  meteorologische  Couferew  zu 
Paris  lö96.  Hrsg.  v.  königl.  preuss.  meteorolog.  Institut.  gr.  8°. 
(III,  95  S.  m.  Abbildgn.)    Berlin,  Asher.    4  Mk. 

Catalog  d.  astronomisch.  Gesellschaft.  1.  Abth.  Catalog  d. 
Sterne  bis  zur  9.  Grösse  zwischen  80°  nördl.  u.  2°  südl.  Docliuation 
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f.  das  Aequiuoctium  1875.  gr.4°.  Leipzig,  Eugelmann.  1  Stück 
Doubiago,  Dimitri,  Cataloguc  de  4281  etoiles  cutre  74°  40*  et  8m°20' 
de  declinaison  boreale  l>-55  pour  l'equinoxe  de  1875.  Üeduit  des 
observations  faites  au  cercle  meridien  de  Repsold  a  l'observatoirc 
astrouoraiquo  de  l'uuiversite  imperiale  de  Kasan  datis  les  annces 
1869  ä  18'J2.  (14,  98  S.)  9  Mk.  —  13.  Stück,  Bruns,  II.  u.  B. 
Peter,  Catalog  v.  11875  Sternen  zwischen  4°  42'  u.  1UÜ0'  nördlicher 
Decliuation  1855  f.  d.  Aequiuoctium  1875,  nebst  eiuraalig  bestimmten 
Ocrteru  v.  weiteren  9 in  Storncn  nach  Zonen-Beobachtungen  am 
Pistor  u.  Martius'schon  Meridiaukreise  der  Universitäts-Sternwarto 
zu  Leipzig  in  den  J.  1M33— 1872  u.  1883—1893.  Hrsg.  v.  d.  astronom. 
Gesellschaft.    (V,  26s  8.)    2.3  Mk. 

Fo erster,  W.,  u.  P.  Lehmann,  die  veränderlichen  Tafeln 
des  astronomischen  u.  chronogisehen  Theils  des  preussischen  Nor- 
malkalenders  f.  1900.  gr.8°.  (V,  161  8.)  Berlin,  Ylg.  des  k.  Statist 
Bureaus.    5  Mk. 

Hagen,  J.  G.,  S.  J.,  atlas  stellarum  variabilium.  (In  5  Serien), 

—  Series  I,  completeus  Stellas  variabiles  intra  limites  declinationis 

—  25°  et  0°,  quarum  lux  minima  est  iufra  maguitudiuem  10,n. 
gr.4°-  (44  Taf.  m.  41  Bl.  Erklärgn.  u.  5  S.  Text.)  Berlin,  Dames. 
52,80  Mk. 

Handwörterbuch  der  Astrouomie.  17.  Lfg.  Breslau,  Tre- 
wendt.   3,60  Mk. 

Hnatek,  Adf.,  die  Meteore  des  20.  bis  30.  XI.  m.  besond. 
Berücksicht.  der  Bielidcu.    gr.8°.    (12  S)    Wien,  Gerold.    8 )  Pf. 

Hillebrand,  Carl,  die  Erscheinung  1892  des  periodischen 
Kometen  Wiuuccke.    gr.4°.    (32  S.)    Ebd.    2  Mk. 

Jahrbuch,  Berliner  astronomisches,  f.  1901  m.  Angaben  f.  die 
Oppositionen  der  Planeten  (1)  — (-136)  f.  1899.  Hrsg.  v.  d.  königl. 
astronom.  Rechen-Institut  uuter  Leitung  v.  J.  Bauschinger,  gr.  8°. 
(X,  500  u.  25  8.)    Berlin,  Dümmler.    12  Mk. 

—  der  Astronomie  u.  Geophysik.  Hrsg.  v.  Herrn.  J.  Klein. 
9.  Jahrg.  Ib98.  Mit  6  Taf.  in  Schwarz-  u.  Chromodr.  gr.b0.  (VIII, 
384  S.)    Leipzig,  E.  EL  Mayer,    kart.  7  Mk. 

—  d.  königl.  sächs.  meteorologischen  Iustitutes.  gr.4°.  Chem- 
nitz, Bülz.  -  XIV.  Jahrg.  1896.  3.  Abth.  Schreiber,  Paul,  Bericht 
üb.  d.  Thätigkeit  im  meteorologischen  Institut  f.  d.  J.  1896.  (96  S. 
na.  7  Taf.  10  Mk.  —  XV.  Jahrg.  1897.  Zugleich  deutsches  me- 
teorol.  Jahrbuch  f.  1897.  Boobachtungssystem  des  Köuigr.  Sachsen. 
Hrsg.  v.  Paul  Schreiber.  1.  Abth.  Ergebnisse  der  meteorologischen 
Beobachtungen  an  11  Stationen  II.  Ordnung  im  J.  1897.  (77  S.) 
5  Mk.  —  Deutsches  meteorologisches,  f.  189/.  Beobachtuugs-System 
der  deutscheu  Seewarte.     Ergebnisse  der  metcorol.  Bcobachtgn.  an 


10 Stationen  If.Ordng.  u.  an  48  Signalstellcu,  sowie stüudl.  Aufzeichngn. 
an  4  Normal-Beobachtungs-Stationcn.  XX.  Jahrg.  Hrsg.  v.  d.  Di- 
rektion der  Seewarte.  Imp.  4°.  (VIII,  186  S.)  Hamburg,  Friede- 
richsen.    13  Mk. 

Langer,  Willi.,  Was  muss  man  v.  d.  Astronomie  wissen? 
gr.K    (8J  S.)    Berlin,  Steiuitz.    1  Mk. 

Lüdcling,  G.,  über  d.  täglichen  Gang  der  erdmagnetischen 
Störungen  an  Polarstationen.  gr.8°.  (11  S.  m.  1  Taf.)  Berlin, 
Reimer.   50  Pf. 

Meisterwerke  f.  die  Schulpraxis.  5.  Bd.  Diesterweg,  Adf., 
populäre  Himmelskuudc  u.  mathematische  Geographie.  Neue  Aufl. 
Mit  e.  Karte  u.  116  in  d.  Text  gedr.  Abbildgu.  8°.  (XX,  371  S.) 
Laugensalza,  Schulbuchb.    2,50  Mk. 

Ocrter,  mittlere,  v.  622  Sternen  u.  scheinbare  Oertcr  v.  450 
Sternen,  nebst  Reductions-Tafelu  f.  d.  J.  1901  u.  e.  Auh.,  enth.  vor- 
läufige Verbesseruiigeu  der  Oerter  des  Fixstern- Verzeichnisses  im 
Jahrbuch  S.  149  ff.  f.  1901,0.  gr.8°.  (S.  149-335  u.  8  S.)  Berlin, 
Dümmler.   6  Mk. 

—  dass.  v.  622  Sternen  f.  d.  J.  1901.  gr.8°.  (20  S )  Ebd. 
50  Pf. 

Palisa,  Joh.  u.  Frdr.  Bidschof,  Katalog  v.  1238  Sternen, 
auf  Grund  der  in  deu  Bänden  I.  u.  II.  der  „Publicationen  der  v. 
Kuffuer'schen  Sternwarte  in  Wien  Ottakring"  enthaltenen  Meridian- 
kreisbeobachtungen, aufgestellt  u.  auf  das  Aequinoctium  1890  0  be- 
zogen.  gr.4°.    (61 S.)    Wien,  Gerold.    3,9q  Mk. 

Publikationen  des  astrophysikalischen  Observatoriums  zu 
Potsdam.  Hrsg.  v.  H.  C.  Vogel.  gr.4°.  Leipzig,  Engelmann.  Nr.43. 
(13.  Bd.)  Müller,  G.,  u.  P.  Kempf,  photometrische  Durchmusterung 
dos  nördl.  Himmels,  enth.  alle  Sterne  der  B.  D.  bis  zur  Grösse  7.  5. 
2.  Tbl.    Zone  -f-  20°  bis  -f  40*  Decliuation.    (465  S.)    20  Mk. 

Rundschau,  astronomische.  Red.  v.  Leo  Brenner.  1.  Hd. 
12  Hfte.  gr.8°.  (1.  Hft.  40  S.  in.  Abbildgu.  u.  4  Taf.)  Lussiu- 
piccolo  (Oesterr.),  Manora-Steruwarte.  12  Mk  ;  eiuzelne  Hfte. 
1,20  Mk. 

Schupmann,  L.,  die  Medial-Fernrohrc.  Eine  neue  Konstruk- 
tion f.  grosse  astronom.  Instrumente.  gr.8°.  (V,  146  S.  m.  28  Fig.) 
Leipzig,  Teubner.    4,80  Mk. 

Sirius.  Zeitschr.  f.  populäre  Astronomie.  Hrsgb.  v.  Herrn. 
J.  Klein.  32.  Bd.  od.  neue  Folge  27.  Bd.  Jahrg.  1899.  12  Hfte. 
gr.8°.  (1.  Hft.  24  S.  m.  Abbildgn.  u.  1  Taf.)  Leipzig,  E.  H. 
Mayer.    12  Mk.  ;  einzelne  Hfte.  1,20  Mk. 


Soland,  unser  Sonnensystc 
rieh,  Schmidt.   2  Mk. 


gr.  8°.    (86  S.  m.  2  Taf.)  Zü- 
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Veröffentlichungen  d.  königl.  astronom.  Rechen-Instituts 
zu  Berlin.  4°.  Berlin,  Dümmler.  8.  Bauschinger,  Jul.',  Unter- 
suchgn.  üb.  den  periodischen  Kometen  1889  V,  1896  VI  (Brooks). 
2.  Thl.  Die  Erscheing.  1896  —  97  u.  ihre  Verbindg.  mit  der  vom 
J.  1889  —  90.  (52  S.)  2  Mk.  -  9.  Bauschiuger,  J.,  genäherte 
Oppoaitions-Ephemeriden  v.  52  kleineren  Planeten  f.  1899  Januar — 
August.  Unter  Mitwirkg.  mehrerer  Astronomen,  bes.  v.  A.  Berbe- 
rich u.  P.  Neugebauer.    (17  S.)   1,20  Mk. 

—  des  königl.  preussischen  meteorologischen  Institus.  Hrsg. 
durch  Wilh.  v.  Bezold.  Berlin,  Asher.  1894.  3.  Hft.  Ergebnisse 
der  Beobachtgn.  an  d.  Stationen  II.  u.  III.  Ordng.  i.  J.  1894,  zu- 
gleich deutsches  meteorolog.  Jahrbuch  f.  1894.  Beobachtungssystem 
des  Königr.  Preussen  u.  benachbarter  Staaten.  gr.4°.  (XX  u. 
S.  99-295  m.  1  färb.  Karte.)  10  Mk.  -  1*97.  2.  Hft.  Ergeb- 
nisse der  magnet.  Beobachtgn.  in  Potsdam  i.  J.  1*97.  gr.4°.  (44  S. 
m.  4  Taf.)  3,50  Mk.  -  -  1898.  1.  Hft.  Ergebnisse  der  Beobach- 
tungen an  d.  Stationen  II.  u.  III.  Ordng.  i.  J.  1898,  zugl.  deutsches 
meteorol.  Jahrbuch  f.  1898.  Beobachtungssystem  des  Königr.  Preusseu 
u.  benachbarter  Staaten,   gr.  4°.    (56  S.)   3  Mk. 

—  des  hydrographischen  Amtes  der  k.  u-  k.  Kriegsmarine  in 
Pola.  Wien,  Gerold.  6.  Gruppe  IV.  Erdmagnetische  Reisebeobach- 
tungen. II.  Hft.  Erdmagnetische  Beobachtungen,  ausgeführt  während 
d.  Reise  S.  M.  Schiffe^Zrinyi",  1887/9d.  Ostküste  Südamerikas 
u.  Westküste  Afrikas.  Hrsg.  v.  d.  Abth.  „Geophysik."  (II,  29  S. 
m.  Fig.)  2  Mk.  —  7.  Gruppe  III.  Relative  Schwerebestimmungen 
durch  Pendelbeobachtungen.  II.  Heft.  Beobachtungen  in  den  J. 
1895—1898  während  der  Reisen  S.  M.  Schiffe  „Albatros",  „Saida", 
„Zrinyi"  „.  „Panther  '  .Hrsg.  v.  d.  Abth.  „Geophysik".  (III,  94  S.) 
3  Mk. 

Vierteljahrsschrift  d.  astronom.  Gesellsch.  33.  Jahrg. 
4.  Hft.    Leipzig,  Engelmann.   2  Mk. 

Physik. 

Annalen  der  Physik  u.  Chemie.  Hrsgb.  v.  G.  u.  E.  Wiede- 
mann.  gr.8°.  Leipzig,  Barth.  Neue  Folge.  66.  Bd.  5.  Hft.  Der 
ganzen  Folge  302.  Bds.  5.  Hft  Jahrg.  1898.  Nr.  13.  Unter  Mit- 
wirkg. d.  physik.  Gesellschaft  zu  Berlin  u.  v.  M.  Planck.  (S.  785  — 
1208  m.  Fig.  u.  3  Taf.)  6  Mk.  -  67.-69.  Bd.  od.  Jahrg.  1899. 
12  Nrn.    (Nr.  1.  232  S.  m.  Fig.)   42  Mk. 

Bermbach,  W.,  der  elektrische  Strom  u.  seine  wichtigsten 
Anwendungen  in  gemeinverständlicher  Darstellung.  2.  Aufl.  gr.8°. 
(VII,  198  S.  m.  135  Abbildgn.)   Leipzig,  Wigand.    3  Mk. 

DanUls,  M.  Fr.,  Elektrizität  u.  Magnetismus,  deutsch  v.  A. 


Gockel.  gr.8°.  (IV,  307  S.  m.  Abbildgn.)  Freiburg,  Universitäts- 
Buchb.    4,50  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  i.  .1.  1897.  Dargestellt  v.  d. 
pbysikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  53.  Jahrg.  2.  u.  3.  Abth.  gr.8°. 
Braunschweig,  Vieweg.  —  2.  Physik  des  Acthers.  Red.  v.  Rieh. 
Börnstein.  (LH,  912  S.)  32  Mk.  —  3.  Kosmische  Physik.  Red. 
v.  Rieh.  Assmann.    (XLV,  »06  S  )    21  Mk. 

Geitler,  R.  v.,  Notiz  üb.  complicirte  Erreger  Hcrtz'scher 
Schwingungen.   gr.^°.   (12  S.  m.  5  Fig.)    Wieu,  Gerold.    30  Pf. 

Hasenöhrl,  Fritz,  zur  Theorie  der  Transversalschwiugungcn 
c.  v.  Wirbeln  durchzogenen  Körpers.  (II.  Mitthlg.)  gr.s0.  (20  S. 
m.  2  Fig.)    Ebd.    40  Pf. 

Jordan,  K.  F.,  Grundriss  d.  Physik  nach  d.  neuesten  Stande 
der  Wissenschaft.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  u.  z. 
Selbststudium.  gr.8°.  (V,  265  S.  m.  142  Abbildgn.)  Berlin,  Sprin- 
ger.   Gbd.  4  Mk. 

Kraus,  Konr.,  Grundriss  d.  Naturlehre  f.  Lehrer-  u.  Lehre- 
rinnen-Bildungsanstalten.  III.  TW.  Mechanik.  —  Akustik.  —  Optik. 
Mit  200  Holzschn.  u.  e.  Spectraltaf.  gr.8°.  (180  8.)  Wien,  Pichler. 
Gbd.  2  Mk. 

L  o  m  m  e  I ,  E.  v.,  Lehrbuch  d.  Experimentalphysik.  Mit  430  Fig. 
im  Text  u.  e.  (färb.)  Spektraltaf..  5.  Aufl.  gr.8°.  (IX,  558  S.) 
Leipzig,  Barth.    6,40  Mk. 

Mewes,  Rud.,  Licht-,  Elektrizitäts-  u.  X-Strahlen.  Beitrag 
zur  Erklärung  d.  Aetherwellen.  2.  Aufl.  gr.«°.  (III,  131  S.)  Ber- 
lin, Fischer's  technolog.  Vlg.    2,50  Mk. 

Publikationen  des  astrophysikalischen  Observatoriums  zu 
Potsdam.  Nr.  39.  (12.  Bds.  1.  Stück.)  Vogel,  II.  C,  u.  J.  Wil- 
sing,  Untersuchungen  üb.  d.  Speetra  v.  528  Sternen.  gr-4°.  (73  S.) 
Leipzig,  Engelmann.    4  Mk. 

Sammlung  Göschen.  78.  Bd.  Jaeger,  Gust.,  theoretische 
Physik.  III.  Elektricität  u.  Magnetismus  12°.  (146  S.  m.  Fig.) 
Leipzig,  Göschen.    Gbd.    80  Pf- 

Schweid ler,  Egon  R.  v.,  üb.  d.  lichtelektrischen  Ercheinun- 
gen.  (I.  Mitthlg.)  gr.8«.  (29  S.  m.  1  Fig.  u.  1  Taf.1  Wien,  Ge- 
rold.   80  Pf. 

Smoluehowski  v.  Smolan,  M.,  weitere  Studien  üb.  d.  Tcm- 
pcraturspruug.  bei  Wiirmeleitung  in  Gasen.  gr.8°.  (19  S.)  Ebd. 
40  Pf. 

Verhandlungen  der  deutschen  physikalischen  Gesellschaft. 
1.  Jahrg.  1899.  gr.8°.  (I.  Lift  43  S.  m.  Fig.)  Leipzig,  Barth. 
4  Mk. 

Wenzel,  P.  Gallus,  die  Grundlehren  der  Elektricität  u.  ihre 
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modemo  Verwendung.  Gemeinverständlich  dargestellt.  8°.  (VII,  102  S. 
m.  38  Abbildgu.)   Wien,  Hartleben.    Gbd.  1,50  Mk. 

Wippermaun,  P.  Em  er  ich,  üb.  Wechselstromcurven  bei 
Anwendung  v.  Alluminiumelektroden.  gr.  8°.  (9  S.  m.  12  Fig.) 
Wien,  Gerold.    40  Pf. 

Zeitschrift  f.  d.  physikalischeu  u.  chemischen  Unterricht. 
Unter  d.  bes.  Mitwirkung,  v.  E.  Mach  u.  B.  Schwalbe  hrsg.  v.  F. 
Poske.  12.  Jahrg.  1899.  6  Hfte.  hoch  4°.  (1.  Hft.  62  S.  m.  Ab- 
bildgu. u.  1  Taf.)   Berlin,  Springer,    12  Mk. 

Vermischte  Schriften. 

Bariuger,  W.,  was  muss  man  v.  d.  Mathematik  u.  Algebra 
wissen?  gr.8°.    (82  S.)    Berlin,  Steinitz.    1  Mk. 

Berichte  üb.  d.  Verhandlungen  der  königl.  sächs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  z.  Leipzig.  Mathematisch- phys.  Gasse,  50.  Bd. 
1898.  Naturwissenschaftl.  Tbl.  gr.  8«.  (III,  VI,  62  u.  XXVI  S.  m. 
3  Fig.  u.  2  Abbildgn.)    Leipzig,  Teubner.    1,20  Mk. 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathematisch-uatunvissensch.  Gasse.  66  Bd.  gr.4°.  (1.  Hälfte. 
III,  XIV.  328  S.  m.  5  Lichtdr.-  u.  37  Kurventaf.j  Wieu,  Gerold. 
Geb.  69,20  Mk. 

Encyklopädic  der  mathemat.  Wissenschaften.  1.  Tl.  1.  Bd. 
2.  Hft.   Leipzig,  Teubner.   3,40  Mk. 

Hittenkofer,  M.,  Sammel-Werke  f.  d.  Selbstunterricht.  Lex.-8°. 
Strelitz,  Hittenkofer.  55.  Planimetrie.  4.  Aufl.  Mit  70  Abbildgn. 
Unterweisungen  u.  Aufgaben.  (32  S.).  1,80  Mk.  —  56.  Schwarz, 
II.,  Algebra.  2.  Tl.  5.  Aufl.  Unterweisungen  u.  Aufgaben.  (31  S.) 
2  Mk.  —  100  B.  Zauzig,  J-,  die  Ceuerifugalpendel-Regulatoren. 
Mit  45  Abbildgn.  Unterweisungen.  (38  S.;  2,80  Mk.  -  117. 
Lohmar,  E.,  Schiebersteuerungeu.  Mit  54  AbbiUign.,  Unterweisungen 
u.  Aufgaben.  (54  S.)  4  Mk.  —  II 8.  I.  Rehbein,  E.  P.,  Dynamo- 
maschinenbau  I.  (Gleichstrom-Maschine.)  Mit  76  Abbildgn.  Unter- 
weisungen u.  Aufgaben  (55  S.)  4  Mk.  —  118.  II.  dass.  IT.  (Ge- 
setze des  Wechselstroms  u.  Berechtig,  der  Transformatoren.)  Mit 
52  Abbildgn.    Unterweisungen  u.  Aufgaben.    (31  S.)    2  Mk. 

Mittheilungeu  d.  mathemat  Gesellsch.  in  Hamburg.  Red. 
v.  Repsold,  Sehröder  u.  Busche  gr.8°.  Leipzig,  Teubner.  3.  Bd. 
8.  Hft.   (S.  319—370.)    1,20  Mk.  —  9.  Hft.  (S.  371—410.)  1  Mk. 

Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  Kr.  101  — 
103.  8°.  Leipzig,  Eugehnaun.  101.  Kirchhoff,  G.,  Abhandlungen 
üb.  mechanischo  Wärmetheorie.  I.  Ueb.  e.  Satz  der  mechan.  Wärme- 
theorie u.  einige  Anwendgn.  desselben.    (1858).   II.  Bemerkung  üb. 
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die  Spanng.  des  Wasserdarapfos  bei  Temperaturen,  die  dem  Eispunkte 
nahe  sind.  (1858.)  III.  Ueb.  d.  Spanng.  des  Dampfes  u.  Mischgn. 
aus  Wasser  n.  Schwefelsäure.  (1858.)  Hrsg.  v.  Max  Planck.  (48  S.) 
75  Pf.  —  102.  Maxwell,  James  Clark,  üb.  physikalische  Kraftlinien. 
Hrsgb.  v.  L.  Boltzmann.   Mit  12  Fig.  im  Text.    (147  S.)   2,40  Mk. 

—  103.  Lagrange's,  Jos.  Louis,  Zusätze  zu  Euler's  Elementen  der 
Algebra.  Unbestimmte  Analysis.  Aus  dem  Franz.  v.  A.  J.  v.  (Det- 
tingen, hrsgb.  v.  H.  Weber.    (171  S.)    2,60  Mk. 

Sitzungsberichte,  Wiener.  Math.-naturw.  Classe.  Wien, 
Gerold.  I.  Abth.  107.  Bd.  7.  Hft.  6,50  Mk.  —  Abtb.  IIa.  107.  Bd. 
6.  u.  7.  Hft.   5,80  Mk.  -  Abth.  IIb     107.  Bd.    7.  Hft.   3,60  Mk. 

-  III.  Abth.    107.  Bd.   8.-10.  Hft   60  Pf. 

—  Münch.  Mathem.  Classe.  1898.  4.  Hft.  München,  Franz. 
1,20  Mk. 
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Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

LVIV. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Arnold,  E.,  die  Entwicklung  der  Elektrotechnik  in  Deutsch- 
land.   Festrede,   gr.  8°.    (19  S.)    Karlsruhe,  Jahraus.   50  Pf. 

Aus  dem  Archiv  der  deutschen  Seewartc.  21.  Jahrg.  1898. 
Hrsg.  v.  d.  Direktion  der  Seewarte.  gr.4°.  (II,  57,  76,  34,  40  u. 
21  S.  m.  1  Taf.)    Hamburg,  Friedericbsen.    15  Mk. 

Cantor,  Mor.,  Vorlesungen  üb.  Geschichte  der  Mathematik 
2.  Bd.    1.  Halbbd.    Von  1200  - 1550.    Mit  93  in  den  Text  gedr. 
Fig    2.  Aufl.    gr.8°.    (480  S.)   Leipzig.  Teubuer.    14  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  i.  J.  1898.  Dargestellt  v.  der 
pliysikal.  Gesellschaft  zu  Herlin.  51.  Jahrg.  1.  Abth.  Physik  der 
Materie.  Red.  v.  Rieh.  Börnstein.  gr.8°.  (LXXVI,  694  S.)  Brauu- 
schweig,  Vieweg.    26  Mk. 

Gerberti,  postea  Silvestri  II  papae,  opera  mathematica  (972 
bis  1003).  Accedunt  aliorum  opera  ad  Gerberti  libellos  aestimaudos 
intelligendosque  necessaria  per  Septem  appendices  distributa.  Col- 
egit,  ad  fidem  codicum  manuscriptorum  partim  itorum,  partim 
primum  ed.,  apparatu  critico  instruxit,  commentario  auxit,  figuris 
illustravit  Nicol.  Bubnow.  gr.8°.  (CXIX,  620  S.)  Berlin,  Fricd- 
änder.   24  Mk. 

Günzel,  F.  K.,  spezieller  Kanou  der  Sonneu-  u.  Mondfinster- 
nisse f.  d.  Läudergebiet  der  klassischen  Altertumswissenschaften  u. 
den  Zeitraum  von  900  vor  Chr.  bis  603  nach  Chr.  Mit  3  Karten 
im  Texte  u.  e.  Atlas  v.  15  kolor.  Karten.  gr.4°.  (VIII,  271  S.)  Ber- 
lin, Mayer  &  Müller.    36  Mk. 


Jahrbuch  üb.  d.  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  v. 
Carl  Ohrtmann.  Unter  besond.  Mitwirkg.  v.  Fei.  Müller  u.  All.. 
Wangerin  hrsg.  v.  Emil  Lampe.  28.  Bd.  Jahrg.  1897.  (In  3  Hftn.) 
1.  Uft.    gr.8°.    (410  S.)    Berlin,  Reimer.    Vi  Mk. 

Krouocker's,  Leop.,  Werke.  Hrsg.  auf  Veraulassg.  der 
königl.  preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  v.  K.  Honsel.  3.  Bde. 
1.  Halbbd.    gr.4°.    (VII,  473  S.)    Leipzig,  Tonbucr.    3G  Mk. 

0  Ibers,  Wilh.,  sein  Leben  n.  seine  Werke.  Im  Auftrage  der 
Nachkommen  hrsg..  v.  C.  Schilling.  Ergänzungsband.  Reduction, 
neue,  der  v.  Wilhelm  Olbers  im  Zeitraum  von  17'J  >  bis  18  >1  auf 
seiner  Steruwarte  in  Bremen  angestellten  Beobachtungen  v.  Kometen 
u.  kleineu  Planeten.  Nach  den  Orig. -Manuskripten  bereebu.  v.  Will). 
Schuhr  u.  Alb.  Sticbtcnoth.  Lex.-8°.  (III,  1GO  S.  m.  Fig.  u.  1  Taf.) 
Berlin,  Springer.    4  Mk. 

Methode  und  Prineiplen. 

Beuguet,  K.,  neue  Bahnen  auf  dem  Gebiete  des  Volksschul- 
Rechnens.  L,  die  Zahlwörter,  R.  BeugnetN  Volksschullehrapparat  u. 
die  Zahlenkreise  1  -1  )  u.  1  -20  auf  U/b.  gr.8°.  (III,  74  S.)  Strass- 
burg,  Bull.    80  Pf. 

Daul,  A.,  das  Perpetuum  mobile.    Eine  Beschreib^,  der  inter 
essantesten,  wenn  auch  vergebt.,  aber  doch  immer  sinnreichen  u. 
belehr.  Versuche,  e.  Vorrichtung  od.  Maschine  herzustellen,  welche 
sich  beständig,  ohne  äussere  Anregg.,  v.  selbst  in  Bewegung  erhalten 
soll.    8°.    (VII,  133  S.  m.  14  Abbildgn.)    Wien,  Hartleben.    2  Mk. 

Jahr,  E.,  die  Urkraft  od.  Gravitation,  Licht,  Wärme,  Magne- 
tismus, Elektricität,  ehem.  Kraft  etc.  sind  sekundäre  Erscheingn.  der 
Urkraft  der  Welt.  gr.8°.  (VI,  120  S.  m.  7  Abbildgn.)  Berlin, 
Enslin.    2  Mk. 

Knilliug,  Rud.,  die  naturgemässc  Methode  des  Rechenunter- 
richts in  der  deutschen  Volksschule.  Ein  neues  theoretiseh-prakt. 
Handbuch.  II.  Tl.,  der  Aufbau  der  naturgemässen  Rechenmethode. 
gr.8°.    (XVI,  266  S.)    München,  Oldcnbourg.   5  Mk. 

Kreutz,  F.,  untcrrichtliche  Behandlung  der  grundlegenden 
Rechenübungen.  Zahlenreihe  1  —  1 J00.  pr.s0.  (^8  S.)  Düsseldorf, 
Schwann.    1  Mk. 

Müller.  Heinr..  die  Mathematik  auf  den  Gymnasien  u.  Real- 
schulen. Für  den  Unterricht  dargestellt.  2  Tie.  gr.8°.  Berlin, 
Muser.  1.,  die  Unterstufe.  (Lehraufgabi  der  Klassen  Quarta  bis 
Unter-Sekunda.)  (VIII,  152  S.  m.  Fig.)  2,50  Mk.  -  2.,  die  Ober, 
stufe.  (Lehraufgabe  der  Klassen  Oher  Sekunda  u.  Prima.)  (X, 
216  S.  m.  Fig.)    3,20  Mk. 
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Rüther,  Ilcinr.,  Theorie  u.  Praxis  des  Rechenunterriclits. 
2.  Tl.  Die  Zahlenreihe  1  bis  1O()ü0C)0  u.  die  mehrfach  beuaunten 
Zahlen.    2.  Aufl.    gr.8°.    (IV,  207  S.)    Breslau,  Morgenstern.  2  Mk. 

Schulz,  Paul,  über  d.  Itechenunterricht.  Progr.  4°.  (29  S.) 
Berlin,  Gacrtner.    1  Mk. 

Staub,  ,1.  B.,  die  thatsüchliche  Widerlegung  der  Newton'schcn 
Hypothese  v.  d.  allgemeinen  Anziehungskraft  durch  den  naturge- 
mässen  Ersatz  derselben  als  Gruudlage  e.  neuen  monistischen  Welt- 
anschauung. gr.8°.   (20  S.)   Leipzig,  Schlemminger.  60  Pf. 

Tropfke,  Jobs.,  erstmaliges  Auftreten  der  einzelnen  Bestand- 
teile unserer  Scbulmathematik.  1.  Tl.  Progr.  4°.  (27  S.)  Berlin, 
Gaertuer.    1  Mk. 

Lehrbilcher. 

Haedcr,  Horm.,  Konstruieren  u.  Rechnen,  f.  Schule  u.  Praxis 
bearb.  2  Bde.  1.  Text.  8°.  (VIII.  1U  S.  m.  Fig.)  2.,  Tafeln, 
qu.  4°.    (115  Taf.  m.  4  S.  Text.)    Düsseldorf,  Schwann.  Geb.  10  Mk. 

Jordan,  SV.,  Hülfstafelu  für  Tachymetrie.  2.  Aufl.  gr.8° 
(XV,  246  S.  m.  5  Fig.)    Stuttgart,  Metzler.    8  Mk. 

Steiger,  Job.,  der  Rechuuunterricht  in  d.  Volksschule.  Zum 
Gebrauche  in  Seminarien  u.  für  d.  Hand  des  Lehrers  methodisch 
dargestellt.  1.  Tl.,  das  Rechnen  m.  einfach  benannten,  bezw.  unbe- 
nannten Zahlen.  gr.8°.  (III,  II,  127  S.)  Bühl,  Koukordia.  Kart. 
1,50  Mk. 

• 

Sammlungen. 

Brenn  ort,  E.,  ceometrisohe  Konstruktionsaufgaben  m.  voll- 
stündiger  Auflösung.  Ein  Hilfsbuch  für  Lehrer.  In  übersichtl.  u. 
method.  Folge  bearb.  2.  Aufl.  gr.8°.  (IV,  10 1  S.  m.  182  Holz- 
Bchn.)    Berlin,  Nicolai.    1.50  Mk. 

Bussler,  Fr.,  Rechenbuch.  Für  d.  unteren  Klassen  höherer 
Lehranstalten  (Sexta  bis  Quarta).  gr.8°.  (IV,  139  S.)  Dresden, 
Ehlermann.    Geb.  1,50  Mk. 

Deter,  Johs.,  mathematisches  Formelbuch  f.  höhere  Unter- 
richtsanstalten. Neu  hrsg.  v.  Erdm.  Arndt.  4.  Aufl.  gr.8*.  (V, 
58  S  m.  Fig.)    Berlin,  Rockenstein.    90  Pf. 

Eichhorn,  A.,  Sammlung  v.  mathematischen  Formeln  u.  Regeln 
zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten.  12°.  (21  S.)  Lüneburg, 
Herold  *fe  Wahlstab.    50  Pf. 

Eis n er,  A.  u.  R.  Sendler,  Rechenbuch  f.  Lehrerseminare. 
Im  Anschlüsse  an  Dorn's  Rechenhefte  bearb.  1.  Tl.,  für  d.  Unter- 
stufe der  Seminare,  sowie  für  Präpar.uidenanstalten.  3.  Aufl.  gr.  8°. 
(II,  195  S.)    Breslau,  Handel.    1,80  Mk. 
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Hartmann,  Edm.,  Rochenbuch.  S  Ufte.  Aufl.  gr.  8°. 
Giessen,  Ricker.    2,50  Mk. 

Herrigel,  G.,  u.  A.  Mang,  Rechenbuch  f.  Fortbildungsschulen. 
Wiederholungen  aus  deu  früheren  Schuljahren.  gr.8°.  Heidelberg, 
Groos.   (93  S.)    60  Pf.  —  Lehrerheft.    (IV,  OJ  S.)   80  Pf. 

—  —  ,  deutsches  Rechenbuch  für  Volks-  u.  Mittelschulen.  Nach 
method.  Grundsätzen  bearb.  Ebd.  5.  Hft.  4.  Ann*,  gr.fc0.  (104  S. 
m.  15  Fig.)    60  Pf.  -  Lehrerheft.    (116  S.)  m.  15  Fig.)    85  Pf. 

Heun,  Hans,  methodisch  geordnete  Rechenübungen  für  die 
Mittel-  u.  Oberklasson  der  Volksschule  (IV.  u.  VI.,V.  u.  VII.  Schulj.)) 
Ausg.  B.  Ergebnisheft  (m.  den  Zwischen-  u.  Endresultaten  u.  Be- 
zeichnung des  Lösungsganges).  8°.  (44  S.)  Würzburg,  Stuber. 
60  Pf. 

—  —  ,  methodisch  geordnete  Rechenübungen  f.  die  Hand  der 
Schüler  in  den  Mittelklassen  der  Volksschule  (IV.  Schulj.)  Der 
Zahlenraum  bis  zu  Millionen.  Üas  einfachste  üb.  das  Wesen  der 
gemeinen  Brüche.  Verwandlung  der  Ganzen  in  Brüche  u.  umge- 
kehrt. Zweifach  benannte  Zahlen  m.  decimaler  Einteilung.  2.  Aufl. 
8«    (48  S.)    Ebd.    20  Pf. 

Jänisch,  Alb.,  Aufgaben  für  d.  Rechnen  in  den  späteren  Sehul 
jähren.    4.  Hft.    Der  unbegrenzte  Zahlenkreis.  Sortenverwandlung, 
Regeldetrie.    Zeitrechnung.    Brüche,  gr.  8°.  (62  S.)  Potsdam,  Stein. 
40  Pf. 

Kentenich,  G.,  Aufgabenhefte  für  d.  Reehenunterricht  in  der 
Volksschule.  Antworten  u.  Lösungen  zu  Hft.  4A  u.  B.  8°.  (9*>  u. 
59  S.)    Düsseldorf,  Schwann,    ä  AO  Pf. 

Kirsch,  B.  u.  H.  Saepe,  Lehr-  u.  Uebungsstoffe  f.  d.  Unter- 
richt im  Rechnen  an  gewerbl.  Lehranstalten.  2.  Hft.  Schluss-, 
Prozent-  u.  Zinsrechnung.   gr.8°.    (57  s  )  Dortmund,  Ruhfus.  60  Pf. 

Kley  er,1  A.,  Aufgaben-Sammlung.  1387  13'J8.Heft  Stuttgart, 
Maier.     ä  25  Pf. 

Lös  er 's,  J.,  praktisches  Rochenbuch  f.  deutsche  Schulen.  Für 
höhere  Lehranstalten  bearb.  v.  Fr.  Jost,  2.  Tl.  gr.b0.  (IV,  1Ü6  S. 
Weinheim,  Ackermann.    1  Mk. 

Müller,  E.  R..  planimetrischet  Konstruuktionsauf'gabeu  nebst 
Anleitung  zu  deren  Lösung  für  höhere  Schulen.  Methodisch  bearb. 
4.  Aufl.    8°.    (VIII,  74  S.)    Oldenburg,  Stilling,    kart.  1  Mk. 

Neu  mann,  Carl  E.,  Formelbueh,  enth.  die  hauptsächlichsten 
Formeln,  Sätze  u.  Regeln  der  Elementar-Mathematik,  zum  Gebrauche 
an  Realschulen  u.  Gymnasien  übersieht!,  zusammengestellt.  6.  Aufl, 
gr.160.    (IV,  168  S.)    Dresden,  Axt.    kart.  1,50  Mk. 

Nissen's,  J.  II.,  Aufgaben  fürs  Kopfrechnen,  gänzlich  um- 
gearb.  u.  bedeutend  erweitert  v.  C.  II.  Härder.  7.  Aufl.  8".  (IV, 
103  S.)    Kekenförde,  Heidt.    Kart.    1  40  Mk. 

Otto,   F.,  Rechenaufgaben  für  höhere  Mädchenschulen.  Ä.uf 
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Grund  der  Rechenaufgaben  v.  A.  Büttner  u.  E.  Kirchhoff  bcarb. 
7.  Hft.  I.  Tl.  Abschluss  der  bürgerl.  Rechnungsarten.  II.  Tl.  Auf- 
gabengruppen 'aus  den  wichtigsten  Gebieten  des  prakt.  Lebens  zur 
Wiederbolg.  u.  Anwendg.  der  erlernten  Rechnungsarten,  sowie  zur 
Vermittig.  Volkswirtschaft].  Kenntnisse.  4—8.  Taus.  gr.8°.  (127  S. 
m.  Fig.)    Leipzig,  Hirt.    Kart.   80  Pf. 

Richter,  Alb.,  Aufgaben  f.  d.  physikalischen  Unterricht  an 
höhereu  Lehranstalten  im  Anschluss  an  den  Grundriss  der  Experi- 
mentalphysik v.  Jochmann  &  Hermes.  gr.8°.  (VIJI.  94  S.  m.  Fig.) 
Berlin,  Winckelmaun  &  SShne.    1,40  Mk. 

Särchinger,  E.  u.  V.  Estel,  Aufgabensammlung  für  d. Rechen- 
unterricht in  den  Unterklassen  der  Gymnasien,  Realgymnasien  u. 
Realschulen.  3  Ufte.  2.  Aufl.  gr.6°.  Leipzig,  Teubuer.  1)  Die 
4  Grundrechnungsarten  m.  ganzen  einfach  u.  mehrfach  benannten 
Zahlen.  (IV,  91  S.)  1  Mk.  —  2)  Bruchrechnung  (104  S.)  1,20  Mk. 
—  3)  Schlussrechnung.  Prozent-,  Zins-  u.  Diskontrechnung.  (71  S.) 
80  Pf. 

Schanze,  J.,  u.  Th.  Jaeger,  Rechenhefte  f.  Handwerker-Fort- 
bildungsschulen. Lösungen  zu  den  Aufgaben.  Hft.  I  u.  II.  (10.  Auf! . 
u.  folgende.)   gr.8°.   (25  S.)    Wittenberg,  Herrose.    40  Pf. 

Schürmann,  F.,  u.  F.  Windmöllcr,  Rechenbuch  f.  gewerb3 
liehe  u.  kaufmännische  Fortbildungsschulen.  2.  Tl.  2.  Aufl.  gr.8°. 
(VI,  90  S.  m.  Fig.)    Essen,  Baedeker.   Geb.  1  Mk. 

Schuster,  M,  geometrische  Aufgaben.  Ein  Lehr-  u.  Uebungs- 
buch  zum  Gebrauch  beim  Unterricht  an  höheren  Schulen.  Ausg.  A. 
Für  Vollanstalten.  Mit  2  lith.  Taf.  gr.8°.  (VIII,  147  S.)  Leipzig. 
Teubncr.    Geb.  2  Mk. 

Sc  h  wo  ring,  Karl',  Arithmetik  u.  Algebra  f.  höhere  Lehr- 
anstalten.   2.  Aufl.    gr.8°.    (VII,  80  S.)    Freiburg,  Herder.    1  Mk. 

—  ,  ICO  Aufgaben  aus  der  niederen  Geometrie  nebst  vollstäu. 
digen  Lösungen.  2.  Aufl.  gr.8°.  (XI,  168  S.  m.  104  Abbildgn.. 
Ebd.   2  Mk. 

Sickenberger,  Ad  f.,  Uebungsbuch  z.  Algebra.  1.  Abtig.  1. 
u.  2.  Stufe  der  Rechnungsarten,  einschliesslich  der  lineären  Gleichgu- 
m.  e.  u.  mehreren  Unbekannten.  3.  Aufl.  gr.8°.  (V,  106  S.)  Mün. 
eben,  Ackermann.    1,20  Mk. 

Timpe,  Willy,  mathematische  Aufgaben.  Progr.  4°.  (39  S.) 
Berlin,  Gaertuer.    1  Mk. 

Wenzel,  Karl,  Rechenbuch  f.  kaufmännische  Fortbildungs- 
schulen.   (In  3  Tin.)    3.  Tl.    gr.8°.    (II,  90  S.)    Hannover,  Meyer 
1  Mk. 

Wydler,  H.,  Aufgaben  für  d.  Uutcrricht  im  Rechnen.  (Ausg. 
f.  Bezirksschulen.)  A  arau,  Sauerländer.7.  Hft.   4.  Aufl.  8°.  (62  S.) 

3** 
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35  Pf.   -  Auag.  B.    8.  Hft.    VIII.  u.  IX.  Schulj.    3.  Aufl.  gr.8°. 
(80  S.  in.  2  Tab.)    70  Pf. 

Zeissig,  Emil,  algebraische  Aufgaben  f.  d.  Volksschule.  Für 
die  Hand  des  Lehrers  bearb.  2.  Aufl.  gr.8°.  (V,  46  S.  in.  Fig.) 
Leipzig,  Wunderlich.    60  Pf. 

Tabellen. 

Bolte,  F.,  nautische  Tafelsammlung.  Nebst  4  magnet.  Karten^ 
entworfen  v.  Neumayer,  hoch  4°.  illl,  162  S.)  Hamburg,  Eckardt 
&  Messtorff.    Geb.  7  Mk. 

Ebsen,  Jul„  Azimuth-Tabellcn,  enth.  die  wahren  Richtungen 
der  Sonne/  des  Mondes  u.  anderer  Gestirne,  deren  Declination  29° 
Nord  od.  Süd  nicht  überschreitet,  f.  Intervalle  v.  10  Zeitminuten 
zwischen  den  ßreitenparallolen  von  30°  Nord  bis  30°  Süd.  gr.t*'. 
(VII,  123  S.)   Ebd.    Geb.  7  Mk. 

—  ,  dasselbe  zwischen  deu  Breiteuparallelen  von  30°  bis  72° 
Nord  od.  Süd.   gr.8».   (VIF,  173  8.)   Ebd.    Geb.  6  Mk. 

— ,  dasselbe  zwischen  den  Breiteuparallelen  von  72°  Nord  bis 
72<>  Süd.    gj.,80.    (VII,  291  S.)    Ebd.    Geb.  12  Mk. 

Gau 88,  F.  G.,  vierstellige  logarithmisch-trigonometrische  Haut! 
tafel  für  Decimalteilung  des  Quadranten.   Ster.-Druck.    2.  Aufl.  gr. 
Fol.   Halle,  Strien.   80  Pf. 

—  ,  vierstellige  logarithmisch-trigonometrische  Hand-Taf.  Ster.- 
Druck.    3.  Aufl.    gr.  Fol.    Ebd.    60  Pf. 

Kauer,  Ant,  photometrische  Hilfstafelu.  gr.8°.  (4  S.)  Wien, 
Hölder.   5  )  Pf. 

Kreusler,  U.,  Atomgewichtstafeln  m.  multiplen  Werthen  nebst 
den  am  häutigsten  in  Betracht  kommenden  Moleculargewichteu  u. 
Umrechnungsfactoreu.  Zum  Gebrauch  im  Laboratorium  zusammen- 
gestellt. 2.  Aufl.,  den  vervollkommsteu  Atomgewichtsvermittelgn1 
gemäss  abgeändert  u.  neu  berechnet  f.  die  Grundlage  0—16.  gr.89 
(8  S.)  Bonn,  Marcus  u.  Weber.   9  )  Pf. 

Pa|ul'8  Tabellen  für  Elektrotechnik.  2.  Aufl.,  bearb.  v.  Gust. 
Wilh.  Meyer,   qu.  8°.   (XXI,  52  S.)   Leipzig,  Leiner.  Geb  1,40  Mk. 

Stndnifka,  F.  J.,  eiuige  Bemerkungen  üb.  d.  sogenannten 
euklidischen  Zahlen.    gr.8°.    (4  S.)    Prag,  Rivnac.    10  Pf. 

Wimmer,  Frz.,  das  Quadrat- Flächomnass.  Umrechuungs- 
Tabellen  v.  Joch  u.  Klafter  iu  Hektar,  Ar  u.  Meter  u.  umgekehrt. 
few.    (IV  u.  40  autogr.  S.)    Wels,  Haas.    40  Pf. 

Winglmeyr,  Ant.,  Interessenberechnuugs-Tabellen,  enth.  die 
Zinsfüsse  3,  3»/4,  3'/3,  33/6,  3a/4,  4,  4V4,  4'/«,  4s/4  u.  5  Proceut  auf 
1  bis  12  Monate.  gr.8e.  (153  S.)  Liuz-Uriahr,  Verlag  des  katuol. 
Pressvereines.   Kart  1  Mk. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Auerbach,  F.  A.,  praktischer  Rechenkneht  f.  das  Deutsche 
Reich.  Im  Anh.:  Lohn-,  Gehalts-,  Zinsen-  und  Zinseszins-Tabellen. 
4.  (Titel-)Aufl.   8°.    (XVI,  136  S.)    Dresden,  Jacobi.    1  Mk. 

Dcter,  Jobs.,  Repetitorium  der  Differential-  u.  Integralrech- 
nung.   3.  Aufl.    8°.    (119  S.  m.  Fig.)  Berlin,  Rockensteiu.  1,60  Mk. 

Fässler,  F,  das  bürgerliche  Geschäftsrechuen.  Für  schweizer. 
Real-,  Sekundär-,  Bezirksschulen  u.  Gymnasien.  6.  Aufl.,  bearb.  v. 
Rob.  Kaufmann-Bayer.  8°.  Bern,  Heuberger.  (VIII,  232  S.)  Geb. 
2,10  Mk.   Schlüssel  dazu.    (41  S.)   Geb.  1,20  Mk. 

Fischer,  Ed.,  über  Potenzen  mit  imaginären  Exponenten. 
Beiträgo  z.  mathcmat.  Unterrichte  an  höhoren  Lehranstalten.  Progr. 
4°.    (25  S.)    Berlin,  Gacrtner.    1  Mk. 

Gegen bauer,  Leop.,  über  trausceudento  Functionen,  deren 
sämmtliche  Wurzeln  trauscendente  Zahlen  siud.  gr.8°.  (13  S.) 
Wien,  Gerold.    30  Pf. 

Geigenmüller,  Rob.,  Elemente  d.  höh.  Mathematik,  zugl.  als 
Sammlung  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  d.  analyt.  Geometrie,  algebr. 
Analysis,  Differential-  u.  Integralrechng .  Für  techn.  Lehranstalten 
u.  zum  Selbstunterricht.  2  Bde.  gr.8°.  Mittweida,  Poly techn. 
Buchhdlg.  I.  Die  analyt.  Geometrie  5.  Aufl.  (VII,  208  S.  m.  4 
Taf.)  5  Mk.  —  II.  Die  niedere  u.  höhere  Analysis  m.  Rücksicht 
auf  Funktionen  e.  reelleu  Urvariableu.  4.  Aufl.  (XVI,  306  S.  m. 
2  Taf.)    7  Mk. 

Genocchi,  Angelo,  Differentialrechnung  u.  Grundzügo  der 
Integralrechnung.  Hrsg.  v.  Gins.  Peauo.  Deutsch  v.  G.  Bohlmann 
u.  A.  Schepp.  Mite.  Vorwort  v.  A.  Mayer.  2.  Lfg.  gr.8°.  (VII 
u.  S.  225—399.)    Leipzig,  Teubner.    5  Mk. 

Juds,  H.,  Hilfsbüchleiu  f.  d.  Recheuunterricht  im  Zahlenraum 
bis  K  00  sowie  f.  das  Zifferrechneu  u.  f.  das  Rechuen  m.  gewöhn- 
lichen u.  Dezimalbrüchen.  8°.  (24  S.)  Berlin,  Rcuther  &  Reichard. 
(20  Pf.) 

Königsbergor,  Leo,  über  die  Irreductibilität  algebraischer 
Functionalgleichungen  u.  linearer  Differentialgleichungen.  gr.8°. 
(5  S.)   Berlin,  Reimer.   50  Pf. 

Kowalewski,  Gerb.,  die  primitiven  Transformationsgruppen 
in  fünf  Veränderlichen.    gr.8°.    (70  S.)    Leipzig,  Teubner.  1,60  Mk. 

Mansion,  P.,  Einleitung  in  die  Theorie  der  Determinanten  f.- 
Gymnasien  u.  Realschulen.  Aus  der  3.  frauzös.  Aufl.  übers,  gr.80' 
40  S.)    Leipzig.  Teubner.    1  Mk. 

Mertcus,  F.,  zur  Theorie  der  symmetrischen  Functionen.  gr.8°. 
4  S.)    Wien,  Gerold.    10  Pf. 

— ,  Beweis,  dass  jede  lineare  Function  m.  ganzen  complexen 
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thoilcrfrcmden  Coefficionten  unendlich  viele  complexc  Primzahlen 
darstellt.   gr.8°.    (40  S.)    Ebd.    70  Pf. 

Neu  mann,  Karl  Wilh.,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arith- 
metik u.  Algebra.  7.  Aufl.  gr.8°.  (VIII,  215  S)  Leipzig,  llein- 
sius  NC    2,80  Mk. 

Pascal,  Ernst,  die  Variationsrechnung.  Deutsch  v.  Adf. 
Schepp.    gr.8°.    (VI,  146  S.)    Leipzig,  Teubuer.    Geb.  3,60  Mk. 

Pietzker,  Frdr.,  Beiträge  zur  Funktionen-Lehre.  gr.8°.  (V, 
64  S.  m.  3  Fig.)    Ebd.    2,80  Mk. 

Räther,  Heinr.,  Theorie  u.  Praxis  des  Recheu Unterrichts. 
1.  Tl.  Die  Zahlenreihen  1-10,  1--2)  u.  1—100.  2.  Aull,  gr.fe0. 
(IV,  116  S.)    Breslau,  Morgenstern.    1,20  Mk. 

Rogel,  Frz.,  Note  über  Kugelfunctionen.  gr.8°.  (3  S.)  Prag, 
Rivuac.    10  Pf. 

Sammluug  Schubert,  I.  IV.  u.  VI.  8°.  Leipzig,  Göschen. 
Geb.  I.  Schubert,  Herrn.,  elemcutaro  Arithmetik  u.  Algebra.  (VI, 
*30  S.)  2,80  Mk.  —  IV.  Holzmüllcr,  Gust..  Elemente  der  Stereo- 
metrie. 1.  Tl.,  die  Lehrsätze  u.  Konstruktionen.  Mit  282  Fig. 
(XI,  383  S.)  5,40  Mk.  —  VI.  Pund,  Otto,  Algebra  m.  Einschluss 
der  elementaren  Zahlentheorie.    (VIII,  315  S.)    4,40  Mk. 

Teupser,  Karl,  Wegweiser  zur  Bildung  heimatlicher  Recheu- 
aufgaben.    gr.8°.    (156  S.)    Leipzig,  Hahn.    1,80  Mk. 

Wenzely,  J.,  Lehrbuch  der  kaufmännischen  Arithmetik.  i 
AuÜ.    II.  Tl.    gr.8°.    (V  u.  S.  121— 2G4)    Leipzig,  Reuger.    2  Mk. 

Weth,  Rud.,  über  o.  Verallgemeinerung  der  Gauss'sehen  Dif- 
ferentialgleichung.   Progr.    gr.4°.  (37  S.)  Basel,  Schwabe.  1,6  J  Mk. 


Geometrie. 

Bolte,  F.,  Leitfaden  f.  den  Unterricht  in  der  Planimetrie,  zum 
Gebraucho  an  Navigationsschulen  bearbeitet.  2.  AuH.  gr.8°.  (48  S. 
m.  Fig.)    Hamburg,  Peuser.    Kart.  1,20  Mk. 

Burtel,  Paul,  Raumlehre  f  d.  Volksschule,  Mittelschule, 
Fortbildungsschule  u.  f.  Priiparanden.  6.  AuÜ.  8°.  (VIII,  139  S. 
in.  35  Fig.).    Kiel,  Lipsius  &  Tischen    Kart.  1,?0  Mk. 

Goettler,  Job.,  Untersuchungen  üb.  den  allgemeinen  Raum- 
counex.    Progr.    gr.8°.    (IV,  52  S.)    München,  Kellcrer.    1  Mk. 

Koppe's,  K.,  Geometrie  zum  Gebrainhe  an  höheren  Unter- 
richtsaustaUeu,  neu  bearb.  v.  Jos.  Diekmann.  19.  AuH.  (3.  AuH. 
der  neuen  Bearbeitg.)  m.  178  Fig.  u.  zahlreichen  Uebgn.  u.  Aufgaben. 
1.  Tl.  der  Planimetrie,  Stereometrie  u.  Trigonometrie.  Mit  6  Taf. 
Ausg.  f.  Reallehranstaltcu.  ur.b°.  (X,  227  S.)  Essen,  Baedeker. 
Geb.  2,4)  Mk. 
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Köstler,  H.,  Leitfaden  d.  ebenen  Geometrie  f.  höhere  Lehr- 
anstalten. 3.  Hft.  Die  Aehnliehkeit  der  Figuren.  3.  Aufl.  gr.8°. 
(65  S.  m.  Holzscho.)   Halle,  Nebert.    Kart.  1  Mk. 

Müller,  Hcinr.,  die  Lehre  v.  den  Koordinaten  u.  Kegelschnit- 
ten. Für  den  Unterricht  dargestellt.  gr.S0.  (III  u.  S.  165-216  m. 
Fig.)   Berlin,  Möser.    Kart.  1  Mk. 

Müller,  Hub.,  dio  Elemente  der  Stereometrie.  Beitrag  zur 
Methode  des  geometr.  Unterrichts.  3.  Aufl.  gr.8°.  (IV,  88  S.  m. 
Fig.)    Metz,  Scriba.    1,20  Mk. 

—  — ,  die  Elemente  der  Planimetrie.  Beitrag  zur  Methode 
des  geometr.  Unterrichts.  7.  Aufl.  gr.8°.  (IV,  84  S.  m.  Fig.)  Ebd. 
1,2Ü  Mk. 

Rudio,  Ferd.,  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie.  Zum 
Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium.  Mit 
zahlreichen  Uebungsbeispielen.  2.  Tl.,  die  analyt.  Geometrie  des 
Raumes.  2.  Aufl.  gr.S9.  (X,  184  S.  m.  ,U  Fig.)  Leipzig,  Teubner. 
2,40  Mk. 

Sachse,  J.  J.,  Uebungsbuch  f.  e.  praktischen,  geistbildenden  u. 
erziehlichen  Unterricht  in  der  Raumlehre.  3.  Aufl.  8°.  (63  S.  m. 
Öl  Fig.)   Heiligenstadt,  Wetzel.   50  Pf. 

Schubert,  Frz.,  die  darstellende  Geometrie  an  maschinen- 
technischeu  Lehranstalten,  Gewerbe-  u.  Fachschulen.  Als  Wegweiser 
für  Lehrende  u.  Lernende  nach  den  Formalstufen  bearb.  j  (In  3  Tlu.) 
1.  TL  gr.8°.  (III,  176  S.  m.  Fig.)  Mittweida,  Polytechn.  Buchh. 
Geb.  4  Mk. 

Schultz,  E.,  Leitfaden  der  Planimetrie  f.  gewerbliche  Lehr- 
anstalten. 1.  Tl.  2.  Aufl.  gr.8°.  (IV,  79  S.  m.  153  Fig.)  Essen, 
Baedeker.    Geb.  75  Pf. 

Schür  mann,  F.,  kleine  praktische  Geometrie.  Mit  9  Fig.-Taf. 
in  besoud.  Heftchen.  16.  Aufl.  gr.8°.  (VIII,  180  S.)  Moers,  Spaar- 
mann.   1,50  Mk. 

Schwering,  Karl,  Raumlehre  f.  sechsstufigo  Schulen  u. 
Lehrerseminare,  nach  d.  neuen  Lehrplünen  bearb.  gr.8°.  (16  S.  m. 
Fig.)    Freiburg,  Herder.    2'>  Pf. 

S endler,  R,  Raumlehre  f.  Präparandenanstalten.  4.  Aufl. 
gr.8°.    (IV,  112  S.  m.  105  Abildgn.)    Breslau,  Handel.    1,20  Mk. 

—  ,  dass.  f.  ein-  bis  dreiklassigc  Volksschuleu  u.  f.  Fortbildungs- 
schulen.   gr.8°.    (18  S.  m  52  Abbilden.)   Ebd.    30  Pf. 

— ,  dass.  f.  mehrklassige  Volksschuleu  u.  f.  Fortbildungsschulen. 
gr.8°.   (68  S.  m.  78  Abbildgn.)    Ebd.    Kart.  50  Pf. 

Spitz,  Carl,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,;  nebst  e.  Samm- 
lung v.  800  Uebungsaufgabeu  zum  Gebrauch  an  höheren  Lehran- 
stalten u.  beim  Selbststudium.  10.  Aufl.  m.  256  in  den  Text  gedr. 
Holzscbu.    Hierzu  e.  Beigabe:  (XXV)  Erläuternde  Taf.  m.  erklär. 
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Text  v.  K.  Traub.  gr.8°.  (XII,  294  u.  32  S.)  Leipzig,  Winter. 
4,50  Mk.  —  Aühg.,  die  Resultate  u.  Andeutgn.  zur  Auflösg.  der  in 
dem  Lehrbuch  befiudl.  Aufgaben  euth.  10.  Aufl.  Mit  112  in  den 
Text  gedr.  Fig.   (IV,  113  S.x    1,60  Mk. 

Ulrich,  Geo.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Geometrie,  sowie 
der  ebenen  u.  sphärischen  Trigonometrie  f.  den  Selbstunterricht. 
Mit  zahlreichen  Aufgaben  zur  Konstruktion  u.  Berechtig,  nebst  An- 
leitg.  zu  deren  Lösgn.  8°.  (VI,  ^20  S.  m.  Fig.)  Berlin,  Aug. 
Schnitze.   4  Mk. 

Wiese,  B.,  W.  Lichtblau  u.  K.  Backhaus,  Raumlehre  f. 
Lehrersemiuare.  1.  Tl.,  die  Flächeulehre  (Planimetrie).  Mit  124 
Fig.  im  Text.  3.  Aufl.  gr.8°.  (190  S.)  Breslau,  Hirt.  Geb.  2,V5Mk 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Resultats,  les,  do  la  triangulation  de  la  Suisse.  5.  livr. 
Canton  de  Fribourg.  189*.  gr.4°.  (59  S.  m.  Fig.  u.  1  Karte). 
Bern,  Schmid  &  Franke.   4  Mk. 

Sterneck,  Rob.  v.,  das  neue  Dreiecksnetz  1.  Ordnung  der 
österr.-ungar.  Monarchie.  gr.8°.  (23  S.  m.  Abbildgu.  u.  1  Taf.) 
Wien,  Lechner.    80  Pf. 

Veröffentlichung  des  königl.  preuss.  geodätischen  Insti- 
tutes: Haasemauu,  L.,  Bcstimmuug  der  Intensität  dor  Schwerkraft 
auf  55  Stationen  von  Hadcrsleben  bis  Koburg  u.  in  der  Umgebung 
v.  Göttingen.  gr.8°.  (III,  96  S.  m.  3  Taf.)  Berlin,  Stankiewicz. 
6  Mk. 

Vogler,  Ch.  Aug.,  geodätischo  Ucbungen  für  Landmesser  u. 
Ingenieure.  2.  Aufl.  1.  Tl.,  Feldübungen.  gr.8°.  (VII,  270  S.  m- 
53  Abbildgn.)    Berlin,  Parey.   Geb.  9  Mk. 

Weinek,  L.,  Berghöhenbestiminuug  auf  Grund  des  Präger^ 
puotographisehen  Mond-Atlas.  gr.8u.  (16  S.  m.  5  Fig.)  Wien, 
Gerold.    50  Pf. 

Mechanik. 

Cranz,  OL,  u.  K.  R.  Koch,  Untersuchungen  üb.  Vibration  des 
Gewehrlaufs.  I.  Schwingungen  in  verticaler  Ebene  bei  horizoutal 
gehaltenem  Gewehr.  A.  Gewehre  vom  Typus  des  Mausergewchr's 
Modell  71.  gr.4°.  (31  S.  m.  Fig.  u.  6  Taf.)  München,  Franz 
2  Mk. 

Korn,  Arth..  Lehrbuch  der  Potentialtheorie.  Allgemein. 
Theorio  des  Potentials  u.  der  Potcntialfunktionen  im  Räume.  gr.8° 
(XIV,  417  S.  m.  94  Fig.)    Berlin,  Dümmler.    9  Mk. 
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Kötter,  Fritz,  Bemerkungen  zu  F.  Kleina  u.  A.  Sommerfelds 
Buch  üb.  d.  Theorie  des  Kreisels.  gr.8°.  (26  S.)  Berlin,  Mayer  & 
Müller.   80  Pf. 

Wiuter,  Willi.,  Grundriss  der  Mechanik  u.  Physik,  f.  Gym- 
nasien bearb.  3.  Aufl.  gr.^°.  (V,  35'2  S.  m.  231  Abbildgn.)  Mün- 
chen, Th.  Ackermann.    3,20  Mk. 

Technik. 

Blätter,  schweizerische,  f.  Elektrotechnik  u.  das  gesamte  Be- 
leuchtuugswesen.  4.  Jahrg.  1899.  24  Nrn.  gr.4°.  (Deutsche  u. 
französische  Ausgabe,  Nr.  1.  4  8  S.)  Bern,  Polytechn.  Anstalt  f. 
Verlag.    9,60  Mk.,  jede  Ausg.  allein  6,40  Mk. 

Elektro-Techniker,  der.  Erstes  österr.-ungar.  Facbjournal. 
Hrsg.  G.  Ad.  Ungar-Szeutmiklösy.  Red.  Hugo  Wietz.  18.  Jahrg. 
Mai  1899  —April  1900.  24  Nrn.  Lex.-b°.  (Nr.  1.  24  S.  m.  Fig.) 
Weimar,  Steinert.   Halbjährl.  5  Mk. 

Fischer-lü;nnen.  J.,  die  Wirkungsweise,  Berechnung  u.  Kon- 
struktion elektrischer  Gleichstrom-Maschiueu.  4.  Aufl.  gr.h0  (X, 
410  S.  mit  304  Fig.  u.  3  lith.  Taf.)  Zürich,  Haustein.  Geb.  13,20  Mk. 

Föppe,  Aug.,  Vorlesungen  üb.  technische  Mechanik.  4.  Bd. 
Dynamik.  gr.8°.  (XIV,  456  S.  m.  69  Fig.)  Leipzig,  Teubner.  Geb. 
12  Mk. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Berlin,  Springer.  10.  Jahrg. 
1896.    2.  Hft.    5  Mk.  —  11.  Jahrg.  1897.    2.  Hft.    5,60  Mk. 

Fuhrmann,  Arwed,  Anwendungen  der  ; Infinitesimalrechnung 
in  deu  Naturwissenschaften,  im  Hochbau  u.  in  der  Technik.  Lehr- 
buch u.  Aufgabensammlung.  3.  Tl.:  Bauwissenschaftliche  Anwendg. 
der  Differentialrechng.  2.  Hälfte,  gr.  8°.  (XVI  u.  S.  181-348  m. 
62  Holzschn.)    Berlin,  Ernst  &  Sohn.    5,50  Mk. 

Fürle,  Herrn.,  zur  Theorie  der  Rechenschieber.  Progr.  4°. 
(*2  S.  m.  Fig.)    Berlin,  Gärtuer.    1  Mk. 

Herre,  0.,  die  Anwendung  des  überhitzten  Dampfes  im  Dampf- 
maschinenbetriebe. Fol.  (41  S.  m.  115  Abbildgu.)  Mittweida,  Poly- 
techn. Buchhaudlung.    2,50  Mk. 

Holzt,  A.,  Elektrotechniker.    32.  Hft.  Leipzig,  Schäfer.  75  Pf. 

Jsaachsen,  J.,  die  Bedingungen  für  e.  gute  liegulirung.  Eine 
Untersuchg.  der  Reguliruugsvorgäuge  bei  Dampfmaschinen  u.  Turbi- 
nen.   gr.i^0.    (III,  76  S.  m.  34  Fig.)    Berlin,  Springer.   2  Mk. 

Koppe,  Max,  die  Ausbreitung  e.  Erschütterung  an  d.  Wellen- 
maschine, darstellbar  durch  e.  neuen  Grenzfall  der  Besserschen 
Funktionen.    Progr.  4°.  (28  S.  ra.  1  Taf.)  Berlin,  Gaertner.  1  Mk. 

Lauenstein,  R.,  die  Festigkeitslehre.  Elementares  Lehrbuch 
f.  d.  Schul-  u.  Selbstunterricht,  sowie  zum  Gebrauch  in  der  Praxis, 
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liebst  e.  Anh.,  cnth.  Tabellen  der  Potenzen,  Wurzeln,  Kreisumfänge 
u.  Kreisinbalte.  5.  Aufl.  gr.83.  (VI,  157  S.  m.  96  Abbildgu ) 
Stuttgart,  Bergsträsser.   4  Mk. 

Muth,  P.,  Theorie  u.  Auwendung  der  Elementarthciler.  gr.8°. 
(XVI,  236  S.)    Leipzig,  Tcubner.   8  Mk. 

Neesen,  Frdr.,  die  Sicherungen. v.  Schwach-  u.  Starkstrom- 
Anlagen  gegen  die  Gefahren  der  atmosphärischen  Elcktricität.  gr.  8°. 
(VIII,  120  S.  m.  126  Abbildgu.)    Braunschweig,  Vieweg.   5  Mk. 

Pohlhausen,  A..   Berechnung,  Ausführung    u.  Betrieb  der 
Dampf-Kesselanlagen.   Lehr-  u.  Handbuch  f.  Techniker  u.  Ingenieure. 
2.  Aufl.  m.  in  den  Text  gedr.  Abbildgn.  u.  32  Taf.  '    13.— 16.  Lfg. 
gr.4°.    (V  u.  S.  )  45-187  m.  8  Taf.)    Mittweida,  Polytechn.  Buchli 
ä  1,10  Mk. 

— .  Berechnung,  Konstruktion  u.  Anlage  der  Transmissions- 
Dampfmaschinen.  Lehr-  u.  Handbuch  f.  Techniker  u.  Ingenieure 
In  2  Bdn.  Mit  in  d.  Text  gedr.  "Abbildgn.  u.  50  Taf.-Zeichngu. 
22.-25.  Lfg.   gr.4ü.  (VII  u.  S.  297-311  m.  8  Taf.)  Ebd.    ä  1  Mk. 

Rasch,  Gust.,  Regelung  der  Motoren  elektrischer  Bahnen. 
gr.8°.    (VIII,  140  S.  m.  28  Fig.)    Berlin,  Springer.    Geb.  4  Mk, 

Roessler,  G„  Elektromotoren  f.  Gleichstrom.    gr.8°.   (VII l 

135  S.  m.  49  Fig.)   Ebd.   Geb.  4  Mk. 

Sammlung  elektrotechnischer  Vorträge.  Hrsg.  v.  Ernst  Voit. 
2.  Bd.  (In  12  Hftn.)  1.  Hft.  Steinmetz,  Charles  Prokus,  der  ro- 
tierende Umformer.  Mit  11  Abbildgn.  gr.8°.  (3S  S.),*  Stuttgart, 
Enke.    1,20  Mk.    Cplt.  12  Mk. 

Sarrazin,  0.  u.  H.  Oberbeck,  Taschenbuch  zum  Abstecken 
v.  Kreisbögen  m.  u.  ohne  Uebergangscurven  f.  Eisenbahnen,  Strassen 
u.  Kanäle.  10.  Aufl.  12°.  (X,  198  S.  m.  19  Abbildgn.)  Berlin, 
Springer.    Geb.  3  Mk. 

Schubert,  Frz.,  die  darstellende  Geometrie  an  maschinen- 
technischen Lehranstalten,  Gewerbe-  u.  Fachschulen.  Als  Wegweiser 
für  Lehrende  u.  Lernende  nach  d.  Formalstufen  bearb.  2.  Tl.  Die 
darstell.  Geometrie,  einschliesslich  der  Elemente  der  Projektions- 
lehre, Schattenlebre,  Axonometrie  u.  Perspektive.  (Stereometrisches 
Linearzeichnen.)  gr.8°.  (254  S.  m.  280  Fig.)  Mittweida,  Polytechn. 
Buchhdlg.   Geb.  5,50  Mk. 

Unterrichtsbriefe  d.  Elektrotechnik.  63—70.  Hft.  Pots- 
dam, Bouness  u.  Hachfeld.    k  60  Pf. 

Vogel,  W.,  die  Elektrizität  in  Gewerbe  u.  Industrie.  Grund- 
züge f.  die  Praxis  üb.  d.  Ausbau  u.  d.  Betrieb  elektr.  Licht-  u. 
Kraftanlagen.    Mit  182  Schaltungsskizzen  u.  Abbildgn.  gr.8°.  (VIU, 

136  S.)   Leipzig,  Voigt.    6  Mk. 

Voigt,  H.,  Kochen  u.  Heizen  mittelst  des  elektrischen  Stromes. 
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Eine  Studio  üb.  d.  wichtigsten  jetzt  existier,  elektr.  Koch-  u.  Heiz- 
apparate u.  deren  Anwendg.  gr.8°.  (III,  96  S.  m.  Abbildgn.) 
Halle,  Knapp.   2,40  Mk. 

Wegweiser  f.  d.  elektrotechnische  Fachliteratur. Schlagwort- 
katalog der  Bücher  u.  Zeitschriften  f.  Elektrotechnik  u.  verwandte 
Gebiete  einschliessl.  der  hauptsächl.  ausländ.  Literatur.  4.  Aufl. 
12°.   (92  S.)   Leipzig,  Uacbmeister  &  Thal.   50  Pf. 

Wiedemann,  Eilhard,  u.  Horm.  Ebert,  physikalisches 
Praktikum  m.  bcsond.  Berüeksickt.  der  pbysikalisch-chemischen 
Methodeu.  4.  Aufl.  gr.8°.  (XXIX,  574  S.  m.  366  HolzsL)  Braun - 
schweig,  Vieweg.    10  Mk. 


Optik,  Akustik  und  ElasticitUt. 

Bruno,  Karl,  der  Stoss  elastischer  Kugelu.  Progr.  gr. 8*. 
(22  S.  m.  1  Taf.)   Klagenfurt,  v.  Klciumayr.    1  Mk. 

Donath,  B.,  die  Einrichtungen  zur  Erzeugung  der  Röntgen- 
strahlen und  ikr  Gebrauch.  Gemeinfasslich  dargestellt.  gr.8e.  (VIII. 
175  S.  m.  110  Adbildgn.  u.  2,Taf.)  Berlin,  Reuther  u.  Reichard. 
4,50  Mk. 

Eder,  J.  M.  u.  E.  Valenta,  das  Spectrura  des  Chlors.  (Mit 
1  Doppeltaf.,  2  Taf.  u.  3  Tcxtfig.)  gr.4°.  (11  S.)  Wien,  Gerold 
3  Mk. 

E  ich  her  g,  Frdr.,  u.  Lud  w.  Kallir,  über  Lichterscheinungen 
in  elektrolytischen  Zellen  in.  Alumiuium-  u.  Mague  siumelektroden. 
gr.8°.    (8  S.  ra.  2  Fig.)   Wien,  Gerohl.    20  Pf. 

Hartman  n,  J.,  üb.  d.  relative  Helligkeit  der  Planeten  Mars 
u.  Jupiter  nach  Messungen  m.  e.  neuen  Photometer.  gr.8°.  (US.) 
Berlin,  Reimer.    50  Pf. 

Klein,  C,  optische  Studien.   L    gr.8°.    (19  S.)   Ebd.   1  Mk. 

Liesegaug,  B.  Ed.,  Beiträge  zum  Problem  des  elektrischen 
Fernsehens.  2.  Aufl.  gr.8#.  (228  S.  m.  Abbildgn.)  Düsseldorf, 
Liesegang.   3  Mk. 

Mach,  Ludw.,  u.  Vict.  Schumann,  über  ein  neues  Spiegel- 
metall v.  M.  u.  dessen  optische  Untersuchung  v.  Sch.  gr.c0.  (28  S. 
m.  3  Fig.  u.  1  Taf.)    Wien,  Gerold.   90  Pf. 

Pasch  en,  F.,  über  d.  Vertheilung  der  Energie  im  Spectrum 
des  schwarzen  Körpers  bei  niederen  Temperaturen.  gr.8°.  (16  S. 
m.  1  Fig.)   Berlin,  Reimer.   50  Pf. 

Pfaundler,  L.,  über  d.  Begriff  u.  d.  Bedingungen  der  Con- 
vergenz  u.  Divergenz  bei  den  Linsen.  gr.8°.  (13  S.  m.  2  Taf.  u. 
1  Tab.)   Wien,  Gerold.   50  Pf. 
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Schweidler,  Egon  vM  über  d.  lichtelektrischen  Erscheinungen. 
(H.  Mitthlg.)  gr.8«.  (7  S.  m.  1  Fig.  u.  1  Taf.).  Wien,  Gerold 
40  Pf. 


Albrecht,  Th.,  Bericht  üb.  d.  Stand  der  Erforschung  der  Brei- 
tenvariation am  Schlüsse  d.  J.  1898.  Hrsg.  v.  Centraibureau  der 
internationalen  Erdmessg.  gr.8°.  (22  S.  in.  1  Taf.)  Berliu,  Reimer. 
3  Mk. 

Augustin,  F.,  die  Temperaturverhältnisse  der  Sudetenländer. 
gr.8°.    (86  S.)    Prag,  Rivnac.    1,80  Mk. 

Battermann,  II.,  Resultate  aus  den  Polhöhenbestimmungeii 
in  Berlin,  ausgeführt  in  den  J.  )8(J1  und  1892  am  Universal-Trausit 
der  König].  Sternwarte.  Hrsg.  vom  Centraibureau  der  internationalen 
Erdmessung.    gr.4°.    (45  S.)    Berliu,  Reimer.   3  Mk. 

Beiträge  zur  Kenntniss  der  atmosphärischen  Elektricität 
I— IV.  gr.8°.  Wien,  Gerold.  I.  Exner,  Frz.,  Messungen  des  Po- 
teutialgefälles  in  Oberägypten.  (51  S.  m.  2  Fig  )  1  Mk.  —  II. 
Benndorf,  Hans,  Messungeu  des  Potentialgefälles  in  Sibirien"  (30  S. 
m.  2  Fig.  u.  1  Taf.))  70  Pf.  —  III.  Tuma,  Jos.,  Luftelektricitäts- 
messungen  im  Luftballon.  (.'34  S.  m.  9  Fig.)  60  Pf.  -  IV.  Lud- 
wig, Rud.,  Uber  e.  während  der  totalen  Sonueufinstcrniss  vom  25.  I. 
l>-98  ausgeführte  Messung  der  atmosphärischen  Elektricität.  (9  S. 
m.  1  Taf.)    40  Pf. 

Beobachtungen,  deutsche  überseeische  meteorologische.  Ge- 
sammelt u.  hrsg.  v.  d.  deutschon  Seewarte.  VIII.  Hft.  Die  Beob- 
achtungen v.  1)  Labrador,  3  Stationen,  Januar  bis  Juli  1891  —  2) 
Walhschbay,  Jahrgänge  189  5  1895.  —  3)  Mogador,  April  1894 
bis  Decbr.  1896.  —  4)  Campinas,  Jahrg.  1891.  —  5)  Fray-Beutos, 
Febr.  1891  bis  April  1892.  gr.4u.  (VII!,  66  S.)  Hamburg 
Friederichsen  &  Co.    7  Mk. 

Beobachtungs-Ergobuisse  d.  köuigl.  Sternwarte  zu  Berlin. 
8.  Hft.  Battermann,  H.,  Resultate  aus  Beobachtungen  von  379  An- 
haltsterneu  u.  1640  durch  Anschluss  bestimmten  Sternen,  angestellt 
j.  d.  J.  1892—1897  am  grossen  Berliner  Meridiankreise.  gr4°. 
(III,  156  S.)   Berlin,  Dümmler.    8  Mk. 

Bezold,  Wilh.  v.,  üb.  d.  Zunahme  der  Blitzgefahr  während 
der  letzten  60  Jahre.    gr.8°.    (10  S.)    Berlin,  Reimer.   50  Pf. 

Bortfeldt,  Jul.,  Azimuthe  circumpolarer  Sterne.  2.  Thl., 
Süd-Breite  nebst  Sternkarte.  4°.  (VI,  29  S.)  Leipzig,  Heinsius- 
Kart.  3  Mk. 

Cohn,  Berth.,  definitive  Bahnbestimmung  des  Kometen  1853  I. 


Erd-  und  Himmelskunde. 


gr.8°.    (36  S.)   Wicu,  Gerold.    60  Pf. 
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Dahlblom,  Tb.,  über  magnetische  Erzlagerstätten  u.  deren 
Untersuchung  dnrch  magnetische  Messungen.  Aus  d.  Schwedischen 
v.  P.  Uhlig.  gr.8°.  (66  S.  m.  1  lith.  Taf.)  Freiberg,  Craz  &  Ger- 
lacb.   2.50  Mk. 

Falb's,  Rud.,  neue  Wetter- Prognosen  u.  Kalender  der  kriti- 
schen Tage  f.  1899  Juli  bis  Dezember.  16°.  (78  S.)  Berlin,  Stei- 
nitz.   1  Mk. 

Fixpunkte,  die,  des  schweizerischen  Präcisionsnivellements. 
Hrsg.  durch  d.  eidgenöss.  topograph.  Bureau.  9.  Lfg.  Lausanne  — 
Villeneuve  —  St.  Gingolph  -  Villcneuve  —  Siou  —  Brigue.  Fol. 
(VII.  55  S.  m.  z.  TL  färb.  Fig.  u.  I  Karte.)  Bern,  Schraid  u. 
Fraucke.    3,20  Mk. 

Forschungen  zur  deutschen  Landes-  u.  Volkskunde,  hrsg.  v. 
A.  Kirchhoff.  12.  Bd.  1.  Hft.  Polis,  P.,  die  Niedersehlagsverhält- 
uissc  der  mittleren  Rheiuproviuz  u.  d.  Nachbargebiete.  Mit  10  Tab-, 
ü  Karteu  u.  3  Textillustr.  gr.8°.  (96  S.)  Stuttgart,  Engelhorn. 
12  Mk. 

Fritsche,  H.,  die  Elemente  des  Erdmagnetismus  f.  d.  Epochen 
1600,  1650,  1700,  1780,  1842  u.  1885,  u.  ihre  säcularen  Aenderun- 
gen,  berechnet  m.  Hülfe  der  aus  allen  brauchbaren  Beobachtgn.  ab- 
geleiteten Coefticienten  der  Gaussischen  „Allgemeinen  Theorie  des 
Erdmaguetismus."  gr.8°.  (112  autogr.  S.)  Petersburg,  Selbstvlg. 
5  Mk. 

Gold  scheid  er,  Frz.,  üb.  die  Gauss'sche  Osterformel.  2.  Tl. 
Progr.    4°.   (30  8.)   Borliu,  Gaertner.    1  Mk. 

Günther,  S-,  Geophysik.  2.  Aufl.  11.  Lfg.  Stuttgart,  Enke. 
3  Mk. 

Handwörterbuch  d.  Astronomie.  18.  Lfg.  Breslau,  Tre- 
wendt.    3,60  Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1897.  Meteorologi- 
sche Station  I.  Ordug.  in  Magdeburg.  Jahrbuch  der  meteorolog. 
Beobachtgn.  der  Wetterwarte  der  Magdeburg.  Zeitg.  im  J.  1897. 
Hrsg.  v.  Rud.  Weidenhageu.  XVI.  Bd.  XVII.  Jahrg.  gr.4°.  (VIII. 
87  S.  m.  Kurven.)    Magdeburg,  Faber.    Kart.  6  Mk. 

Jahre s-Bericht  des  Central burcaus  f.  Meteorologie  u.  Hydro- 
graphie im  Grossherzogth  Baden,  m.  den  Ergebnissen  der  meteoro. 
log.  Beobachtgn.  u.  den  Wasserstandsaufzeichgn.  am  Rhein  u.  seinen 
grösseren  Nebenflüssen  f.  d.  J.  1898.  gr.4°.  (IV,  97  S.  m.  10  Taf.) 
Karlsruhe,  Brauu.   6  Mk. 

Ker  ner,  Fritz  v.,  die  theoretische  Temperaturvertheilung  auf 
Prof.  Frech'8  Weltkarten  der  altpaläozoischeu  Zeit.  gr.  8°.  (4  S.) 
Wien,  Gerold.    10  Pf. 

K  öppen,  W.,  neuere  Bestimmungen  üb.  das  Verhältniss  zwischen 


der  Windgeschwindigkeit  u.  Beaufort's  Stärkeskala.  gr.4°.  (21  S.) 
Hambnrg,  Friederichsen.   2  Mk. 

Mazelle,  Ed.,  znr  tägl.  Periode  u.  Veränderlichkeit  der  rela- 
tiven Feuchtigkeit,   gr.  6°.    (42  S.)   Wien,  Gerold.   70  Pf. 

Mittheilnngen  der  Erdbeben-Commission  der  kaiserl.  Aka- 
demie der  Wissenschaften  in  Wien.  IX.  Woldrich,  J.  N.,  Bericht 
üb.  die  unterirdische  Detonation  v.  Melnik  in  Böhmen  v.  8.  IV. 
1898.   gr.8°.    (29  S.  m.  1  Kartenskizze.)   Wien,  Gerold.   90  Pf. 

Möller,  M.,  Witterungskalender.  Eine  nach  Monaten  geord- 
nete Zusammenstellg.  der  Witterg.  f.  die  Beurtheilg.  der  Wetterlage 
der  Monate  Januar  bis  December  1899.  Braunschweig,  Limbach- 
1.  Thl,  gr.8°.  (VIII,  27  S,)  30  Pf.  —  2.-3.  Tbl.  Erläuterungen. 
gr.8°.   (III,  104  S.)    2  Mk. 

Neudrucke  v.  Schriften  u.  Karten  üb.  Meteorologie  u.  Erd- 
magnetismus, hrsg.  v.  G.  Hellmann.  Nr.  12.  Wetterprognosen  u. 
Wetterberichte  des  XV.  u.  XVI.  Jahrb.  Facsimiledrucke  mit  c. 
Einltg.  (33  S.,  23'/4  Bog.  in  4«  u.  1  Bog.  in  16°  m.  4  Taf.)  Berlin, 
Asher.   20  Mk. 

N  iessl,  G.  v..  Bahnbestimmung  des  grossen  Meteors  vom  20. 
XI.  1898.   gr.8°.   (27  8.)    Wien,  Gerold.  50  Pf. 

Per.lewitz,  Paul,  die  Temperatur- Verhältnisse  v.  Berlin. 
(Nach  50 jähr.  Beobachtgn.:  1848  —  1897.)  Progr.  4°.  (23  S.) 
Berlin,  Gaertner.    1  Mk. 

Pohle,  Jos.,  die  Sternenwelten  u.  ihre  Bewohner.  Ein  po- 
pulärwissenschaftl.  Versuch  üb.  die  Bewohnbarkeit  der  Himmelskörper 
nach  dem  neuesten  Standpunkte  der  Wissenschaften.   2.  Aufl.  Mit 

5  färb.  Taf.  u.  53  Text-Illust   gr.  8°.   (12,  462  S.)   Köln,  Bachem. 

6  Mk. 

Polis,  P.,  Wolkeutafeln.  16  Bilder  in  Lichtdr.  (auf  4  Taf.) 
gr.4°.   (7  S.  Text)   Karlsruhe,  Braun.   In  Mappe  5  Mk. 

Publikationen  des  astrophysikalischen  Observatoriums  zu 
Potsdam.  Hrsg.  v.  H.  C.  Vogel.  Photographische  Himmelskarte. 
Zone  +31»  bis  +40°  Oeclination.  1.  Bd.  Scheiner,  J.,  20627 
scheiubare  rechtwinklige  Coordiuaten  v.  Sternen  bis  zur  II.  Grösse 
nebst  genäherten  Oertern  f.  1900.  0.  gr.  4°.  (XL,  473  S.  m.  Fig.) 
Leipzig,  Engelmann.    25  Mk. 

Renz,  F.,  Positionen  der  Jupitertrabanten.  Nach  photograph. 
Aufnahmen  berechnet  1.  Tl.  Oppositiouen  1891—1895.  gr.  4°. 
(172  S.)    Leipzig,  Voss'  Sort   9  Mk. 

Stechert,  Carl,  die  Vorausbereehuuug dor  Sonnenfinsternisse 
u.  ihre  Verwerthung  zur  Längenbestimmuug.  gr.4°.  (II.  34  S.  m. 
6  Fig.)    Hamburg,  Friederichseu.    3,50  Mk. 

Struve,  Herrn.,  Beobachtungen  der  Marstrabauten  inWasbington, 
Pulkava  u.  Lick-Obervatory.  gr.4°.  (III,  73  S.)  Leipzig,  Voss* 
Sort.   4  Mk. 
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Veröffentlichungen  des  königJ.  preuss.  meteorolog.  Insti- 
tuts. Hrsg.  durch  Wilh.  v.  Bezold.  Ergebnisse  der  meteorolg.  Beob- 
achtgo.  in  Potsdam  im  J.  1897.  gr.4°.  (V,  120  S.)  Berlin,  Asher 
&  Co.   8  Mk. 

—  —  dass.  J898.  2.  Hft.  Ergebnisse  der  Beobachtgn.  an 
den  Stationen  IL  u.  III.  Ordng.  im  J.  It98,  zugleich  deutsches  me- 
teorolog. Jahrbuch  f.  1898.  Beobachtungssystem  des  Königr.  Prenssen 
u.  benachbarter  Staaten.    gr.4°.    (S.  57-110)    Ebd.   3  Mk. 

—  des  königl.  astronomischen  Rechen-Instituts  zu  Berlin. 
Nr.  12.  Bauschinger,  J.,  genäherte  Oppositions-Ephemeriden  v.  52 
kleinen  Planeten  f.  1899.  Juli  bis  Decbr.  Unter  Mitwirkung  mehrerer 
Astronomen,  insbes.:  A  .Berberich  u.  P.  Neugebauer  hrsg.  4°.  (12  S.) 
Berlin,  Dümmler.    1,20  Mk. 

Vierteljahrss  chrift  d.  astronom.  Gesellsch.  34.  Jahrg. 
Leipzig,  Engelmann.    1.  u.  2.  Hft.    ä  2  Mk. 

Worgitzky,  Geo.,  Werden  u.  Vergehen  der  Erdoberfläche. 
Hanptthatsachen  der  physik.  Erdkunde  in  allgemein  verständl.  Dar- 
stellg.  Mit  76  Fig.  im' Text.  gr.8u.  (127  S.)  Breslau,  Hirt.  1,60  Mk. 

Z eng  er,  K.  W.,  die  Meteorologie  der  Sonne  u.  das  Wetter  i. 
J.  1889,  zugleich  Wetterprognose  f.  d.  J.  1899.  gr.8°.  (XI,  82  S. 
m.  1  Taf.)   Prag,  Rivnac.   2  Mk. 


Nautik. 

Albrecht,  M.  F.,  u.  CS.  Vierow,  Lehrbuch  der  Navigation. 
Für  die  königl.  preuss.  Navigationsschulen  bearb.  7.  Aufl.  Anh. 
Hrsg.  im  Auftrage  des  königl.  Ministeriums  f.  Handel  u.  Gewerbe. 
gr.8°.    (15  S.  m.  Fig.)   Berlin,  Decker.   75  Pf. 

Bolte,  F.,  neues  Handbuch  der  Schifflahrtskuudo.  Mit  e.  Vor- 
rede v.  Neumayer,  hoch  4«.  (XX,  274  S.  m.  136  Abbildgn.)  Ham. 
bürg,  Eckhardt  &  Messturn*.    Geb.  11  Mk. 

Bortfeldt,  J.,  Sternkarten  für  Seeleute  u.  Reisende,  sowie  allo 
Freunde  des  Sternhimmels.  43  X  67  cm.  Farbdr.  Nebst  Text.  12°. 
(3  S.)    Bremerhaven,  v.  Vaugerow.    1  Mk. 

Ephemeriden,  astrouomisch-nautische,  f.  d.  J.  1 901 .  Deutsche 
(Ausg.  TJeber  Veranlassg.  der  Marine-Section  des  k.  u.  k.  Rcichs- 
Kriegsministeriums  hrsg.  v.  d.  k.  k.  astronomisch-inoteorolog.  Obser- 
vatorium in  Triest  unter  Red.  v.  Ford.  Anton.  14.  Jahrg.  gr.  8° 
XL,  256  S.)   Triest,  Schimpff.    Kart.  2,70  Mk. 

G ezeiteutafeln  f.  d.  J.  1900.  Hrsg.  vom  Reichs-Marine-Amt. 
Red.  Observatorium  zu  Wilhelmshaven.  Mit  14  Blättern  in  Steiudr., 
enth.  Darstellgn.  der  Gezeitenströmgn    in  der  Nordsee,  im  Engl. 
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Kanal  u.  der  Irischen  See.  8°.  (XII,  266  S.)  Berlin,  Mittler. 
1,50  Mk. 

Gross m au n,  L.,  die  Stürme  u.  Sturmwarnungen  an  der  deut- 
schen Küste  in  den  J.  1886  |  95.  gr.4°.  (40  S.)  Hamburg,  Friede 
richsen.    3  Mk. 

Jahrbuch,  kleines  nautisches,  f.  1900.  39.  Jahrg.  Hrsg.: 
W.  Ludolph.   12°.   (52  S.)   Leipzig,  Heinsius  Nf.    75  Pf. 

—  ,  nautisches,  od.  Ephemeriden  u.  Tafeln  f.  d.  J.  1902  zur 
Bestimmung  der  Zeit,  Läugo  u.  Breite  zur  See  nach  astronomischen 
Beobachtungen.   Hrsg.  vom  Reichsamt  des  Innern.    Unter  Red.  v. 
Schräder.     gr.8°.    (XXXII,     276  S.)     Berlin,  Heymann.  Kart 
1,50  Mk. 

Köppon,  W.,  Gruudlinien  der  maritimen  Meteorologie,  vor- 
zugsweise für  Seeleute  dargelegt.  Mit  c.  Beilage ,  enth.  2  synopt 
Karten  vom  nordatlaut.  Oceau,  1  durchsichtl.  Taf.  der  Luftwirbel 
u.  2  Weltkarten  der  Isobaren  u.  Winde  in  Farbendr.  8°.  (TO 
83  S.)    Hamburg,  Niemeycr  Nf.    Geb.  3,20  Mk. 

Segelhaudbuch  des  englischen  Kanals.  1.  Tbl.  Die  engl. 
Küste.  Hrsg.  v.  der  Direktion  der  deutscheu  Soewarte.  2.  Aufl. 
Mit  12  Küsteuausichteu  u.  5  Hafenplänen.  gr.8°.  (XXIV,  508  S.) 
Hamburg,  Friederiebsen.    Geb.  3  Mk. 

Veröffentlichungen  des  hydrographischen  Amtes  der  k.  n- 
k.  Kriegs-Marine  in  Pola.  Fortlaufende  Nr.  8.  Gruppe  IL  Jahr- 
buch der  meteorologischen  u.  erdma^netischeu  Beobachtungen.  Neue 
Folge.  3.  Bd.  (27.  Jahrg.  der  ganzen  Reihe.)  Beobachtungen  des 
J.  1898.  Hrsg.  v.  der  Abtheilg.  „Geophysik".  Fol.  (XXVI,  165  8. 
m.  6  Taf.)   Wien,  Gerold.    12  Mk. 

Verzeichnis  der  Leuchtfeuer  aller  Meere.  Hrsg.  v.  dem 
Reichs-Marine-Amt.  8  Ufte.  Abgeschlossen  am  1.  XII.  98  (Mit  je 
1  färb.  Taf.)   hoch  4°.   Berlin,  Mittler.    6  Mk. 


Physik. 

Abhandlungen,  physikalische,  der  konig  1.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin.  Ausjd.  J.  1898.  gr.4°.  (III,  20  u.  UflS. 
m.  6  Taf.)    Berlin,  Reimer.    Kart.  14,50  Mk. 

Auerbach,  Fei.,  Kanon  der  Physik.  Die  Begriffe,  Principieu, 
Sätze,  Formeln,  Dimensiousformelu  u.  Konstanten  der  Physik,  nach 
dem  neuesten  Stande  der  Wissenschaft  systematisch  dargestellt  gr.b0. 
(XII.  522  S.)    Leipzig,  Veit.    11  Mk. 

Börner,  II.,  physikalisches  Unterrichtswerk  f.  höhere  Lehr- 
anstalten, sowie  zur  Einführung  in  das  Studium  der  neueren  Physik 
in  2  Stufen.    1.  Stufe.    II.    Leitfadeu  der  Experimental-Physik  f. 


Digitized  by  Google 


Realschulen,  sowie  f.  den  Anfangsunterricht  an  Oberrealschulen. 
4.  Auf!  gr.8°.  (XII,  1P3  S  m.  173  Abbildgn.)  Berlin,  Weidmann 
Geb.  2,20  Mk. 

Budde,  Willi.,  physikalische  Aufgaben  f.  die  oberen  Klassen 
höherer  Lehranstalten.  Aus  den  bei  Entlassungsprüfungcn  gestellten 
Aufgaben  ausgewählt  u.  in.  Hinzufügg.  der  Lösgn.  zu  e.  Uebungs- 
buche  vereinigt  3.  Aufl.  gr.8°.  (XVi,  I5l  S.)  Braunschweig, 
Vieweg.    2  Mk. 

Grunmach,  Leo,  die  physikalischen  Erscheinungen  u.  Kräfte, 
ihre  Erkenntnis  u.  Verwertung  im  praktischen  Leben.  Lex.  8°. 
(VIII,  442  S.  m.  624  Text-Abbildgn.  u.  3  Taf.)  Leipzig,  Spamer. 
lj  Mk. 

Haussen  atz  des  Wissens.  235.  Hft.  Maser,  II.,  die  Physik. 
6.  Hft.  gr.8°.  Mit  Abbildgu.  1.  Bd.  S.  193— 240.  Neudamm, 
Neumann.   50  Pf. 

Holborn,  L.,  u.  A.  Day,  üb.  d.  Thermoeloktricität  eiuigor 
Metalle.   gr.8°.    (ö  S.)    Berlin,  Reimer.   50  Pf. 

Jaeger,  W.  u.  H.  Diesselhorst,  Wärmeleitung,  Elektri- 
eitätsleituug.  Wärmecapacität  u.  Thermokraft  einiger  Metalle,  gr.  8°. 
(8  S.)    Ebd.    50  Pf. 

Jäger,  Gust.,  u.  Stef.  Meyer,  die  magnetische  Succeptibi- 
lität  des  Wassers.    gr.8°.    (12  S.  m.  1  Fig.)    Wien,  Gerold.   20  Pf. 

Kerntier,  Frz.,  die  Möglichkeit  o.  experimentellen  Entschei- 
dung zwischen  den  verschiedenen  elektrodynamischen  Grundgesetzen. 
Nachtrag  zu  der  Abhandig.:  „Die  elektrodynam.  Grundgesetze  u.  das 
eigentl.  Elementargesetz",    gr.  8°.    (18  S.)  Leipzig,  Teubner.  50  Pf. 

Kiemen*  iv,  Ign.,  Untersuchungen  üb.  permanente  Magnete. 
I.  [Jeher  die  Abhängigkeit  des  Temperaturcoelficienteu  vom  Dirnen- 
sionsverhältniss.    gr.8°.    (20  S.  m.  2  Fig.)    Wien,  Gerold.    40  Pf. 

—  ,  über  d.  Wärmeentwicklung  durch  Foucault'sche  Ströme  bei 
sehr  schnellen  Schwingungen,    gr. v0.    (9  S.)    Ebd.    20  Pf. 

Kohlrausch,  Frdr.,  über  den  stationären  Temperaturzustaud 
eines  vom  elektrischen  Strome  erwärmten  Leiters,  gr.  8°.  (8  S.) 
Berlin,  Reimer.    50  Pf. 

Mein  hold '3  physikalische  Wandbilder  f.  die  höheren  Klassen 
der  Volksschulen,  Mittel-  u.  Bürgerschulen.  20  Taf.  zur  Verau- 
schaulichung  der  Hauptlehren  der  Physik  u.  deren  Anwendg.  im 
prakt.  Leben.  4  Lfgn.  ä  5  färb.  Taf.  ä  60  X  86  cm.  Dresden, 
Meinhold,  ä  Lfg.  5  Mk.  Erläuterungen  v.  P.  Krüger.  gr.8°.  (III, 
140  S.  m.  Abbildgn.)    1,50  Mk. 

Meyer,  Stef.,  über  die  magnetischen  Eigenschaften  der  Ele- 
mente.  gr.8°.    (14  S.  m.  1  Tab.)    Wien,  Gerold.   30  Pf. 

Mittheilungen,  mathematisch-naturwissenschaftliche,  im  Auf- 
trag des  mathem.-naturwissensch.  Vereins  in  Württemberg  hrsg.  v. 


C.  BöWen  u.  E.  Wölffiog.  2.  Serie.  1.  Bd.  3  Hfte.  gr.8°.  (l.Hft. 
32  S.)   Stuttgart,  Metzler.    3  Mk. 

Schollmeyer,  G.,  was  muss  d.  Gebildete  v.  d.  Elektrizität 
wissen?  Gemeinvorständl.  Belehrg.  üb.  d.  Kraft  d.  Zukunft.  8.  Aufl. 
gr.8°.    (III,  96  S.  m.  Abbildgn.)   Neuwied,  Heuser.    1,10  Mk. 

Schriften  der  pbysikaliscb-ÖkonomiBchen  Gesellschaft  zu 
Königsberg  i.  Pr.  39.  Jahrg.  189rf.  gr.4°.  (XIV,  139  u.  72  S.  m. 
4  Taf.)   Königsberg,  Koch.    6  Mk. 

Sitzungsberichte  der  pbysikalisch-mediciuischen  Socictät  in 
Erlangen.  30.  Hft.  1898.  gr.8°.  (XXIII,  103  S.  m.  AbbUdgn.) 
Erlangen,  Menke.   3  Mk. 

Stoltenberg,  N.  Th.,  elektrische  Masseinheiten,  in  reichsge- 
setzlicher Fassung,  wissenschaftlicher  Begründung  u.  technischer 
Anwendnng  gemeinfasslich  dargestellt,  gr.  8°.  (32  S.  m.  Abbildgn.) 
Hamburg,  Henschel  &  Müller.   5Ü  Pf. 

War  bürg,  Emil,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  f.  Stu- 
dirende.  Mit  408  Abbildgn.  im  Toxt.  4.  Aufl.  gr.8e.  (L  Abtlg. 
S.  1—160.)   Freiburg,  Mohr.    7  Mk. 

Weinhold,  Ad  f.  F.,  physikalische  Demonstrationen.  Anlei- 
tung zum  Experimentiren  im  Unterricht  an  Gymnasien,  Realgym- 
nasien, Realschulen  u.  Gewerbeschulen.  3.  Aufl.  Mit  4  lith.  Taf 
u.  565  in  den  Text  gedr.  Holzscbn.  3.  (Scbluss-)Lfg.  Lex.  8°.  (XIII 
u.  S.  481  -870.)   Leipzig,  Quandt  u.  Händel.   9  Mk. 

Wiike,  Arth.,  die  Elektrizität,  ihre  Erzeugung  u.  ihre  An- 
wendung in  Industrio  u.  Gewerbe.  Allgemeinverständlich  dargestellt. 
4.  Aufl.  Mit  11  Taf.  u.  824  Tcxt-Illustr.  Lex.  8°.  (VII,  639  S.) 
Leipzig,  Spamer.   8,50  Mk. 

Wüllner,  Adph.,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  5.  Aufl. 
4.  Bd.  Die  Lehre  v.  d.  Strahluug.  1.  Halbbd.  gr.8«'.  (512  S.  m- 
147  Abbildgn.  u.  Fig.  u.  1  lith  Taf.)   Leipzig,  Teubner.    7  Mk. 

Zacharias,  Jobs.,  galvanische  Elemente  der  Neuzeit  in  Her- 
stellung, Einrichtung  u.  Leistung  nach  prakt.  Erfabrgn.  dargestellt, 
Mit  62  Abbildgn.  im  Text  u.  7  Tab.  gr.8°.  (VIII,  132  S.)  Halle, 
Knapp.   6  Mk. 

Zeitschrift  f.  physikal.  Chemie.  28.  Bd.  3.  u.  4.  Hft.  Leip- 
zig, Eugelmaun.    ä  4,6  )  Mk. 

Zepf,  K.,  Einführung  in  die  Lehre  vom  elektrischen  Strom. 
Nachtrag.  Das  Messen  des  elektr.  Stromes.  gr.8°.  (13  S.  m.  Ab- 
bildgn.) Emmendingen,  Druck-  u  Verlagsgesellschaft.  Kplt.  m. 
Nachtrag  70  Pf. 
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Vermischte  Schriften. 


Abhandlungen  der  köuigl.  bayerischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften. Mathematiscb-physikal.  Classc.  München,  Franz.  19.  Bd. 
In  der  Reibe  der  Denkschriften  der  69.  Bd.  3.  Abtb.  gr.4°.  (III 
n.  S.  565-77Ö  m.  14  Taf.)  11  Mk.  -  20.  Bd  1.  Abth.  gr.4°. 
(273  S.  m.  Fig.  u.  24  Taf.)    16  Mk. 

—  der  köuigl.  sächsischen  Gesellschaft  d.  Wissenschaften. 
Mathematiscb-phys.  Classe.  Lex.  b°.  Leipzig,  Teubnor.  24.  Bd. 
Nr.  VI.  Hankel,  W.  G.,  elektrische  Untersuchungen.  21.  Abhaudlg. 
Ueber  die  thermo-  u.  piezo-elektr.  Eigenschaften  der  Krystalle  des 
ameisensauren  Baryts ,  Bleioxyds,  Strontians  u.  Kalkes,  des  Salpeter- 
säuren Baryts  u.  Bleioxyds,  des  schwefelsauren  Kalis,  des  Glycocolls, 
Taurius  u.  Quercits.  Mit  2  Taf.  (X,  29  S.)  2  Mk.  —  25.  Bd. 
No.  1.  Fischer,  Otto,  der  Gang  des  Menschen.  2.  Tbl.,  die  Bewegg. 
des  Gcsammtschwerpunktes  u.  die  äusseren  Kräfte.  Mit  12  Taf.  u. 
5  Textfig.  (130  S.)  8  Mk.  -  No.  II.  Scheibner,  W.,  über  die 
Differentialgleichuugen  der  Mondbewegung.    (26  S.)    1,50  Mk. 

Berichte  der  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  Mathem.  phys.  Classe.  Ma- 
themat.  Tbl.  1H>9.  Leipzig,  Teubner.  I.  u.  II.  3,5  )  Mk.  —  III. 
u.  IV.   3,20  Mk. 

—  ,  mathematische  u.  naturwissenschaftliche,  aus  Ungarn.  Hrsg. 
v.  Roland  Baron  Eötvös,  Jul.  König,  Karl  v.  Than.  Red.  v.  Aug. 
Heller.  15.  Bd.  1897.  gr.b0.  (XI,  459  S.  m.  Fig.  u.  3  Taf.)  Buda- 
pest, Kiliän's  Nf.    8  Mk. 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathematisch-naturwissenschaftl.  Classc.  67.  Bd.  gr.4°.  (III, 
848  S.  m.  8  Karten,  28  Taf.  u.  24  Textfig.)  Wieu,  Gerold.  Geb. 
68  Mk. 

En cyklop fidle  der  raathematischen  Wissenschaften  m.  Ein- 
schluss  ihrer  Anwendungen.  1.  Tl.,  reine  Mathematik.  Hrsg.  v. 
Heinr.  Buckhardt  u.  W.  Frz.  Meyer.  2.  Bd.,  Aualysis.  Red.  v.  H. 
Burkhardt.    1.  Hit.  gr.8°.  (S.  1— 16a)  Leibzig,  Teubner.  4,8J  Mk. 

Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker -Vereiuigung. 
Hrsg.  im  Auftrago  des  Vorstandes  v.  G.Hauck  u.  A.  Gutzmcr.  7.  Bd. 
2.  Hft  Czuber,  Eman.,  die  Entwicklung  der  Wahrscheinlichkeits- 
theorie u.  ihrer  Anwendungen.  Boricht.  gr.8°.  (VIU,  279  S.) 
Kbd.  8Mk. 

—  ,  7.,  des  Sonnblick-Vercins  f.  d.  J.  1898.  Lex.  8°.  (59  S. 
m.  3  Abbildgu.  u.  1  Lichtdr.-Taf.)    Wien,  Gerold.    3  Mk. 

Hittenkofer,  M.,  Uuterrichtswerke  f.  Selbstunterricht  u. 
Bureaugebrauch.  No,  54.  57.  58.  Lex.  8°.  Strelitz,  Hittenkofer.  — 
54.    Algebra.    1.  Tl.  4.  Aufl.  Unterweisungen  u.  Aufgaben.  (68  S.) 


4,20  Mk.  —  57.  Krüger,  R.,  ebene  Trigonometrie.  5.  Aufl.  Mit 
7  Abbildgn.  Unterweisungen  u.  Aufgaben.  (27  8.)  2  Mk.  -  58. 
Lübeck,  ().,  Stereometrie.  4.  AuH.  m.  5G  Abbildgn.  Unterweisungen 
u.  Aufgaben.  (42  S.)  2.40  Mk  —  Gl.  Lübeck,  0.,  Festigkeitslehre. 
5.  Autl.  Mit  83  Abbildgn.  Unterweisungen  u.  Beispiele.  (56  S.) 
3,60  Mk. 

Lommel,  E.  v.,  Theorie  der  Dämmerungsfarben.  Nachtrag. 
gr.4°.    (10  S.)    München.  Franz.   40  Pf. 

Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  8°.  Leip 
zig,  Eugclmann.  Kart.  —  106.  D'Alembert,  Abhandlungen  üb.  Dy- 
namik, in  welchen  die  Gesetze  des  Gleichgewichtes  u.  d.  Dewegg.  der 
Körper  auf  die  kleinmöglichstc  Zahl  zurückgeführt  u.  in  neuer  Weise 
abgeleitet  werden,  u.  in  der  c.  allgemeines  Princip  zur  Auftindg.  der 
Bewegg.  mehrerer  Körper,  dio  in  beliebiger  Weise  auf  eiuauder 
wirken,  gegeben  wird.  (1743.)  Uebcrs.  u.  hrsg.  v.  Arth.  Korn. 
Mit  4  Taf.  (210  S.)  3,60  Mk.  —  107  Beruoulli,  Jak.,  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung (ars  conjectandi).  (1713.)  1.  u.  2.  Tl. 
übers,  u.  hrsg.  v.  R.  Haussuer  Mit  1  Fig.  im  Text.  (162  S.) 
2,50  Mk.  —  ICK.  Dasselbe,  3.  u.  4.  Tl.  m.  d.  Abg.:  Brief  an  e. 
Freuud  üb.  d.  Ballspiel  (jeu  de  paume).  Uebers.  u  hrsg.  v.  R. 
Haussner.  Mit  3  Fig.  (Fig.  1  im  Text,  Fig.  2  u.  3  in  den  Au- 
merkgu.)   (172  S.)    2,70  Mk. 

Sammlung  Göschen,  48.,  88.,  91.,  97.,  99.  u.  102.  Bdchn. 
12°.  Leipzig,  Göschen.  Geb.  ä  80  Pf.  -  48.  Schubert,  Herrn. 
Beispiel-Sammlung  z.  Arithmetik  u.  Algebra.  2765  Aufgäbet),  syste- 
matisch geordnet.  2.  Aufl..  (134  8.)  —  88.  Junker,  Frdr.,  höhere 
Analysis.  2-  Tl.  Integralrechnung.  Mit  87  Fig.  (2J5  8.)  —  91. 
Wislicenus,  Walt.  F.,  Astrophysik,  die  Beschaffenheit  der  Himmels- 
körper. Mit  11  Abbildgn.  (152  S)  —  97.  Glaser,  Stereometrie. 
Mit  44  Fig.  (126  S  )  -  99.  Hessenberg,  Gerb.,  ebene  u.  sphäri- 
sche Trigonometrie.  Mit  69  ein-  u.  zweifarb.  Fig.  (165  S.)  —  102. 
Reinhertz,  C,  Geodäsie.  Einführung  in  die  wesentlichen  Aufgab, 
der  Erdmessg.  u.  d.  Landcbvermessg.    Mit  66  Abbildgn.    (181  S.) 

Sammlung  populärer  Schriften,  hrsg.  v.  d.  Gesellschaft  Urania 
zu  Berlin.  No.  52,  Spies,  P.,  das  Nernstsche  Licht.  Mit  1  Ab- 
bildg.    Lex.  8°.    (9  S.)    Berlin,  Paetel.    60  Pf. 

Sitzungsberichte  der  königl.  böhmischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Mathematisch-naturwisseuschaftl.  Classe.  Jahrg. 
1898.  Mit  9  Taf.  u.  44  TextHg.  (In  böhm.  u.  deutsch.  Sprache.) 
gr.8°.  (IX,  7,  4,  17,  10,  78,  4,  21,  13,  4,  20,  18,  7,  25,  8,*ll,  2, 
4.  25,  38,  41,  4,  66,  16,  19,  10,  4,  38,  B,  23,  8,  3,  4,  18,  6,  12,  7 
u.  II.  S.)    Prag,  Rivnac.   9  Mk. 

— ,  Münch.  Mathemat.  Classe.  1899.  1.  Hft,  München,  Franz. 
1,20  Mk. 
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Sitzungsberichte,  Wiener.  Matb.-naturw.  C!a9se.  Wien, 
Gerold.  Abth.  IIa.  107.  Bd.  8.— 10.  Hft.  10,30  Mk.  —  Abth.  IIb. 
107.  Bd.  8.— 10.  Hft  4  Mk.  —  Abtblg.  L  107.  Bd.  8.  -10.  Hft. 
ü  Mk.  -  108.  Bd.  1.-4.  Hft.  3,40  Mk.  -  Abth.  IIa.  108.  Bd. 
1.  u.  2.  Hft,  3,10  Mk.  —  Abth.  Hb.  108.  Bd.  1.-3.  Hft.  l,90Mk. 

Vorbereitungen  u.  Entwürfe  aus  der  gesammten  Unter- 
richtsgebiete der  deutscheu  Volksschule,  hrsg.  v.  A.  Sprockhofs  3.  Hft. 
Wiese,  Raumlehre.  Mit  21  Abbildgn.  2.  Aufl.  gr.8°.  (88  S.) 
Breslau,  Hirt.   80  Pf. 


Verlag  von  Louis  Nebert,  Halle  a.  S. 

Koesller,  Prof.  II  ,  lidtfaden  d  ebenen  tteometrie  f.  höhere 
Lehranstalten.    3  Hefte.    Mit  vielen  Holzschnitten,    gr.  8. 
I  Heft-  Kongruenz     4.  teilw.   utngearb.  Auflage.  kart. 

1  Mark  25  Pf.  ^  , 

II.  Heft   Die  l^ehre  vom  Flächeninhalt.  — Konstruk- 
tionslchre.  3.  teilw.  umgearb.  Aurlage.  kart.  80  Pf-, 
III.  Heft:  Die  Aehnlicbkeit  d.   Figuren.    3.  teilw.  um- 
gearb. u.  verm.  Auflage,    kart.  1  Mk. 
Hoestler,  Prof.  II.,  Iieltfadcn  für  den  Anfangsunterricht 
in  der  Arithmetik  an  höh.  Lehranstalten.  2.  vermehrte  u. 
teilw.  umgearb.  Aurlage.    gr.  f.    kart.  lJ0  Pf. 
Koestler,  Prof.  H  ,  Vorachule  der  «eometrie.    8.  Auflag 

Mit  47  Holzschnitten.,    gr.  H.    kart.  50  Pf. 
Kmsmnnn,  Dr.  G.,  Malhematinehe  Kxcurslonen.  Zug leicb 
„Sammlung  matbemat.  Abituricnten-Aurgnbeu."    Mit  l 
lithogr.  Figurentafelu.    gr.  8.    geh.  3  Mk.  G  I  Pf. 
Ho irm an ii.  Prof.  J.  C.  V./ (Kedacteur  d.  Zeilschr.  f.  mathemat.  u. 
uaturw.  Unterr.,  Vorschule  der  «eometrie.     ii  Tei 
Mit  270  iu  den  Text   eingedr.  Uolzschn.  u.  2  Figureutafeln 
gr.  8    geh.  5  Mk. 
Oldenburger,  G.,  Ingenieur  u.  Engel»,  Lehrer,  Materialien 
fiir  da«  gewerbliche  Rechnen.     Mit  17  Holzsehu.  u 
4  Figurentafelu.    gr.  8.    geb.  1  Mk.  50  Pf.  -  Lösungen  da- 

Wle'gana^  Dr.  Aug.,  (Verf.  der  bekannt    matbemat.  Lehrbücher) 
Wie  inir's  erging.    Autobiographische  Skizzen.    8.    geh.  2  Mk. 


Verlas  von  Arthur  Felix  in  Leipzig. 

Die  sogenannte 

Thomas'sche  Rechenmaschine 

fUr  Mathematiker,  Astronomen,  Ingenieure,  Finanzbeamle, 
Versicherungsgesellschaften  und  Zahlenreclmer  überhaupt 

von 

F.  Reulcaux, 

Profo-iaur. 

Zweite  umgearbeitete  und  erweiterte  Auflage. 
Mit  einer  lithographirten  Tafel. 
In  8°.    VIII  60  Seiten.    181)2    Uroscbirt.    Preis:  Mk.  2. 
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Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

LXVI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Brauumühl,  A.  v.,  Vorlesuugeu  üb.  Geschichte  der  Trigono- 
metrie. X.  Tl.  Vou  deu  ältesten  Zeiten  bis  zur  Erfindg.  der  Loga- 
rithmen.   gr.b0.    (VII,  260  S.  m.  62  Fig.)    Leipzig,  Teubner.   9  Mk. 

Jahrbuch  der  Erfindungen  u.  Fortschritte  auf  den  Gebieten 
der  Physik,  Chemie  u.  chemischen  Technologie,  der  Astrouomie  u. 
Meteorologie.  Begründet  v.  II.  Gretschel  u.  H.  Huxel.  Hrsg.  v. 
A.  Berberich,  G.  Bornemaun  u.  Otto  Müller.  35.  Jahrg.  8°.  (VI, 
387  S.  m.  19  Holzschn.)    Leipzig,  Quandt  &  Händel.    6  Mk. 

—  üb.  d.  Fortschritte  der  Mathematik,  begrüudet  v.  Carl  Ohrt- 
manu.  Unter  besond.  Mitwirkg.  v.  Fei.  Müller  u.  Alb.  Wangerin, 
hrsg.  v.  Emil  Lampe.  28.  Bd.  Jahrg.  1897.  2.  Hft.  gr.  8°.  (S. 
417-6« »8.)    Berlin,  G.  Reimer.    6  Mk. 

Cautor,  Mor.,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik. 
2.  Bd.  2.  Halbbd.  Von  1550—1668.  Mit  97  in  den  Text  gedr.  Fig. 
Aufl.   gr.8°.    (XII  u.  S.  4SI  — 943.)    Leipzig,  Teubner.    12  Mk. 

Steinweiler,  F.,  Kurzer  Abriss  der  Geschichte  des  Rechen- 
uuterrichts,  sowie  Beschreibung  d.  wichtigsten  Lehrmittel  für  den- 
selben.  2.  AuÜ.   gr.8°.   (48  S.  m.  Fig.)    Leipzig,  Hirt.   50  Pf. 

Methode  und  Prlncipien. 

Czekansky,  Frz.,  Grundzüge  des  sinn-  u.  formgerechten 
Elementar- Rechnens.  Eine  Kritik  üb.  unsere  elementare  v  erstände  s- 
mässige  Rechenkunst   gr.8°.   (V,  82  S.)   Wien,  Pichler.   1  Mk. 


Schilling,  Fr.,  über  neue  kinematische  Modelle,  sowie  e.  neue 
Einführung  in  die  Theorie  der  cy kl  i  sehen  Kurven.  gr.8°.  (16  S. 
ra.  12  Fig.  o.  9  Taf.)   Halle,  Schilling.    1,20  Mk. 

Lehrhfleher. 

Ritter,  Aug.,  Lehrbuch  der  techn.  Mechanik.  8.  Aufl.  gr.S®. 
(XV,  801  S.  m.  873  Texttig.)  Leipzig,  Baumgärtner.  20.  — ;  geb. 
in  Hlbfrz.  22  Mk. 

Sassenfeld,  J.,  die  Hauptsätze  der  Elementar-Mathematik  f.  das 
Gymnasium.  Nach  den  ueuen  Lchrplätien  bearbeitet.  6  Lehrgange. 
gr.8.  Trier,  Löwenberg.  3,70;  in  l.Dd.  geb.  u.  dem  Titel  Element« 
Mathematik  f.  das  Gymnasium  nebst  Vorschule.  (VIII,  14  S.)  3,50  Mk. 

Schumann,  Herrn.,  Lcbruueh  der  Elementar-Mathematik  f 
Gymnasien  u.  Realschulen.  5.  Aufl.,  bearb.  v.  R  Gantzer.  2.  Tl., 
Planimetrie.  gr.8°.  (VIII,  244  S.  m.  200  Fig.)  Berlin,  Weidmann. 
2,40  Mk. 

Sickenberg  er,  Ad  f.,  Leitfaden  der  elementaren  Mathematik. 
gr.8.  München,  Th.  Ackermann.  2.  Tl.,  Planimetrie.  4.  Aufl. 
(VI,  123  S.  m.  Fig.)  1,50  Mk.  -  3.  Tl.,  Stereometrie  -  Trigono- 
metrie.  3.  Aufl.    (IV,  103  S.  m.  Fig.)    1,20  Mk. 

Sammlungen. 

Sa i  ler,  E.,  die  Aufgaben  aus  der  darstellenden  Geometrie, 
welche  bei  der  Prüfung  f.  das  Lehramt  der  Mathematik  u.  Physik 
an  den  k.  bayer.  humanistischen  u.  technischen  Unterrichtsanstalten 
in  den  Jahren  1873  -1893  gestellt  wurden,  gr.  8°.  (75  S.  m.  Fig.) 
München,  Th.  Ackermann.    2  Mk. 

Tabellen. 

Rohrbach,  C,  vierstellige  logarithmisch-trigonometrische  Ta- 
feln, nebst  einigen  physikal.  u.  astronom.  Tafelu,  f.  den  Gebrauch 
au  höheren  Schulen  zusammengestellt.  2.  Aufl.  Lex.-8°.  (36  S.) 
Gotha,  Thiencmauu.    Kart.  GO  Pf. 

Schultz,  E.,  mathematische  u.  technische  Tabellen  f.  Bau- 
gewcrkschulen.  4.  Aufl.  Unter  güt.  Mitwirkg.  v.  E.  Dieckmann. 
Ausg.  ohne  Logarithmeu.  gr.8°.  (VIII,  156  S.)  Essen,  Baedeker. 
Kart.    1  Mk. 

Ströhmfeld,  Gust.,  Uuiversal-Multiplikationstafel  f.  Multipli- 
kationen m.  mehrstelligen  Faktoren,  zugl.  benutzbar  f.  Division  mit 
zweistelligem  Divisor  u.  vierteiligem  Dividendus.  qu.-Fol.  (4  Taf) 
Nebst  Text.   gr.  8°.   (XV  S.  m.  Fig.)    Ravensburg,  Maier.  1,50  Mk. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Dölp,  H.,  die  Determinanten,  nebst  Anwendg.  auf  die  Lösung 
algebr.  u.  analytisch-geometr.  Aufgaben.  Elementar  behandelt. 
5.  Aufl.   gr.8°.    (IV,  95  S.)   Darmstadt,  Roether.    2  Mk. 

Esc  he  rieh,  G.  v.,  übor  Systeme  v.  Differentialgleichungen  der 
I.  Ordnung.   gr.8°.   (56  S.)    Wien,  Gerold.    1  Mk 

Glöser,  Mor.,  GrondzUge  der  allgemeinen  Arithmetik  f.  dio 

3.  Classe  der  Österreichischen  Realschulen.  4.  Aufl.  gr.8°.  (III, 
116  S.)    Wien,  Pichler.    Geb.  1,90  Mk. 

—  ,  Lehrbuch  der  Arithmetik  f.  die  1.  u.  2.  Classe  der  öster- 
reichischen Realschulen.  4.  Aufl.  gr.8°.  (V,  209  S.)  Ebd.  Geb. 
1,80  Mk. 

Haas,  Aug.,  Lehrbuch  der  Integralrechnung.  2.  Tl.:  Anwen- 
dung der  bestimmten  Integrale  auf  Quadratur,  Rektifikation,  Korn- 
planation  u.  Kubatur,  sowie  auf  Aufgaben  aus  der  Mechanik  u. 
Technik.  Mit  246  vollständig  gelösten  Aufgaben,  163  Fig.  u.  137 
Erklärgn.,  nebst  ausführl.  Formelverzeichnis.  Zum  Selbststudium 
u.  zum  Gebrauch  an  Lehranstalten  bearb.  gr.8°.  (VIII,  284  S.) 
Stuttgart,  Maier.   9  Mk. 

Höhr,  Dan.,  Lehrbuch  d.  Arithmetik  f  Untergymnasien.  Eler- 
mannstadt,  Krafft.  Gbd.  1.,  für  die  1.  u.  2.  Klasse.  2.  Aufl.  (VIII, 
142  S.)  1,70  Mk.  —  2.,  für  dio  3.  u.  4.  Klasse.  2.  Aufl.  (VI,  92  S.) 
1,36  Mk. 

Kathrein,  Rud.,  Lehrbuch  der  kaufmännischen  Arithmetik. 

4.  Thl.  I.  Divisen-Rechng.  uach  auswärtigen  Usanceu.  —  II. 
Arbitrage.  —  III.  Börsengeschäfte.  —  IV.  Waren-Calculationen. 
—  V.  Wiederholungsaufgabeu.  4.  Aull.  gr.8°.  (111,135  80  Wien, 
Hölder.   Geb.  2,72  Mk. 

— ,  Leitfaden  des  kaufmännischen  Rechnens  fUr  2  classige 
Handelsschulen.  2.  Aufl.  4.  Abdr.  gr.8°.  (308  S.)  Ebd.  Kart. 
2,80  Mk. 

Kieport,  Ludw.,  Grundriss  der  Differential-  u.  Integral-Rech- 
nung. II.  Thl.,  Iutegral-Rochnung.  7.  Aufl.  des  gleichnamigen  Leit- 
fadens v.  Max  Stegemann.  gr.8°.  (XX,  617  S.  m.  130  Fig.)  Han- 
nover, Uelwing.    11,50  Mk. 

Königsberger,  Leo,  üb.  die  Irreductibilität  algebraischer 
Differentialgleichungen,    gr.  8°.    (25  S.)    Berlin,  G.  Reimer.    1  Mk. 

Riemann,  Bernh.,  elliptische  Functionen.  Vorlesungeu.  Mit 
Zusätzen  hrsg.  v.  Herrn.  Stahl.  gr.8°.  (VIII,  144  S.  m.  Fig.)  Leip- 
zig, Teubner.   5,60  Mk. 

Rogel,  Frz.,  recursivo  Bestimmung  der  Anzahl  Primzahlen 
unter  gegebeneu  Gesetzen.   gr.8°.    (20  S.)    Prag,  Rivna<\   24  Pf. 

Sassen  feld,  J.,  Lehr  und  Uebuugsbuch  der  Arithmetik  und 


Algebra  f.  das  Gymnasium,  gr.  S°.  (VII,  111  S.)  Trier,  Löwonberg. 
1,80  Mk.,  geb.  2,30  Mk. 

Serrot,  J.  A.,  Lehrbuch  der  Differential-  u.  Integral-Rechnung, 
Deutsch  v.  Axel  Harnack.  2.  Aufl.  v.  Geo.  Bohlmanu.  2.  Bd. 
Integralrechnung.  gr.8°.  (XII,  428  S.  m.  55  Fig.)  Leipzig,  Teub- 
ner.    8  Mk. 

Stolz,  Otto,  Grundzüge  der  Differential-  u.  Integralrechnung. 
3.  Tbl.,  die  Lehre  v.  den  Doppclintegralen.  Eine  Ergänzung  zum 
1.  Thle.  des  Werkes.    gr.8e.   (VIII,  296  S.  m.  41  Fig.)   Ebd.   8  Mk. 

Ströhmfeld,  Gust.,  neuer  Berechner  f. Zinses-Zinsen,  Renten 
u.  Annuitäten,  Barwerte  v.  Zielern.  Praktisches  Handbuch  für  d. 
Kapitaltilgg.  Erläutert  durch  zahlreiche  Beispiele.  gr.8°.  ('»5  S.) 
Ravensburg,  Maier.   5,50  Mk. 


Geometrie. 

Bi  a  u  ch  i ,  Laigi.  Vorlesungeu  üb.  Differentialgeometrie.  Uebers. 
v.  Max  Lukat.  3.  Lfg.  gr.8°.  (XVI  u.  S.  52y— 659.)  Leipzi«, 
Teubner.    4  Mk. 

Dickuether,  Frz.,  Leitfaden  d.  darstellenden  Geometrie. 
2.  Aufl.    gr.8».  (IV,  76  S.  mit  1<>8  Fig.)  München,  Lindauer.  1,50 Mk. 

Ger  lach,  Rud.,  die  Metrik  iu  projektivischen  Koordinaten. 
Diss.   ßr.H«    (XII,  III  S.  m.  Fig.)    Zürich,  Rascher.    2,60  Mk. 

Gerland,  Ernst,  kurzer  Abriss  der  darstellenden  Geometrie 
zum  Gebrauche  in  Vorlesungen,  beim  Unterricht  u  zum  Selbst- 
studium. 8°.  (IV,  5 )  S.  in.  26  litb.  Tal.  iu  gr.  Fol.)  Leipzig, 
Engelmann.    Kart.  4  Mk. 

Hoch  heim,  Frz.,  über  e.  Art  der  Erzeugung  der  Kurven 
dritter  Klasse  m.  e.  Doppeltangente,  gr.  8°.  (5U  S.)  Leipzig,  Teub- 
ner.   1,60  Mk. 

Klas,  Ad  f.,  Die  Dreiteilung  und  Fünfteilung  des  Winkels  auf 
dem  Wege  der  elementaren  Geometrie,  alleiu  mit  Lineal  u.  Zirkel 
gelöst  u.  dargelegt,  hoch  4°.  (14  S.  m.  8  Taf.)  Wiesbaden,  Ferger. 
1,20  Mk. 

Müller,  Rhold.,  Leitfaden  für  d.  Vorlesungen  üb.  darstellende 
Geometrie  an  der  herzogl.  technischen  Hochschule  zu  Braunschweig- 
gr.8«  (VII,  88  S.  m.  Abbildgn.)  Brauuschweig,  Vieweg  &  Sohn. 
2,50  Mk. 

Pünchera,  J.,  Der  Geometrie-Unterricht  in  der  I.  u.  II.  Klasse 
der  Kautonschule  u.  in  Realschulen.  gr.8°.  (195  S.  m.  Fig.)  Cbur, 
Hitz.    1,50  Mk. 

Schlotke,  J.,  Lehrbuch  d.  darstellenden  Geometrie.    2.  Tl. 
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Schatten-  u.  Beleucbtungslehre.  2.  Aufl.  gr.8°.  (IV,  60  S.  m. 
79  Fig.)    Dresden,  Kühtmann.    2  Mk. 

Sclimehl,  Chr.,  die  Elemente  der  darstellenden  Geometrie. 
Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbststudium. 
Mit  zahlreichen  Uebunnsbcispielen.  2  Tie.  gr.8#.  Gicssen,  Roth. 
Geb.  ä  2,50  Mk.  1.  Die  Elemente  der  Projektiouslehre,  Projektionen 
der  Flächen  u.  Körper,  Konstruktion  der  Durchschnittsfiguren  v. 
Ebenen  m.  Körpern  u.  Abwickelung  der  Körper.  Mit  184  Fig. 
im  Text.  (VIII,  95  S.)  —  2.  Durchdringungen.  Schattenkonstruk- 
tionen. Elemente  der  Perspektive.  Rechtwinklige  Axonometrie  u. 
schiefe  Projektion.  Mit  162  teilweise  färb.  Fig.  im  Text.  (VII, 
94  S.) 


Trigonometrie. 

Müller,  Hub.,  die  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie,  m.  e. 
Sammlg.  v.  Aufgaben  u.  deren  Lösungen.  3.  Aufi.  gr.8°.  (VII, 
40  S.  m.  1  Taf.)    Metz,  Scriba.    80  Pf. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Anleitung  zur  Ausführung  v.  Geländeaufnahmen  in  unüber- 
sichtlichem Terr.iin  mittelst  Bandzuges  in  Verbindung  m.  Gefäll- 
messuugeu.  Entwurf.  12°.  [Vi  S.  m  3  Taf.)  Berlin,  E.  S.  Mittler 
<fc  Sohn    50  Pf. 

Prochaska,  Carl,  praktische  Anleitung  zur  Durchführung  v. 
Gebiets-Verraessungen  u.  Terrain-Aufnahmen  bei  Anwendung  e. 
taehymetrischen  Aufnahme-Verfahrens.  Mit  24  instruetiven  Fig.-Taf. 
gr.8°.    (122  S.)    Wien,  Spielhagen  <fc  Schurich.    Kart.  4,40  Mk. 

Volt  manu,  W.  u.  Otto  Koll,  Formeln  der  niederen  u. 
höheren  Mathematik,  sowio  f.  dio  Teilung  d.  Gruudstücke  u.  f. 
Tracirungsarbeiteu.  Zum  Gebrauch  beim  geodät.  Studium  u.  in  der 
geodäf.  Praxis.  3.  Auii.  gr.8°.  (III,  84  S.  m.  40  Fig.)  Bonn» 
Strauss.    Geb.  4  Mk. 

Verhandlungen  der  vom  3.— 12.  X.  1898  in  Stuttgart  abge- 
halt.  Conferenz  der  internationalen  Erdmessung.  Red.  vom  ständig. 
£ecr.  A.  Hirsch.  Zugleich  mit  den  Spezialberichten  über  die  Fort- 
schritte der  Erdmessuugeu  u.  den  Berichten  der  Vertreter  der  einzelnen 
Staaten  Uber  die  Arbeiten  in  ihren  Ländern.  (Deutsch  u.  franzö- 
sisch. 2  Bde.  gr.4°.  (582  u  XXXV,  454  S.  ra.  Fig.  u.  43  z.  Th. 
färb.  Taf.  u.  Karten.)    Berlin,  G.  Keimer.    12  Mk. 


Mechanik. 


Faller,  0,  Eine  neue  Anschauung  über  die  Reibung.  Vor- 
läufige Mitteilung.  Vortrag.  gr.8°.  (16  S.  m.  Abbildungen.)  Mün- 
chen, Th.  Ackermann.   40  Pf. 

Radakovii",  M.,  über  d.  Bewegung  einer  Saite  uoter  der  Ein- 
wirkung e.  Kraft  m.  wanderndem  Angriffspunkt.  (36  S.  m.  7  Fig.) 
Wien,  Gerold,   8')  Pf. 

Technik. 

Anleitung,  praktische,  zur  Anlage  v.  Blitzableitern.  Mit 
26  Abbildgn.  in  Holzschn.  4.  Aufl.  gr.  8°.  (45  S.)  Leipzig,  Leirn-r. 
60  Pf. 

Blümelhubcr,  Michel,  oiu  lenkbares  Luftfahrzeug,  gr.8*. 
(91  S.  m.  4  Taf.)    Weimar,  Steinert.   2,40  Mk. 

Boda,  Hart.,  Die  Scbaltuugstbcorie  der  Blockwerke.  Mit  einem 
Vorwort  von  G.  Barkhausen.  gr.4°.  (91  S.  m.  19  Taf.)  Wiesbaden, 
C.  W.  Kreidel.    8  Mk. 

Böbm-Raffay,  Br.,  üb.  d.  Berechnung  der  Rückfeeder  bei 
elektrischen  Bahnen.  2.  Aufl.  gr.8#.  (57  S.  m.  14  Fig.)  Wien, 
Lehmaun  &  Wcntzel.    2,40  Mk. 

Fliegner,  Alb.,  Die  Umsteuerungen  m.  dem  einfachen  Schieber 
in  rein  zeichnerischer  Behandlungsweise.  Für  techu.  Lehranstalten 
aller  Grade  u.  zum  Selbstunterricht.  2.  Aufl  der  „Umsteueruugcn 
der  Lokomotiven44.  Mit  ?  lithogr.  Fig.-Tafelu.  gr.8°.  (167  S.) 
Zürich,  F.  Schulthess.    5  Mk. 

Loose,  Fritz,  Taschenbuch  f.  Monteuro  elektrischer  Strasseu- 
bahneu.  Bearb.  u.  Mitwirkung  v.  Max  Schiemanu.  12°.  (IV,  131  S. 
m.  112  Abbildgn.)    Leipzig,  Leiner.    Gbd.  3,75  Mk. 

Schäfer,  Frz.,  der  Wettbewerb  des  Elektromotors  gegen  den 
Gasmotor.   gr.8°.    (14  S.)    München,  Üldeubourg.    25  Pf. 

Optik,  Akustik  und  Elasticitüt. 

Lang,  Vikt.  v.,  über  lougitudinale  Töne  v.  Kautschukfäden. 
gr.8°.    (5  S.)    Wien,  Gerold.    10  Pf. 

Thomas,  Paul  A.,  der  lougitudinale  Elastizitätskoeffizieut  e. 
Flusseiseus  bei  Zimmertemperatur  u.  bei  höheren  Temperaturen. 
Diss.   gr.b0.    (III,  69  S.  m.  3  Taf.)   Jena,  Costenoble.    2  Mk. 

Erd-  und  Himmelskunde. 

I 

Ambronn,  L.,  Handbuch  der  astronomischen  Instrumenten-  I 
künde.   Eine  Beschreibg.  der  bei  astronom.  Beobachtgu.  benutzten 
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Instrumente,  sowie  Erläuterg.  der  ihrem  Bau,  ihrer  Aowendg.  u. 
Aufstellg.  zu  Grunde  lieg.  Principien.  Mit  1185  in  den  Text  gedr. 
Fig.  2  Bde.  Lex.-8°.  (IX,  VII,  1276  S.)  Berlin,  Springer.  Geb. 
CO  Mk. 

Annalen  der  kaiserl.  Universitäts-Sternwarto  in  Straßsburg. 
Hrsg.  v.  E.  Becker.  2.  Bd.  gr.  4°.  (V,  XX,  154,  XXV,  184,  39, 
16  u.  IV,  91  S.  m.  Fig.)    Karlsruhe,  Braun.    20  Mk. 

Argelauder,  F.  W.  A.,  Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Him- 
mels, f.  d.  Anfang  d.  J.  1855.  Unter  Mitwirkg.  v.  E.  Schönfeld  u. 
A.  Krüger  nach  der  in  den  J.  1852  l.*62  auf  der  köuigl.  Universi- 
täts-Sternwarte  zu  Bouu  durchgeführten  Durchmusterg.  des  nördl. 
Himmels  entworfen  u.  im  Namen  der  Stern  wane  hrsg.  2.  Aufl.  v. 
F.  Küstner.  40  Blatt  ä  45,5  X  65,5  cm.  Pbotolith.  Nebst  Text 
gr.  Fol.    (X  S.i    Boun,  Marcus  u.  Weh  r.    120  Mk. 

Beobachtungen  aus  d.  magnetischen  Observatorium  der 
kaiserl.  Marine  in  Wilhelmshaven.  Ausgeführt  unter  d.  Leitg.  v. 
C.  Borgen,  hrsg.  v.  «1.  kaiserl.  Ohs-  rvat  )iium  zu  Wilhelmshaven. 
5.  Tbl.  Stündliche  Vat  iations-Beobaeh^n.  der  Horizontal- Intensität 
während  d.  J.  lö*W— 18!>5.  ISebst  den  Besiimmuugeu  der  Iucli- 
natiou  während  derselben  Zeit.  gr.  1°.  (XVI,  57  u.  35  S.)  Berlin, 
Mittler  &  Sohn.    5  Mk. 

Falb's,  Rud.,  neuer  Wetterkalender  u.  Verzeichniss  der  kriti- 
schen Tage  f.  19^0.  Jan.  bis  Juui.  16w.  («2  S.)  Berliu,  Steiuitz. 
1  Mk. 

Günther,  Sie  gm.,  Haudbuch  der  Geophysik.  2.  AuH.  13. 
Lfg.  gr.bü.  (2.  Bd.  XIV  u.  S.  769-K09  m.  Abbildgu.)  Stuttgart, 
Euke.    5  Mk. 

Handwörterbuch  der  Astronomie.  19.  Lfg.  Breslau,  Tre- 
wendt.    o,6o  Mk. 

Hartl,  Prof.  Hans,  Einführung  in  die  Wetterkuude.  Beschrei- 
bung u.  Erkläruug  neuerer  meteorolog.  lustruineute.  Mit  besonderer 
Berücksichtigung  der  im  Wetterhäuschen  der  Stadt  Keichenberg  an- 
gebrachten Apparate  gemeiuiässlich  dargestellt.  hoch  4U.  (25  S. 
mit  3i  Abbildgn.;    Keichenberg,  Sollors.    1  Mk. 

Jahrbuch  des  k.  k.  hydrographischen  Ceutralbureaus.  Hydro- 
graphischer Dienst  in  Oesterreich.  V.  Jahrg.  1,S97.  Allgemeiner 
Theil  u.  14  Theile.  Fol.  Wien,  W.  Braumüller  iu  Komm.  In 
Mappe  25  Mk. 

Jahrbuch  des  köuigl.  sächsischen  meteorologischen  Institutes. 
löl>7.  XV.  Jahrg.  2.  Abth.  Zugleich  deutsches  metcorol.  Jahrbuch 
f.  18U7,  Beobachtungssystem  des  Köuigr.  Sachsen.  Hrsg.  v.  Paul 
Schreiber.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Beobachtungen  au  der 
Station  I.  Ordnung  Chemnitz  im  J.  1¥97.  «r.4°.  (40  S.  m.  2  Tat.) 
Cheinuitz,  Bülz.    5  Mk. 


J&brbuch,  deutsches  meteorologisches  f.  1898.  Beobachtnngs- 
system  der  meteorolog.  Station  I.  Ordng.  Aachen.  Ergebnisse  der 
meteorolog.  Beobachtgn.  an  der  Statiou  I.  Ordng.  Aachen  u.  deren 
Nebenstationen  im  J.  1898.  Hrsg.  v.  P.  Polis  IV.  Jahrg.  gr.4°. 
(VIII,  64  S.  ra.  2  Abbiidgn.  u.  2  Taf.)    Karlsruhe,  Braun.    5  Mk. 

Kliukerfues,  W.,  theoretische  Astronomie.  2.  Aufl.  v.  II. 
Buchbolz.  4°.  (XVII,  935  S.  m.  Abbildgu.  u.  Bildnis.)  Braun- 
schweig,  Vieweg  &  Sohu.   34  Mk. 

Lecher,  Ernst,  über  e.  theoretischen  u.  experimentellen  Trog- 
schluss  in  der  Elektricitätslehre.  gr.8u.  (12  S.  m.  II  Fig.  Wien, 
Gerold.   60  Pf. 

Leas,  Emil,  die  wissenschaftlichen  Grundlagen  v.  Wetterpro- 
gnosen f.  kurze  u.  solchen  f.  etwas  längere  Zeiträume.  Antritts- 
vorlesung.  gr.8°.   (16  S.)   Berliu,  Salle.    1  Mk. 

Neuraayer,  G.,  der  Sternschnuppen-Strom  der  Leouideu.  Eiue 
Anregung  u.  Auleitg.  zur  Beobachtg.  der  in  d.  Zeit  vom  1.:. — 16  XI. 
zu  erwartenden  Sternschuuppeufälle.  gr.  b°.  (8  S.)  Neustadt,  Gott- 
schick-Witter.  40  Pf. 

Polis,  P.,  Niederschlagskarto  der  mittlereu  Rheinproviuz  o. 
der  Nachbargebiete.  9  Karten.  Jährliche  Verteilung,  jahreszeitl. 
Verteilg.,  Winter-,  Frühling-,  Sommer-,  Uerbstregeu  iu  Millimetern 
u.  Prozenten  der  Jahrsumme.  gr.4°.  Farbdr.  Mit  Text  auf  dem 
Umschlag.    Stuttgart,  Eugelhorn.    9  Mk. 

—  ,  Temperaturkalender,  Feuchtigkeit  u.  Bewölkung  zu  Aachen. 
Hrsg.  im  Auftrago  der  naturwisseuschaftl.  Gesellschaft  zu  Aachcu. 
gr.4°.    (14  S.)    Karlsruhe.  Braun.    1,50  Mk. 

Sammlung  Göschen  Bd.  114.  Koppen,  W.,  Klimalehre,  geb. 
in  Leinw.   80  Pf. 

Scheiuer,  J.,  Strahlung  u.  Temperatur  d.  Sonne,  gr.  8°.  (IV, 
9u  S.)   Leipzig,  Engelmaun.    2,40  Mk. 

Schubert.  J.,  der  jährliche  Gang  der  Luft-  und  Bodentempe- 
ratur im  Freien  u.  in  Waldungen  u.  der  Wärmeaustausch  im  Erd- 
boden,  gr.  8°.    (VI,  53  S.)    Berlin,  Springer.    2,40  Mk. 

Sterneck,  Rob.  v.,  Untersuchungen  üb.  d.  Zusammenhang  der 
Schwere  unter  der  Erdoberfläche  mit  der  Temperatur,  gr.8°. 
(70  S.)    Wien,  Gerold.    1,20  Mk. 

Studni«"ka,  J.,  Bericht  über  die  vom  Custos  J.  Truhlär  in  der 
Prager  Universitätsbibliothek  entdeckte  Sinus-Tafel  Tycbo  Brahes. 
gr.8«.    (4  S.)    Prag,  Rivnäc.    12  Pf. 

Unger,  Joach.,  die  Ursache  der  Umdrehung  der  Erde  und 
aller  Planeten  um  ihre  Achse.  Das  Wesen  der  Monde,  der  Saturn- 
Ringe  u.  der  Meteorsteine,  ferner  drei  damit  zusammenhängende 
physikalisrhe  Probleme,  entdeckt,  bewiesen  u.  erläutert  in  5  Ge- 
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sprächen  ra.  Ed.  Süss,  Edm.  Weiss,  N.  N.  8°.  (30  S.)  Wien,  „Au- 
stria",  Doli.    80  Pf. 

Vierte ljah rsscb ri  ft  der  astronom.  Gesellschaft.  34.  Jahr- 
gang.  3.  Hft.    Leipzig,  Engelmann.    2  Mk. 

Vodu<"ek,  M.,  neue  Theorie  der  Mondbewegung.  Progr. 
gr.8#.   (4B  S.  m.  2  Fig.)    Laibach,  Fischer.    1,50  Mk. 

Wallaschek,  Rieh.,  die  Entstehung  der  Scala.  gr.8°.  (45  S. 
m.  1  Fig.,  4  Taf.  u.  1  Tab )    Wien,  Gerold.    1,50  Mk. 

Weinek,  L,  über  die  beim  Prager  photographischen  Mond- 
atlas angewandte  Vergrösserungsmethode.  gr.  8°.  (15  8.  m.  1  Fig.) 
Ebd.   40  Pf. 


Physik. 

Bach  mann,  F.  u.  W.  Breslicb,  Lehrbuch  der  Physik  u. 
Chemie  f.  höhere  Mädchenschulen,  Lehrerinnen-Seminarien  u.  Fort- 
bildungsanstalten. 4.  Aufl.  gr.8°.  (Vi,  163  S.  m.  158  Abbildgu.) 
Berlin,  Mittler  &  Sohn.   2,50  Mk. 

Börner,  H.,  Physikalisches  Unterrichtswerk  f.  höhere  Lehran- 
stalten, sowie  zur  Einführung  in  das  Studium  der  neueren  Physik 
in  2  Stufen.  I.  Stufe.  I.  Vorschule  der  Experimental-Physik.  Für 
den  Anfangsunterricht  an  Gymnasien  u.  Realgymnasien,  sowie  an  den 
entsprechenden  Nichtvollaustalten.  3.  Aufl.  gr.8°.  (XII,  123  S.  m. 
18  Abbildgn.)    Berlin,  Weidmann.    Geb.  in  Lw.  1,80  Mk. 

Exner,  Fr.  u.  E.  Haschek,  über  die  ultravioletten  Funken- 
spoctra  der  Elemente.  (XV— XVII.  Mitthlg.)  gr.8°.  Wien,  Gerold. 
XV.  (Enth.  die  Spectra  v.  Nb,  Th).  70  Pf.  --  XVI.  (Entb.  die 
Spectra  v.  Si,  Be,  Tu  Jny  Ce,  La,  Nd,  Fr,  Ge,  Ga).  (51  S.  m. 
2  Taf.)  1,50  Mk.  -  XVH.  (Enth.  die  Spectra  v.  F,  Er,  Yb). 
(29  S.)   60  Pf. 

Graetz,  L.,  die  Elektricität  u.  ihre  Anwendungen.  8.  Aufl. 
gr.8°.    (XIV,  59  »  S.  m.  483  Abbildgn.)  Stuttgart,  Engelhorn.  7  Mk. 

Heinke,  C,  Energetische  Streifzüge.  Eine  Studie  über  phy- 
sikal.  Probleme.   gr.8°.   (III,  49  S.)   Leipzig,  Hirzel.   1,40  Mk. 

K erntler,  Frz.,  die  Unität  des  absoluten  Mass-Systeins  in 
Bezug  auf  magnetische  u.  elektrische  Grössen.  gr.8°.  (VII,  46  S.) 
Leipzig,  Tcubner.    1,50  Mk. 

Klemencic,  Ign.,  Untersuchungen  üb.  permanente  Magnete. 
II.  Ueber  die  Abhängigkeit  des  Inductionscoöfficienten  vom  Dimen- 
sion sverhältniss.    gr.8°.    (12  S.)    Wien,  Gerold.    3u  Pf. 

Kohlrausch,  Frdr.,  kleiner  Leitfaden  der  praktischen  Physik, 
gr.  8°.    (XIX,  260  S.  m.  Fig.)   Leipzig,  Teubner.   Geb.  4  Mk. 

Krieg,  M.,  Taschenbuch  der  Elektrizität.    (Bibliothek  nütz- 


licher  Taschenbücher.)  5.  Aufl.  12*.  (Vlfl,  350  S.  m.  259  Illustr- 
Taf.  u.  Tab.)   Leipzig,  Leiner.   Geb.  in  Lnw.   4  Mk. 

Lampa,  AuL,  über  e.  Beugungsversuch  m.  elektrischen  Wellen. 
gr.8°.   (Wien,  17  S.  m.  3  Fig.)    Wien,  Gerold.   50  Pf. 

Liesegaug,  R.  Ed.,  photographische  Physik.  (Mit  Ausnahme 
der  Optik.)   gr.8°.   (84  S.)   Düsseldorf,  Liesegang.   2  Mk. 

Schicht,  Frz.,  das  äussere  elektrische  Feld  e.  Entladungsröhre. 
gr.8°.   (11  S.  m.  16  Fig,)   Wien,  Gerold.   70  Pf. 

Sieveking,  Herrn.,  über  Ausstrahlung  statischer  Electricität 
aus  Spitzen.  Üiss.  gr.8°.  (41  S.  m.  4  Fig.)  Freiburg,  Speyer  & 
Kaerner.    1,50  Mk. 

Steinmotz,  Charles  Proteus,  Theorie  u.  Berechnung  der 
Wechselstromerschciuungeu.  Deutsche  Ausg.  Mit  185  Textfig. 
1.  Hälfte,  gr.b0.  (XVI,  184  S.)   Berlin,  Reuther  &  Reichard.  4  Mk. 

War  bürg,  E.,  üb.  positive  u.  negative  Spitzenentladung  in 
reinen  Gasen.   gr.8°.   (9  S.  ra.  3  Fig.)    Berlin,  Reimer.   50  Pf. 

Wiesengrund,  Bcrnh.,  die  Elektrizität.  Ihre  Erzeugg, 
prakt.  Verwendg.  u.  Messg.,  m.  54  Abbildgn.  4.  Aufl.  (11.  bis  13. 
Tausend),  teilweise  bcarb.  v.  Russcer.  gr.8°.  (80  S.J  Frankfurt 
a./M.,  Bechhold.    1  Mk. 

Wüllnor,  Adph.,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.   5.  Aufl. 

4.  Bd.    Die  Lehre  v.  der  Strahlung.    2.  Halbbd.    gr.b0.     (XII  u. 

5.  513—1042  m.  152  Abbildgn.,  Fig.  u.  3  lith.  Taf.)  Leipzig,  Teub- 
ner.   7  Mk. 

Zeitschrift  f.  physikalische  Chemie.  3t).  Bd.  1.-3.  Heft. 
Leipzig,  Eugelmanu.    14  Mk. 

—  ,  physikalische,  hrsg.  v.  E.  Riecke  u.  H.  Th.  Simon.  Red-: 
H.  Th.  Simon.  1.  Jahrg.  Okbr.  189J  —  Septbr.  19oO  52  Nr», 
hoch  4«.  (Nr.  1.  u.  2.  38  S.  m.  Fig.)  Leipzig,  Hirzel.  Viertel- 
jährt.  5  Mk. 

Vermischte  Schriften. 

Acta  nova  academiae  caesareae  Leopoldino-Carolinae  gerina- 
nicae  naturae  curiosorum.  E.  s.  t.  Abhandlungen  der  kaiserl. 
Luop.-Carol.  doutschen  Akademie  der  Naturforscher.  72.  Bd.  gr.8°- 
(VII,  401  S.  m.  IG  Taf.)    Leipzig,  W.  Eugelmanu.   kart  42  Mk. 

—  dasselbe.  74.  Bd.  gr.4°.  (VII,  409  S.  m.  17  Tafelu.) 
Ebd.   kart.  3  )  Mk. 

G oeriug,  Will».,  die  Auftiudung  der  rein  geometrischen  Qua- 
dratur des  Kreises  u.  die  Teiluug  jedes  beliebigen  Winkels  u.  Kreises 
in  e.  beliebige  Anzahl  gleicher  Teile.  gr.8°.  (Vi  S.  m.  1  Taf.) 
Dreadeu,  GewerboBuchh.    1  Mk. 
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Tal.  V. 


Jtiu/f :  Zwei  Zahlenreihen  und  deren  Interpolation. 


Tabelle  I. 


d 

5 

/?(<i„  d,  g) 

*(«i,f,  «*) 

R(at,d,  q)  Jt(ai,q,d) 

1) 

2) 

3) 
4) 
5) 

6) 

7) 

8) 

beliebig. 

?  >  1. 

wächst 
iu  das  Unendliche. 

divergirt. 

divergirt. 

beliebig. 

3  =  1. 

wächst 
in  das  Unendliche. 

divergirt. 

divergirt. 

d  <  0. 

bleibt  unter 
einer  gewissen  Grenze. 

divergirt 

divergirt. 

</  =  0. 

-1<9<1. 

wird  unendlich  kleiu. 

cunvergirt. 

convorgirt. 

endlich. 

5  =  0. 

an  =  0. 

convor^irt. 

divergirt. 

d  ^  0. 

«--!■ 

schwankt 
zwischen 
a,  und 

(--«,  -d). 

schwankt 
zwischen 
a,  und 
(-«,+d). 

divergii  t. 
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Indem  ich  das  Generalregister  der  unter  der  Redaktion  von  R.  Hoppe 
erschienenen  zweiten  Reihe  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik  der 
Oeffentlichkeit  übergebe,  erlaube  ich  mir  einige  Bemerkungen  voraus- 
zuschicken. 

Damit  dieser  Band  zugleich  ein  möglichst  vollständiges  Bild  von 
der  wissenschaftlichen  Thätigkeit  R.  Hoppes  biete,  sind  sowohl  der 
Nachruf,  den  Herr  E.  Lampe  auf  den  zweiten  Herausgeber  des  Archivs 
in  der  Deutschen  Physikalischen  Gesellschaft  gehalten  hat,  als  auch 
das  Verzeichnis  der  wissenschaftlichen  Arbeiten  R.  Hoppes,  welches 
Herr  E.  Lampe  in  dem  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung  mitgeteilt  hat,  mit  Genehmigung  des  Verfassers  an  die 
Spitze  gestellt  worden. 

Es  folgen  in  vier  Teilen  die  Namen-  und  Sachregister  zu  den  Ab- 
handlungen und  Recensionen. 

Bei  dem  Sachregister  zu  den  Recensionen,  die,  bis  auf  wenige, 
von  R.  Hoppe  herrühren,  habe  ich  im  wesentlichen  die  Einteilung  zu 
Grunde  legen  können,  welche  sich  in  dem  Jahrbuch  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik  seit  Jahren  bewährt  hat.  Es  sind  hier  und 
da  Unterabteilungen  zusammengezogen  bezw.  eingeschaltet  worden,  wo 
der  Mangel  bezw.  die  Fülle  des  Materials  es  wünschenswert  erscheinen 
Hessen. 

Dagegen  empfahl  sich  für  das  Sachregister  zu  den  Abhandlungen 
eine  Einteilung,  die  weniger  detaillierte  Unterabteilungen  macht.  Eine 
Ausnahme  verlangte  nur  die  Elementargeometrie,  wo  noch  die  Ab- 
teilungen Dreiecksgeometrie  und  Tetraedergeometrie  aufgestellt  worden 
sind.  Haben  doch  die  Abhandlungen  aus  diesem  Gebiete  im  Archiv  stets 
einen  breiten  Raum  eingenommen,  und  hat  doch  Grebe  im  9.  Band  der 
ersten  Reihe  auf  jenen  Punkt  aufmerksam  gemacht,  der  durch  die  Arbeiten 
Lemoines  zum  Ausgangspunkt  der  geometrie  du  triangle  geworden  ist. 

Ich  habe  noch  die  angenehme  Pflicht,  Herrn  E.  Lampe  für  die 
liebenswürdige  Bereitwilligkeit  bestens  zu  danken,  womit  er  seine  Ge- 
nehmigung zum  Abdruck  der  oben  genannten  Arbeiten  gegeben  hat, 
wie  ich  ihm  für  die  mannigfachen  Winke  und  Ratschläge  bei  der 
Anfertigung  des  Registers  auch  an  dieser  Stelle  noch  meinen  beson- 
deren Dank  ausspreche. 

Berlin,  Juni  1901.  E.  Jahnkc. 
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Nachruf  für  Beinhold  Hoppe. 

Von  E.  Lampe  in  Berlin. 

Aob  den  Verhandlungen  der  Deutschen  Physikalischen  Gesellschaft  FI,  p.  183—201. 

Mit  einem  Bildnis  R.  Hoppes  in  Lichtdruck. 

Ernst  Reinhold  (Reginhald)  Eduard  Hoppe  wurde  zu 
Naumburg  an  der  Saale  am  18.  November  1816  geboren  als  Sohn 
des  Dompredigers  Ernst  August  Dankegott  Hoppe  und  seiner 
Ehefrau  Friederike  Wilhelmine,  geb.  Nitzsch,  der  Schwester  des 
Theologen  Karl  Immanuel  Nitzsch;  er  gehörte  also  von  vaterlicher 
und  von  mütterlicher  Seite  her  bekannten  und  hochgeachteten  Ge- 
lehrtenfamilien an.  Unter  den  elf  grofs  gezogenen  Kindern  des  Pfarr- 
hauses war  er  das  sechste,  von  den  vier  Brüdern  der  dritte.  Sein  um 
vier  Jahre  älterer  Bruder  Karl  war  der  Gründer  der  bekannten 
Maschinenbauanstalt  und  Eisengiefserei  zu  Berlin;  der  um  zwei  Jahre 
ältere  Bruder  Ernst  war  Oberförster,  und  der  um  neun  Jahre  jüngere 
Bruder  F elix  Iloppe-Seyler  Chemiker  und  Physiologe,  Professor  ander 
Universität  Strafsburg.  Zweimal  wechselte  die  Familie  noch  ihren  Wohn- 
sitz; bald  nach  der  Geburt  des  kleinen  Reinhold  zum  Superintendenten 
in  Freiburg  an  der  Unstrut  befördert,  siedelte  der  Vater  nach  dieser 
Stadt  über,  später,  am  Anfange  der  dreifsiger  Jahre,  in  gleicher  Stellung 
nach  Eisleben.  Dort  starb  jedoch  bald  nach  dem  Einzüge  in  die  neue 
Stadt  die  Mutter  (19.  Febr.  1832),  einige  Jahre  darauf  der  Vater 
(10.  Okt.  1835);  mit  neunzehn  Jahren  war  Reinhold  also  des  Vaters 
und  der  Mutter  beraubt.  Zuerst  auf  dem  Gymnasium  in  Eisleben  vor- 
gebildet, genofs  er  später  der  Wohlthat  des  Unterrichtes  auf  der 
Landesschule  Pforta,  und  zuletzt  besuchte  er  das  Gymnasium  in  Greifs- 
wald, wo  seine  an  den  dortigen  Superintendenten  und  Prof.  Karl 
Vogt  vermählte  Schwester  Laura  lebte.  Mit  dem  Zeugnis  der  Reife 
des  Greifswalder  Gymnasiums  vom  30.  August  1838  versehen,  bezog 
der  zweiundzwanzigjährige  Abiturient  zunächst  die  Universität  Kiel  auf 
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zwei  Semester;  die  beiden  folgenden  Semester  studierte  er  in  Greifswald, 
die  letzten  drei  in  Berlin,  wo  er  am  24.  März  1842  sein  Abgangs- 
zeugnis nahm.  Die  Neigung  zur  Beschäftigung  mit  der  Mathematik 
soll  bei  ihm  früh  durch  seinen  älteren  Bruder  Karl  geweckt  sein,  der 
ihn  schon  in  seinem  zehnten  Lebensjahre  in  die  Geheimnisse  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzelausziehung  einweihte. 

Nach  der  Beendigung  der  Studienzeit  wandte  sich  Reinhold 
Hoppe  der  Lehrthätigkeit  zu.  Das  Probejahr  erledigte  er  am  Gym- 
nasium zu  Greifswald  von  Michaelis  1842  bis  1843.  Von  Ostern  1846 
bis  Michaelis  1849  nahm  er  eine  Stelle  als  Lehrer  an  der  Erziehungs- 
anstalt zu  Keilhau  an,  in  welcher  die  Froebelschen  Grundsätze  der 
Erziehung  zur  Anwendung  gebracht  wurden.  Von  Michaelis  1849  bis 
1853  versuchte  er  sich  als  Lehrer  am  Köllnischen  Realgymnasium  zu 
Berlin,  das  zu  jener  Zeit  unter  dem  Direktor  August  in  hoher  Blüte 
stand.  Während  dieser  Zeit  erwarb  er  sich  an  der  Universität  Halle 
den  Doktorhut  am  25.  November  1850.  Da  seiner  Unterrichtsarbeit 
der  wünschenswerte  Erfolg  nicht  entsprach,  aufserdem  seine  Forscher- 
natur nach  einer  freieren  Thätigkeit  drängte,  habilitierte  er  sich  1853 
als  Privatdozent  für  Mathematik  an  der  Berliner  Universität.  Noch 
einmal  vertauschte  er  den  Hörsaal  der  Universität  mit  den  Klassen 
eines  Gymnasiums,  als  er  von  Ostern  1858  bis  1859  eine  Lehrstelle 
am  Gymnasium  zu  Glogau  übernahm.  Aber  auch  dieses  Mal  versagte 
seine  Natur  gegenüber  den  Ansprüchen  der  Schule,  und  so  kehrte  er 
denn  1859  an  die  Berliner  Universität  zurück  und  gehörte  ihr  von 
da  an  ohne  Unterbrechung  als  Privatdozent  bis  zu  seinem  Tode  im 
Sommer  1900  an.  Schon  bei  seiner  Habilitation  im  Jahre  1853  hatte 
er  sich  um  die  Lehrbefugnis  für  Philosophie  beworben,  ohne  sie  aber 
zu  erlangen.  Ein  zweites  Gesuch  vom  Jahre  1870  hatte  keinen  besseren 
Erfolg;  seinem  im  Jahre  1871  erneuten  Antrage  wurde  dann  endlich 
auf  energische  Befürwortung  von  Trendelenburg  Folge  gegeben.  Den 
Charakter  als  Professor  erhielt  er  1870.  —  Nach  dem  Tode  Grunerts 
1872  wurde  ihm  die  Redaktion  des  Archivs  der  Mathematik  und 
Physik  anvertraut,  eine  Thätigkeit,  die  ihm  hohe  Befriedigung  gewährte, 
weil  dadurch  seine  Existenz  in  mehr  als  einer  Beziehung  einen  Halt 
gewann,  und  weil  er  damit  die  Gelegenheit  erhielt,  in  einer  seiner 
Natur  zusagenden  Art  durch  Öffnung  des  reichen  Schatzes  seines 
Wissens  nach  aufsen  zu  wirken.  Die  Pflichten  dieser  Schriftleitung 
hat  er  bis  zu  seinem  Tode  am  7.  Juni  1900  im  Alter  von  83V,  Jahren 
treu  erfüllt  Der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Up- 
sala  gehörte  er  als  ordentliches  Mitglied  an.  Dies  sind  die  Daten  für 
den  Gang  seines  Lebens. 
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Die  wissenschaftliche  Produktion  des  Verschiedenen,  die  sich  über 
einen  Zeitraum  von  55  Jahren  erstreckt,  ist  eine  überaus  reiche  und 
vielseitige  gewesen.  Er  war  eben  nicht  ein  einseitiger  Mathematiker, 
sondern  sein  Geist  umspannte  neben  allen  Gebieten  der  Mathematik  die 
Physik,  die  Philosophie,  die  Sprachforschimg  und  suchte  Erholung  in 
der  Ausübung  der  Musik;  endlich  versenkte  er  sich  als  echter  Sohn 
eines  evangelischen  Pfarrhauses  philosophisch  in  die  letzten  Fragen 
der  Beziehungen  des  Menschen  zu  Gott  Was  alle  seine  Schriften 
kennzeichnet,  ist  die  Selbständigkeit  und  Ehrlichkeit  seines  Denkens; 
überall  leuchtet  ein  abgeschlossenes,  fertiges  Wesen  hervor,  das  in  sich 
Genüge  gefunden  hat.  Mag  der  Leser  sich  auch  nicht  mit  ihm  in 
Übereinstimmung  befinden,  so  nötigt  der  tiefe  Ernst,  mit  dem  alle 
Fragen  behandelt  sind,  Achtung  vor  einem  Geiste  ab,  der  nach  langer 
und  unablässiger  Gedankenarbeit  eine  in  sich  ruhige  und  befriedigte 
Klarheit  errungen  hat  und  im  Besitze  einer  nicht  mehr  zu  erschüttern- 
den Überzeugung  eine  oft  schneidende  Kritik  übt. 

Gehen  wir  zunächst  auf  die  mathematischen  Schriften  ein,  so  er- 
regt die  blofse  Anzahl  derselben  Bewunderung.  Im  Archiv  der  Mathe- 
matik hat  Hoppe  rund  200  Originalartikel  veröffentlicht;  dazu  treten 
etwa  50  mathematische  Aufsätze  in  anderen  Zeitschriften,  ferner  vier 
selbständig  erschienene  Arbeiten.  Wenn  man  auch  aus  den  Veröffent- 
lichungen im  Archiv  viele  kleinere  Notizen  aussondert,  die  augen- 
scheinlich häufig  zur  Füllung  eines  Heftes  geschrieben  sind  und  den 
Vorlesungsheften  entnommen  sein  mögen,  so  bleiben  immer  noch  genug 
übrig,  deren  Inhalt  in  der  einen  oder  anderen  Hinsicht  beachtungswert, 
ja  bedeutend  ist,  und  auch  jene  kleineren  Artikel  tragen  in  vielen 
Wendungen  das  Gepräge  eines  ursprünglich  schallenden  Geistes.  Aller- 
dings ist,  besonders  in  der  späteren  Zeit,  nicht  immer  hinreichend 
darauf  Rücksicht  genommen,  ob  die  nämlichen  Gedanken  nicht  auch 
schon  von  anderen  Forschern  oder  gar  vom  Schreiber  selbst  aus- 
gesprochen waren.  Bei  den  Arbeiten,  die  dem  höheren  Alter  Hoppes 
angehören,  liegt  es  nahe,  eine  Entschuldigung  für  ein  derartiges  Ver- 
fahren in  zunehmender  Gedächtnisschwäche  zu  suchen;  doch  dürfte  der 
tiefere  Grund  anderswo  liegen.  Nachdem  er  bis  gegen  sein  vierzigstes 
Lebensjahr  hin  gearbeitet  hatte,  um  einen  festen  Standpunkt  in  seinen 
wissenschaftlichen  Anschauungen  zu  gewinnen,  beschränkte  er  sich  von 
dieser  Zeit  an  im  wesentlichen  darauf,  seine  eigenen  Forschungen  an- 
zustellen, imd  er  berücksichtigte  dabei  kaum  noch  die  grofsen  Ent- 
deckungen, die  in  der  zweiten  Hälfte  des  Jahrhunderts  von  anderen 
Forschern  gemacht  wurden.  Hauptsächlich  durch  das  Studium  der 
Arbeiten  Jacobis  herangebildet,  blieb  er  auf  diesem  Boden  stehen, 
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und  sogar  der  ihm  sehr  wohl  gesinnte  Dirichlet  machte  ihm  bezüg- 
lich einer  seiner  Arbeiten  über  Hydrodynamik  schon  1853  den  Vor- 
wurf, der  Verfasser  besitze  keine  vollständige  Kenntnis  von  den  zahl- 
reichen in  der  letzten  Zeit  über  die  Integration  der  Laplaceschen 
Differentialgleichung  unternommenen  Arbeiten.  Indem  er  sich  so  früh 
schon  in  seine  Gedanken  einspann,  bewahrheitete  er  den  vom  alten 
Goethe  zur  Abwehr  geschriebenen  Ausspruch:  „Eilt  aber  die  Raupe 
sich  einzuspinnen,  nicht  kann  sie  mehr  Blättern  Geschmack  abgewinnen." 
Als  Einsiedler  der  Wissenschaft  lebend,  kümmerte  er  sich  um  die  Vor- 
gänge auf  dem  Gebiete  seiner  Hauptwissenschaft  zuletzt  so  wenig,  dafs 
ihm  die  Namen  mancher  der  berühmtesten  zeitgenössischen  Mathematiker 
ganz  fremd  blieben. 

Die  ersten  Untersuchungen  Hoppes  beziehen  sich  auf  die  Theorie 
der  independenten  Darstellung  der  höheren  Differentialquotienten  und 
sind  unter  diesem  Titel  in  einem  Buche  1H45  von  dem  damals  neun- 
undzwanzigjährigen  jungen  Mathematiker  veröffentlicht  worden.  So- 
wohl im  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  als  auch  in 
den  Mathematischen  Annalen  hat  er  unter  demselben  Titel  zur  Er- 
gänzung kleinere  Aufsätze  erscheinen  lassen.  Noch  heute  gilt  jenes 
Buch  als  eine  wertvolle  und  tüchtige  Monographie  über  den  Gegenstand. 
Mit  dieser  Veröffentlichung  begann  Hoppe  also  die  Reihe  seiner  Ar- 
beiten aus  dem  Gebiete  der  Infinitesimalrechnung  sowie  der  Differential- 
gleichungen, von  denen  bei  seiner  Habilitation  in  Berlin  schon  einige 
gedruckt  vorlagen.  Auf  Dirichlet  hatten  diese  Erstlingsarbeiten 
von  Hoppe  einen  günstigen  Eindruck  gemacht:  er  erkannte  mehrere 
gute  Gedanken  in  ihnen  an,  die  zum  Teil  mit  Geschick  und  nicht  ohne 
Eleganz  durchgeführt  wären,  und  selbst  in  der  oben  erwähnten,  minder 
gelungenen  Arbeit  über  Hydrodynamik  erblickte  er  die  Hand  eines  in 
den  Methoden  der  Analysis  geübten  Gelehrten. 

Mit  den  Grundlagen  der  Differential-  und  der  Integralrechnimg 
beschäftigen  sich  mehrere  Aufsätze  der  Jahre  1871  bis  1873.  Als  die 
beiden  Fundamentalsätze  bezeichnet  er  die  Aussagen:  „Unendlich  klein 
ist  eine  Variable,  wenn  sie  beliebig  klein  werden  kann.  Zwei  Kon- 
stanten, die  von  einer  Variable  unendlich  wenig  differieren,  sind  einander 
gleich."  Hiermit  hofft  er,  wie  in  einem  Selbstreferate  ausgesprochen 
wird,  die  Jahrhunderte  lang  schwebende  Frage  über  die  Möglichkeit 
einer  exakten  Bestimmung  des  Unendlichen  zum  Abschlufs  gebracht  zu 
haben.  Eine  zusammenfassende  Darstellung  des  ersten  Teiles  der  In- 
finitesimalrechnung lieferte  er  in  dem  „Lehrbuch  der  Differentialrechnimg 
und  der  Reihentheorie"  (1865),  das,  wie  alle  Erzeugnisse  der  Hoppe- 
schen Muse,  knapp  geschrieben  ist,  sich  daher  zur  Einführung  für  be- 
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queme  Anfänger  nicht  recht  eignet  und  ans  diesem  Grunde  nicht  die 
Verbreitung  gefunden  hat,  welche  es  verdient 

Von  den  übrigen  hierher  gehörigen  Abhandlungen  wollen  wir 
noch  den  instruktiven  Aufsatz  nennen:  „Erste  Sätze  von  den  bestimmten 
Integralen,  unabhängig  vom  Differentialbegriff  entwickelt"  (1877). 
Ferner  sei  aus  denjenigen  Artikeln,  welche  den  Differentialgleichungen 
gewidmet  sind,  eine  Notiz  im  Journal  für  Mathematik  Bd.  58  (1861) 
erwähnt  betreffs  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung,  die  von 
Hrn.  Fuchs  in  demselben  Bande  mit  Benutzung  eines  Po isson sehen 
Resultates  behandelt  war.  Hoppe  zeigte,  dals  die  betreffende  Abhand 
hing  Poissons  gerade  für  den  benutzten  Fall  einen  Fehler  enthielt,  der 
deshalb  in  die  Fuchs  sehe  Arbeit  eingegangen  war;  nach  einem  Verfahren, 
das  den  Irrtum  Poissons  vermied,  entwickelte  er  dann  die  richtige  Lösung. 

Wenn  wir  uns  mit  der  vorstehenden  kurzen  Besprechung  einzelner 
Untersuchungen  Hoppes  aus  der  Analysis  begnügen  müssen,  so  wollen 
wir  doch  hinzufügen,  dafs  er  gelegentlich  auch  Fragen  aus  der  Algebra, 
der  Zahlentheorie,  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  behandelte  und  sich 
mit  speziellen  Funktionen,  wie  der  Gammafunktion  und  den  elliptischen 
Transcendenten,  beschäftigte.  An  dieser  Stelle  müssen  wir  auch  der 
separat  erschienenen  Tafel  zur  dreifsigstelligen  logarithmischen  Rech- 
nung vom  Jahre  1876  gedenken. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Geometrie,  zu  demjenigen  Gebiete,  dem 
Hoppe  in  seinen  Forschungen  wohl  den  gröfsten  Platz  eingeräumt 
hat.  Sowohl  die  analytische  Geometrie  im  allgemeinen,  als  auch  be- 
sonders derjenige  Teil,  den  man  jetzt  als  Differentialgeometrie  bezeichnet, 
sind  bevorzugte  Gegenstände  seiner  Untersuchungen  geblieben.  Dagegen 
hat  er  sich  für  die  moderne  synthetische  Geometrie  offenbar  nie  begeistern 
können;  dies  ist  um  so  auffälliger,  als  Steiner  zu  der  Zeit,  als  Hoppe 
in  Berlin  studierte,  eine  grofse  Anziehung  auf  die  jungen  Berliner 
Mathematiker  ausübte.  Gerade  diese  Beeinflussung  der  Denkweise  dürfte 
der  im  eigenen  Denken  schon  erstarkte  junge  Hopp  e  jedoch  abgelehnt  haben. 

Aus  der  Fülle  der  in  den  Hoppeschen  bezüglichen  Abhandlungen 
niedergelegten  Gedanken  können  wir  nur  einige  hervorheben.  In  den 
„Prinzipien  zur  Flächentheorie",  die  ursprünglich  im  Archiv  der  Ma- 
thematik (1876)  veröffentlicht  wurden,  später  den  zweiten  Teil  des 
Lehrbuches  der  analytischen  Geometrie  (1880)  bildeten,  werden  neben 
den  drei  Fundamentalgröfsen  erster  Ordnung  von  Gaufs  als  Funda- 
mentalgröfsen  zweiter  Ordnimg  diejenigen  drei  Ausdrücke  ganz  all- 
gemein angewandt,  die  zwar  Brioschi1)  schon  benutzt  hatte,  die  aber 


1)  F.  Brioschi,  Annali  di  Matematica  (2)  1,  l.  1867. 
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Hoppe  deshalb  ganz  allgemein  einzuführen  erklärt,  weil  die  theoretisch 
wichtigen  geometrischen  Eigenschaften  und  Bedingungen  im  ein- 
fachsten Konnex  mit  den  Werten  und  Relationen  jener  sechs  Gröfsen 
stehen.  In  dieser  Beziehung  hat  sich  einer  der  besten  Kenner  dieses 
Gebietes,  Hr.  Knoblauch,  in  seiner  Abhandlung  über  Fundamental- 
gröfsen  in  der  Flächentheorie  und  in  seinem  Buche  „Einleitung  in  die 
allgemeine  Theorie  der  krummen  Flächen"  diesem  Gebrauche  an- 
geschlossen. 

Eine  Reihe  von  Arbeiten  dieser  Theorie  ist  ferner  dem  Problem 
des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems  gewidmet,  für  dessen  Lösung 
Hoppe  einen  Weg  ausfindig  machte,  der  in  manchen  Fällen  zum  Ziele 
führt.  So  konnte  er  nach  seinem  Verfahren  die  allgemeinste  Lösung 
der  Aufgabe  durchfuhren1),  orthogonale  Flächensysteme  zu  finden,  bei 
denen  die  eine  Flächenschar  aus  Flächen  zweiter  Ordnung  besteht;  er 
traf  in  dem  Resultate  seiner  Rechnung  mit  Schlaf  Ii  zusammen,  der 
zwei  Jahre  vorher  dasselbe  Thema  in  einer  besonderen  Arbeit  be- 
handelt hatte.*) 

In  der  Kurventheorie  wählte  Hoppe  zwei  Variabein,  die  der 
Kurve  selbst  eigentümlich  angehören  und  vom  Koordinatensystem  un- 
abhängig sind,  den  Krümmungswinkel  x  und  den  Torsionswinkel 
d.  h.  diejenigen  Winkel,  deren  Differentiale  die  Winkel  zweier  aufein- 
ander folgenden  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  sind.  Die  ana- 
lytische Behandlung  geometrischer  Gebilde  mit  Hilfe  derartiger  Gröfsen 
bezeichnet  man  jetzt  als  „geometria  intrinseca";  Hoppe  nennt  die 
Gleichung  f(tf  #)  —  0  zwischen  jenen  beiden  Winkeln  die  spezi- 
fische Gleichung  der  Kurve  imd  zeigt,  wie  man  aus  ihr  die  Eigen- 
schaften der  Kurve  herleiten  kann.  Diese  interessante  Leistimg  ist 
ihm  offenbar  als  die  wichtigste  seiner  Entdeckungen  vorgekommen; 
denn  in  den  von  ihm  herrührenden  Notizen  für  das  Verzeichnis  der 
Lehrer  an  den  deutschen  Hochschulen  führt  er  als  bemerkenswert 
einzig  seine  Auffindung  neuer  Prinzipien  der  Kurventheorie  mit  An- 
wendung des  Krümmungs-  und  Torsionswinkels  als  unabhängiger  Va- 
riabein an. 

Neben  denjenigen  Abhandlungen,  die  in  das  Gebiet  der  krummen 
Oberflächen  und  der  Raumkurven  fallen,  wollen  wir  aus  der  gröfsen 
Zahl  von  Aufsätzen  geometrischen  Inhalts  eine  andere  Gruppe  hervor- 
heben, die  der  mehrdimensionalen  oder,  wie  Hoppe  besser  deutsch 
sagt,  der  mehrdehnigen  Geometrie  angehört.    Die  betreffenden  Speku- 


1)  R.  Hoppe,  Archiv  der  Math.  58,  37.  1875. 

2)  L.  Schläfli,  Journ.  für  Math.  76,  76.  1873. 
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lationen  sagten  seinen  philosophisch -mathematischen  Neigungen  be- 
sonders zu.  Unser  geläufiges  Raumsystera  von  drei  Dehnungen  be- 
zeichnet er  als  ein  instinktiv  geschaffenes,  zur  objektiven  Gestaltung 
der  Sinnesempfindungen  gerade  ausreichendes  und  notwendiges  Werk 
unseres  Verstandes,  welches  durch  Übung  in  fertige  Anschauung  über- 
ging. Nur  weil  der  zwingende  Anlafs  zur  Einführung  von  mehr  Dimen- 
sionen fehlte,  empfinden  wir  wegen  Mangels  an  Übung  Schwierigkeit 
im  Vorstellen  derselben.  Ein  ursprünglich  begrifflicher  Unterschied 
der  verschiedenen  Raumsysteme  existiert  für  ihn  nicht,  wie  denn  auch 
die  Formeln  der  analytischen  Geometrie  oft  durch  einfache  Vermehrung 
der  Koordinatenzahl  auf  die  Geometrie  eines  Raumes  von  mehr  als 
drei  Dimensionen  hinleiten.  Der  Nutzen  solcher  mehrdimensionalen 
Untersuchungen  besteht  nach  seiner  Ansicht  darin,  dafs  durch  die- 
selben die  Erkenntnis  des  gesetzmäßigen  Fortschrittes  von  zwei  zu 
drei  Dimensionen  gefördert  wird.  Unter  den  ersten  Arbeiten  dieser 
Richtung  stofsen  wir  auf  die  „Gleichung  der  Kurve  eines  Bandes  mit 
unauflösbarem  Knoten  nebst  Auflösung  in  vierter  Dimension"  (1879). 
Dieser  Titel  weckt  die  Erinnerung  an  jene  Epoche,  in  der  Zöllner 
als  Ritter  für  den  Taschenspieler  Slade  auftrat,  dessen  Auflösung 
eines  Knotens  in  einem  in  sich  geschlossenen  Faden  als  experimenteller 
Beweis  für  die  reale  Existenz  der  vierten  Dimension  gelten  sollte. 
Als  Frucht  der  in  den  Nachsitzungen  der  Physikalischen  Gesellschaft 
gegebenen  Vorführungen  ähnlicher  Kunststücke  ist  die  Anregung 
anzusehen,  welche  Hoppe  zur  Abfassung  jener  Abhandlung  dabei 
erhielt. 

Wir  wollen  die  der  Geometrie  zuzurechnenden  Artikel  nicht  ver- 
lassen, ohne  auf  die  zahlreichen  Notizen  hinzuweisen,  in  denen  der  ge- 
lehrte Redakteur  des  Archivs  durch  Behandlung  von  zum  Teil  pädagogischen 
Fragen  aus  der  elementaren  Mathematik  der  durch  den  Titel  seiner 
Zeitschrift  vorgeschriebenen  Richtung  Rechnung  trug,  die  Bedürfhisse 
der  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten  zu  berücksichtigen.  End- 
lich sollen  auch  diejenigen  Arbeiten  nicht  vergessen  werden,  in  denen 
der  geschickte  Analyst  die  Ergebnisse  der  höheren  Rechnungsarten 
und  der  Funktionentheorie,  unter  anderem  der  Theorie  der  elliptischen 
Transcendenten,  auf  Probleme  der  Geometrie  anwendet. 

In  der  analytischen  Mechanik,  zu  der  wir  jetzt  übergehen,  hängen 
viele  Betrachtungen  so  eng  mit  der  Theorie  der  krummen  Oberflächen 
und  der  Raumkurven  zusammen,  dafs  die  Beschäftigung  mit  den  letz- 
teren von  selbst  auf  die  verwandten  Untersuchungen  in  der  Mechanik 
führt.  Deshalb  wechsebi  auch  bei  Hoppe  mit  den  geometrischen  Ab- 
handlungen   die    mechanischen    während   der  ganzen  Periode  seines 
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Schaffens  ab.  Doch  ist  ein  Unterschied  bemerkbar.  Während  Hoppe 
in  der  Geometrie  neben  einer  überraschenden  Zahl  von  einzelnen  spe- 
ziellen Fragen  in  seinen  gröfseren  Arbeiten  gewisse  prinzipielle  Über- 
legungen von  allgemeinerer  Bedeutung  vertieft  imd  dadurch  zur  Auf- 
stellung neuer  Methoden  fortschreitet,  bleibt  er  in  der  Mechanik  bei 
der  Behandlung  einer  Reihe  einzelner  Aufgaben  aus  den  verschiedensten 
Teilen  dieser  Wissenschaft  stehen.  Die  Kinematik,  die  Statik  und  die 
Dynamik  des  einzelnen  Massenpunktes  oder  des  starren  Körpers,  die 
Hydrostatik  und  die  Hydrodynamik  liefern  ihm  Anlafs,  entweder  neue 
Aufgaben  mannigfacher  Art  zu  lösen,  oder  die  Lösungen  alter  be- 
kannter Probleme  auf  seine  Weise  durchzuarbeiten  und  zu  vereinfachen. 
Wir  erwähnen  von  der  letzteren  Gattung  die  Drehung  eines  starren 
Körpers  um  seinen  Schwerpunkt,  den  freien  Fall  eines  Massenpunktes 
mit  Rücksicht  auf  die  Drehung  der  Erde,  den  Foucault sehen  Pendel- 
versuch.  Zu  der  ersteren  gehören  aus  der  frühesten  Periode  seiner  Ar- 
beiten der  Ausdruck  des  Trägheitsmomentes  eines  körperlichen  Poly- 
eders für  eine  beliebige  Axe  und  das  körperliche  Raumpendel  bei  kon- 
stanter Rotation  nebst  Anwendung  auf  die  Stabilität  des  Kreisels 
(1855);  die  Stabilität  schwimmender  Körper  (1840)  und  der  Wider- 
stand der  Flüssigkeiten  gegen  die  Bewegung  fester  Körper  (1854). 
Die  Abhandlungen  über  das  Dreikörperproblem  imd  die  Ausdehnung 
der  Keplerschen  Gesetze,  über  das  Wälzen  von  Cylindern  auf  Hori- 
zontalebenen, über  die  Schwingungen  des  Bifilarpendels  und  verschiedene 
andere  hierher  gehörige  Arbeiten  erschienen  zur  Zeit  der  lebhaftesten 
Produktion,  als  Hoppe  eben  das  sechzigste  Lebensjahr  überschritten 
hatte.  Überall  zeigt  er  sich  als  gewandter  Beherrscher  der  Rechnung, 
der  die  Bedingungen  der  Aufgabe  rasch  in  Gleichungen  umzusetzen 
und  aus  diesen  letzteren  fafsbare  Ergebnisse  zu  folgern  versteht.  Viele 
elegante  Wendungen  der  Rechnung  und  hübsche  Schlufsweisen  sind  in 
diesen  Untersuchungen  enthalten,  die  wegen  der  allzu  knappen  Redak- 
tion wohl  wenig  gelesen  sind. 

Der  mathematischen  Physik  gehört  endlich  eine  Gruppe  von  Ar- 
beiten Hoppes  an,  die  zwar  nicht  zahlreich  sind,  aber  zu  den  be- 
deutenderen unter  seinen  Veröffentlichungen  gezählt  werden  müssen. 
Mehrere  Abhandlungen  beziehen  sich  auf  die  Elastizitätstheorie:  die 
Biegung  prismatischer  Stäbe  (1847),  die  Vibrationen  einer  . Saite  mit 
Rücksicht  auf  den  Biegungs widerstand  (1870),  die  Deformation  einer 
zwischen  zwei  parallelen  Ebenen  zusammengedrückten  Kugel  (1871), 
die  Biegung  eines  Ringes  durch  gleichmiifsigen  Druck  von  au  I  sen 
( 1 804),  die  Vibrationen  eines  Ringes  in  seiner  Ebene  (1871).  In  dieser 
letzten  interessanten  Arbeit  bestätigte  Hoppe  den  damals  noch  nicht 
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allgemein  bewiesenen  Satz  von  de  Saint-Venant,  dafs  die  lebendige 
Kraft  eines  Systems  gleichzeitiger  Vibrationen  eines  Körpers  die  Summe 
der  lebendigen  Kräfte  aller  einzelnen  einfach  periodischen  Vibrationen 
ist.  Auch  in  die  Molekularphysik,  die  Optik  und  die  Wärmelehre 
machte  Hoppe  zuweilen  einen  Ausflug;  gelegentlich  eines  Aufsatzes 
zur  Wärmetheorie  (1857)  geriet  er  in  einen  wissenschaftlichen  Streit 
mit  Clausius,  der  in  Poggendorffs  Annalen  ausgekämpft  wurde. 

Nächst  den  mathematischen  Forschungen  Hoppes,  die  wir  jetzt 
verlassen,  haben  wir  seinen  philosophischen  Arbeiten  einige  Aufmerk 
samkeit  zu  schenken.    Er  selbst  betrachtete  die  Mathematik  und  die 
Philosophie  als  so  eng  zu  einander  gehörig,  dafs  er  den  Ausschlufs 
der  letzteren  aus  seiner  Lehrbefugnis  während  der  ersten  18  Jahre 
seiner  Privatdozentenzeit  als  eine  Beschränkung  des  Lehrens  in  der 
ersteren  empfand.  Als  unabhängiger  Denker  baute  er  sich  seine  Welt- 
anschauung nicht  mit  Hilfe  des  Studiums  der  Geschichte  der  Philo- 
sophie auf,  sondern  durch  eigene  Prüfung  und  Erörterung  der  Grund- 
fragen.   Seine  erste  Schrift  „Zulänglichkeit  des  Empirismus  in  der 
Philosophie"  (1852)  und  seine  letzte,  die  man  wohl  als  sein  philo- 
sophisches   Testament    bezeichnen    kann:   „Die  Elementarfragen  der 
Philosophie  und  Widerlegung  eingewurzelter  Vorurteile"  (1897),  stimmen 
in  den  Grundanschauungen    überein.     Als  Anhänger  eines  ideal  ge- 
wendeten Empirismus  erklärte  er  schon  1852  alle  Mathematik  als  rein 
empirisch;  dieser  Ausspruch  erregte  damals  Anstofs,  dürfte  heute  jedoch 
des  Beifalles  vieler  sicher  sein.    Seine  Anknüpfungspunkte  suchte  er 
bei  Bacon,  Locke,  Berkeley,  Hume;  die  Zielpunkte  seiner  Kritik 
waren  Kant,  Fichte,  Hegel,  überhaupt  die  spekulative  Philosophie. 
Diese  will  er  beseitigen,  jene  ergänzen.    Sein  eigenartiges  Bestreben 
ist  die  Auflösimg  der  Metaphysik  in  ein  Stück  Psychologie.    Zu  dem 
Ende  sucht  er  sechs  metaphysiche  Grundideen  genetisch  abzuleiten: 
die  Idee  der  reellen  Substanz,  der  Kausalverbindung,  des  Raumes,  der 
Zeit,  des  menschlichen  Körpers  und  des  gemeinschaftlichen  Weltbesitzes. 
In  ähnlicher  Weise  erörtert  seine  letzte  philosophische  Schrift  von  1897 
Grundbegriffe  wie  Thatsache,  Erkennen  und  Handeln,  Wirklichkeit  und 
Objektivität,  Substanz  und  Stoff,  Identität,  Raum  und  Zeit,  Sein  und 
Wahrnehmung,  Ursache,  Hypothese  und  Antizipation,  Ich  und  Person, 
Leib  und  Geist,  Willensfreiheit  und  Sprache.   Das  Ziel  der  Erkenntnis 
besteht  darin,  Thatsachen,  d.  h.  dasjenige,  was  ein  Mensch  unabhängig 
von  seinem  Thun  und  Denken  erlebt,  dem  menschlichen  Geiste  zu 
unterwerfen.    Trendelenburg  urteilte  über  das  erste  Büchlein,  es 
habe  ungeachtet  der  von  ihm  gerügten  Mängel  seine  guten  Seiten;  es 
gehe  seinen  Weg,  sei  dem  Verfasser  ganz  eigen,  sei  einfach  geschrieben, 
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kurz  und  ohne  philosophische  Phrase  und  habe  in  der  Kritik  der  spe- 
kulativen Philosophie  vielfach  Recht. 

Ungefähr  ebenso  äufserte  sich  Harms  (1870)  in  einer  Beurteilung 
der  Abhandlung  „Über  die  Bedeutung  der  psychologischen  Begriffsanalyse". 
Interessant  ist  es  hierbei,  von  befugter  Seite  zu  vernehmen,  da£s  Hoppes 
Auffassung  des  Verhältnisses  von  Glauben  zu  Wissen  mit  Schleier- 
machers Ansicht  übereinstimme;  da  Hoppe  aber  seine  Auffassung  für 
neu  halte,  so  scheine  er  nicht  mit  der  Ansicht  Schleiermachers  be- 
kannt geworden  zu  sein,  und  es  sei  wohl  möglich,  dafs  er  durch  eigenes 
Nachdenken  zu  seiner  Auffassung  gelangt  sei.  Auch  Harms  betont 
die  Selbständigheit  des  Denkens  bei  Hoppe  und  bezeichnet  manche 
richtigen  Gesichtspunkte,  die,  obschon  nicht  neu,  es  wohl  verdienten 
hervorgehoben  zu  werden. 

In  der  Abhandlung  „Ueberwegs  Kritik  der  Berkeleyschen 
Lehre"  (1869),  vertritt  Hoppe  gegen  Ueberweg  den  Subjektivismus 
Berkeleys,  der  die  für  die  vulgäre  Auffassung  als  reell  geltenden 
Dinge  in  Vorstellungen  (Ideen),  in  Phänomena  des  menschlichen  Geistes 
verwandelt,  und  greift  in  scharfsinniger  Weise  mit  ruhiger  und  sach- 
licher Polemik  Ueberwegs  eigene  Lehre  an.  Der  Phänomenalismus 
Hoppes  hat,  wie  Trendelenburg  sagte,  nicht  die  Wissenschaften 
in  Mitleidenschaft  gezogen,  weil  die  Thatsachen  seine  Basis  sind.  Von 
diesen  Thatsachen  unterscheide  er,  was  daran  erst  Arbeit  des  Geistes 
sei,  wie  z.  B.  die  Objektivität,  die  durch  Verallgemeinerung  entsteht, 
den  unendlichen  Raum  im  Gegensatz  des  thatsächlichen.  Seine  Lehre 
habe  ethisch  keine  ungesunden  Konsequenzen  und  erkläre  sich,  obschon 
undeutlich,  gegen  den  Pessimismus,  der  in  der  neuesten  Zeit  die 
Stimmung  der  Jugend  vergälle.  Wenn  ihm  seine  philosophischen  Vor- 
lesungen gelängen,  so  würde  er  unter  den  Studierenden  eine  andere 
Art  der  Betrachtung  anregen  als  die  übrigen  Lehrer  der  Philosophie 
an  der  Berliner  Universität,  einer  solchen  ähnlich,  die  in  England  zur 
Zeit  Anhänger  besitze. 

Wie  in  der  Mathematik,  ging  also  auch  in  der  Philosophie  Hoppe 
den  Weg,  den  er  sich  selbst  gebahnt  hatte,  unbekümmert  darum,  ob 
andere  schon  eine  ähnliche  Richtung  eingeschlagen  hätten,  und  ob  er 
als  einsamer  Wanderer  Genossen  fände,  die  ihm  beistimmten.  Einer 
der  tüchtigsten  Kenner  der  Kantschen  Philosophie,  Hr.  Michaelis, 
erklärt  in  seiner  Besprechung  der  letzten  Hoppeschen  philosophischen 
Arbeit  diese  Schrift  für  ein  erkenntnistheoretisches  Werk  von  bedeutender 
Tragweite. 

Die  philosopischen  Studien  führten  Hoppe  naturgemäfs  auch  zum 
Nachdenken  über  den  Bau  der  Sprache,  wie  ein  Aufsatz  „Über  das 
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Problem  einer  künstlichen  Sprache"  (1859)  bezeugt.  Bekannt  ist  sein 
Interesse  für  das  Studium  der  deutschen  Sprache;  als  stehender  Gast 
verkehrte  er  in  dem  Hause  des  Germanisten  Müllen  hoff,  und  ebenso 
war  er  ein  häufiger  Besucher  des  germanistischen  Vereins  der  Studie- 
renden an  der  Berliner  Universität.  Die  Vereinfachung  der  deutschen 
Orthographie  befürwortete  und  förderte  er  mit  allen  Kräften. 

Bei  der  Vorführung  der  litterarischen  Thätigkeit  Hoppes  können 
wir  nicht  an  den  Rezensionen  vorübergehen,  die  er  in  den  litterarischen 
Berichten  seines  Archivs  28  Jahre  lang  veröffentlicht  hat,  weil  sie 
einerseits  wohl  die  am  meisten  gelesenen  Erzeugnisse  seiner  Feder  sind, 
andererseits  einen  Ausflufs  seines  Denkens  darstellen,  aus  dem  seine 
abgeschlossene  Natur  leichter  und  besser  erkannt  werden  kann,  als  aus 
seinen  sonstigen  Schriften.  Obenan  steht  ihm  das  Urteil  über  die 
Prinzipien  einer  Schrift,  und  wehe  dem  Autor,  der  sich  in  der  Fassung 
derselben  eine  Blöfse  giebt!  Mit  scharfem  Messer  macht  der  Kritiker 
einen  Schnitt  in  das  ungesunde  Fleisch  und  begründet  mit  dem  End- 
ergebnis einer  erbarmungslosen  Sektion  sein  Verdammungsurteil.  Als 
ein  Beispiel  möge  die  Anzeige  der  neunten  Auflage  von  Sturms 
Cours  d'analyse  dienen.  Von  diesem  weit  verbreiteten  und  auch  in 
Deutschland  ungemein  beliebten  Lehrbuch  hatte  er  offenbar  noch  nichts 
gewufst,  als  er  es  zur  Beurteilung  erhielt.  Mit  ernstem  Gesicht  berichtet 
er  zuerst  über  die  dem  Werke  vorausgeschickte  Lebensbeschreibung 
Sturms,  als  ob  er  zum  ersten  Male  von  diesem  Mathematiker  gehört 
hätte.  Dann  aber  wird  aus  der  vorbereitenden  Theorie  der  Grenzwerte 
ein  Satz  herausgegriffen,  der  eine  Unklarheit  enthält.  Der  Satz 
wird  von  allen  Seiten  beleuchtet,  und  die  sich  an  ihn  knüpfende 
Sturmsche  Erörterung  über  den  Begriff  der  unendlich  kleinen  Gröfsen 
wird  als  rätselhaft  und  dunkel  verworfen.  Mithin  folgt  das  Schlufs- 
urteil:  „Das  Angeführte  zeigt  zur  Genüge,  dafs  das  Buch  den  An- 
fängern der  Analy.sis  nicht  zu  empfehlen  ist."  Den  eigentlichen  Inhalt 
des  Werkes  näher  zu  prüfen,  hielt  er  offenbar  nach  Entdeckung  lo- 
gischer Unklarheiten  in  den  Prinzipien  nicht  für  nötig;  er  fragte  auch 
gar  nicht  danach,  warum  denn  das  Werk,  das  erst  nach  dem  Tode 
Sturms  erschienen  war,  zum  neunten  Male  aufgelegt  worden  war. 

Es  liegt  mir  natürlich  fern,  dieses  einseitige  Vorgehen,  das  ihn 
mehr  als  einmal  zu  grofsen  Ungerechtigkeiten  und  Fehlgriffen  verführte, 
gutheilsen  zu  wollen.  Weil  er  aber  bei  diesen  Rezensionen,  durch  das 
Streben  nach  äufserster  Klarheit  geleitet,  in  der  schroffen  Starrheit 
seiner  Natur  sich  manche  Feinde  gemacht  hat,  so  konnte  ich  diesen 
Fehler  hier  nicht  verschweigen,  wollte  mich  aber  bemühen,  ihn  aus 
der  philosophischen  Anlage  seines  Geistes  zu  erklären,  und  wenn  das 
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Wort  „tout  coniprendre,  c'est  tout  pardonner"  zugegeben  wird,  so  werden 
wir  diese  Schwäche,  die  aus  einem  gewissen  furor  philosophicus  eines 
in  wissenschaftlichen  Dingen  starren  und  unnachgiebigen  Sinnes  hervor- 
ging, dem  stets  nach  Wahrheit  suchenden  toten  Freunde  vergeben, 
vergessen,  verzeihen. 

Als  Leiter  des  Archivs  war  Hoppe  unermüdlich  thätig;  er  selbst 
steuerte  in  jedem  Bande  eine  gröfsere  Anzahl  von  Originalartikeln  bei. 
Man  darf  wohl  sagen,  dals  er  durch  die  Redaktion  angeregt  worden 
ist,  vieles  zu  schreiben,  was  er  sonst  unbearbeitet  hätte  ruhen  lassen, 
dafs  überhaupt  die  Schriftleitung  des  Archivs  seinem  Alter  das  zu- 
sagende Lebenselement  geworden  ist.  Je  länger  er  aber  diese  Thätig- 
keit  ausübte,  um  so  mehr  trat  bei  ihm  der  schon  berührte  Mangel  an 
Fähigkeit  hervor,  in  fremde  Gedanken  verständnisvoll  einzudringen. 
Dadurch  gelang  es  besonders  im  letzten  Jahrzehnt  manchen  gern- 
grofsen  und  schreibseligen  Autoren  von  kleinem  Wissen  und  geringem 
Können,  die  minderwertigen  oder  auch  widersinnigen  Produkte  ihrer 
Feder  dem  allzu  vertrauensvollen  Leiter  des  Archivs  aufzureden.  Wer 
wollte  darüber  aber  mit  einem  achtzigjährigen  Greise  hadern? 

Beim  Rückblick  auf  die  gesamte  litterarische  Wirksamkeit  Hoppes 
erhalten  wir  das  Bild  eines  Mannes,  der  von  seiner  Jugend  an,  ohne 
nach  äufserem  Erfolge  zu  schielen,  in  ernstem  Forschen  stets  die 
Wahrheit  gesucht  und  darin  einen  echt  wissenschaftlichen  Geist  be- 
kundet hat.  In  harter  Gedankenarbeit  ringt  er  sich  zu  derjenigen 
Erkenntnis  durch,  die  er  als  die  einzige,  dem  Menschen  mögliche 
Stufe  des  Wissens  ansieht.  Das  Suchen  und  Forschen  nimmt  ihn  so 
gefangen,  dafs  er  darüber  die  Ansprüche  des  praktischen  Lebens  ver- 
nachlässigt. Nicht  ohne  Starrheit  im  Eigenen,  geht  er  schwer  in 
fremde  Gedanken  ein,  so  beurteilte  ihn  Trendelenburg  nach  seiner 
ersten  philosophischen  Schrift  und  traf  damit  sein  innerstes  Wesen. 
Einem  Diogenes  verglich  ihn  der  Prediger  Witte  in  der  geistvollen 
und  künstlerisch  abgerundeten  Rede  bei  der  Trauerfeier  auf  dem 
Friedhofe.  Wie  er  lehrte,  dafs  der  Mensch  eine  Seele  sei,  die  einen 
Leib  habe,  so  erzog  er  sich  in  der  harten  und  bitteren  Schule  des 
Lebens  zu  einer  staunenswerten  Bedürfnislosigkeit,  die  sich  zu  einer 
Milsachtung  der  äufseren  Erscheinungsform  steigerte.  In  seine  Ge- 
dankenwelt versunken,  schritt  er  wie  ein  Fremdling  dieser  Welt  durch 
das  Leben  und  erweckte  wohl  den  Anschein  eines  Träumers,  der  an 
der  Umgebung  wenig  teilnähme.  Schüchtern  imd  linkisch  erschien 
zuerst  sein  Auftreten.  Dennoch  war  er  in  der  Unterhaltung  mit  seinen 
Gedanken  bei  der  Sache,  und  wer  in  seiner  Gegenwart  einen  ihm  nicht 
zusagenden   Aussprach   that,    konnte  sicher  sein,    von   ihm  ebenso 


Digitized  by  Google 


Nachruf  für  Reinhold  Hoppe. 


XIX 


schneidig  zurechtgewiesen  zu  werden,  wie  der  unachtsame  Verfasser 
eines  Buches  wegen  des  Niederschreibens  eines  nicht  stichhaltigen 
Satzes.  Aber  auch  seine  Zustimmung  zu  Ansichten,  die  er  teilte, 
konnte  er  bei  solchen  Gelegenheiten  freudig  und  rückhaltlos  kund- 
geben. 

Wer  Hoppe  aus  seinen  Schriften  kennen  gelernt  hatte  und  später 
seine  persönliche  Bekanntschaft  machte,  war  immer  zuerst  enttäuscht. 
Der  sichere  Schriftsteller  von  klarem  Geiste,  der  mit  aller  Entschieden- 
heit und  Furchtlosigkeit  das  scharfe  Schwert  strenger  Logik  handhabte 
und  in  knapper,  schlichter  Rede  alle  Dunkelheiten  beseitigte,  erschien 
wie  ein  Hilfsbedürftiger  in  der  menschlichen  Gesellschaft,  der  erst  er- 
mutigt werden  müfste,  seine  Zurückhaltung  aufzugeben  und  seine 
Meinung  zu  äufsern. 

Aus  dem  klaffenden  Risse  zwischen  seiner  geistigen  Bedeutung 
und  der  leiblichen  Persönlichkeit  erklärt  sich  bei  ihm  der  Mangel  an 
Erfolg  in  seinem  Lebenslaufe.  Obschon  seine  Entdeckungen  nicht  der- 
artig sind,  dal's  sie  ihm  neben  den  ersten  führenden  Geistern  seiner 
Fächer  einen  Platz  sicherten,  hätten  sie  wohl  hingereicht,  ihm  den 
Anspruch  auf  eine  Professur  an  einer  Hochschule  zu  verleihen,  die 
andere  Gelehrte  mit  geringeren  Leistungen  erhielten.  Seiner  Persön- 
lichkeit blieb  aber,  wie  auf  dem  Gymnasium,  so  an  der  Universität 
ein  fruchtbarer  Erfolg  der  Lehrthätigkeit  versagt.  Bei  seiner  Geburt 
hatte  die  gütige  Fee  gefehlt,  die  ihm  zu  den  Gaben  des  Geistes  Anmut 
und  Beredsamkeit  hätte  in  die  Wiege  legen  müssen,  und  da  somit  die 
Grazien  leider  ausblieben,  so  mufste  er  unter  dem  Szepter  der  grimmen 
'y^väyxtj  bis  an  sein  Ende  in  bescheidener  Stellung  ausharren.  Ich 
selbst  habe  im  Sommer  1862  bei  ihm  das  Kolleg  über  elliptische 
Funktionen  gehört,  das  einen  Bestandteil  der  regelmäfsigen  Folge  seiner 
Vorlesungen:  Differentialrechnung  und  Reihentheorie,  analytische  Geo- 
metrie, Integralrechnung,  elliptische  Funktionen,  analytische  Mechanik 
bildete.  Wie  verlegen  schob  er  sich  durch  die  nur  halb  geöfihete 
Thür;  ohne  einen  Blick  auf  die  Hörerschaft  zu  werfen,  bestieg  er  das 
Katheder,  entnahm  der  Rocktasche  das  sehr  sorgfältig  ausgearbeitete 
Manuskript,  wandte  den  Hörern  den  Rücken  zu,  um,  aus  den  damals 
schon  vergilbt  aussehenden  Blättern  lesend,  die  Formeln  an  der  Wand- 
tafel niederzuschreiben.  Der  freien  Rede  gar  nicht  mächtig,  konnte 
er  in  der  Eintönigkeit  des  so  gesprochenen  Vortrages  die  Studenten 
nicht  fesseln.  Von  den  zuerst  anwesenden  Zuhörern  —  es  mochten 
wohl  mehr  als  ein  Dutzend  sein  —  verliefen  sich  in  den  ersten  vier- 
zehn Tagen  die  meisten,  und  bald  blieb  ich  mit  nur  noch  einem 
Hörer  zurück,  dem  Hrn.  Krech;  wir  beide  aber  harrten  aus,  und  ich 
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muls  bekennen,  dafs  der  Inhalt  der  nach  Jacobis  Muster  gehaltenen 
und  von  mir  ausgearbeiteten  Vorlesung  durchaus  gediegen  war.  Die 
Vorlesungshefte  der  sämtlichen  Kollegien  wird  er  damals  mit  gleicher 
Sorgfalt  ausgearbeitet  haben;  denn  alle  übernommenen  Pflichten  fafste 
er  sehr  ernst  auf  und  folgte  somit  im  sittlichen  Handeln  dem  kate- 
gorischen Imperativus  von  Kant,  den  er  als  Philosophen  sonst  heftig 
befehdete.  In  der  Ablieferung  versprochener  Arbeiten  war  er  unbedingt 
zuverlässig;  das  werden  alle  Redakteure  der  Fortschritte  der  Physik 
erfahren  haben,  gerade  wie  ich  als  Herausgeber  des  Jahrbuches  über 
die  Fortschritte  der  Mathematik,  an  welchem  er  seit  der  Gründung 
desselben  Mitarbeiter  gewesen  ist  Da  er  immer  einer  der  ersten  war, 
der  seine  Referate  übergab,  so  konnten  seine  letzten  Beiträge  zu  dem 
gegenwärtig  im  Drucke  befindlichen  Bande  noch  nach  seinem  bereits 
erfolgten  Abscheiden  den  betreffenden  Kapiteln  einverleibt  werden. 
Gefällig  wie  er  war,  erwies  er  sich  überhaupt  stets  zu  Dienstleistungen 
bereit. 

Bewundernswert  ist  die  Gelassenheit,  mit  der  sich  Hoppe  in  der 
Lebenslage  zurecht  fand,  die  er  nach  freier  Wahl  zu  tragen  hatte. 
Mit  wahrhaft  philosophischer  Ruhe  hat  er  bis  in  das  reife  Mannesalter 
hinein  alle  Nöte  des  Lebens  auf  sich  genommen;  in  seinem  Mannesstolze 
wollte  er  sein  Leben  ebenso  selbständig  und  unabhängig  fuhren,  wie 
er  in  der  Wissenschaft  in  voller  Freiheit  sein  Denken  geregelt  hatte. 
Unter  seinen  Brüdern  galt  er  in  leiblicher  Beziehimg  als  der  am 
schwächsten  Beanlagte.  Trotz  aller  Entbehrungen,  denen  er  sich 
unterwarf,  hat  er  diese  Brüder  alle  überlebt  und  das  Wort  bewahr- 
heitet, das  seiner  Philosophie  entlehnt  sein  könnte:  „Es  ist  der  Geist, 
der  sich  den  Körper  baut."  Als  er  später  durch  die  Übernahme  der 
Redaktion  des  Archivs  und  durch  die  einsichtige  Fürsorge  der  philo- 
sophischen Fakultät  besser  gestellt  wurde,  nahm  er  am  Leben  der  Ge- 
sellschaft einen  stärkeren  Anteil.  Er  freute  sich,  bei  den  Naturforscher- 
Versammlungen  erscheinen  zu  können,  und  übernahm  einige  Male 
Vorträge  bei  denselben,  deren  Inhalt  stets  philosophisch  gefärbt  war. 
Besonders  gern  suchte  er  das  Gebirge  auf,  wo  es  ihm,  wie  er  sagte, 
grofses  Vergnügen  machte,  nach  mühevollem  Steigen  aut  den  harten 
Schädel  eines  solchen  stolzen  Bergriesen  mit  seinen  Füfsen  zu  treten. 
Anspruchslos,  wie  er  war,  gab  er  auf  diesen  Reisen  einen  verträglichen 
Wandergenossen  ab.  Im  übrigen  kann  man  nicht  sagen,  dals  er  bei 
seinem  einsiedlerischen  Leben  als  unverheirateter  Mann  enge  Freund- 
schaft mit  jemandem  geschlossen  hätte.  Und  doch  verband  ihn  eine 
treue  Anhänglichkeit  mit  den  Kreisen,  in  denen  er  verkehrte.  Die 
Nachsitzungen  der  Physikalischen  Gesellschaft  besuchte  er  regelmäfsig 
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bis  in  den  Anfang  dieses  Jahres  hinein,  ebenso  die  zwanglosen  Zu- 
sammenkünfte, die  im  Anschlüsse  an  das  Jahrbuch  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik  allmonatlich  stattfinden.  So  sicher  erschien 
er  dort,  dafs  sein  Ausbleiben  im  Frühjahr  als  das  erste  Symptom 
seiner  beginnenden  Auflosung  betrachtet  wurde.  In  gleicher  Weise 
trat  er  geräuschlos  bei  seinen  Verwandten  ein,  wo  er  sich  an  der 
Musik  ergötzte,  und  bei  befreundeten  Familien,  in  denen  er  manchen 
Abend  zubrachte.  Äufserlich  konnte  es  den  Anschein  haben,  als  ob 
nur  eine  liebe  Gewohnheit  den  stillen  Greis  an  die  Kreise  bände,  in 
denen  er  seit  alter  Zeit  verkehrte;  denn  oft  genug  entfernte  er  sich, 
ohne  kaum  ein  Wort  gesprochen  zu  haben.  Wer  vermöchte  jedoch 
in  die  Geheimnisse  eines  so  gedankenreichen  Geistes  zu  schauen?  Die 
Anhänglichkeit  an  seine  Verwandten  wird  durch  das  Testament  be- 
zeugt, in  welchem  er  eine  Familienstiftung  errichtet  hat;  aus  ihr 
sollen  vorläufig  für  direkte  Nachkommen  seiner  Eltern  alljährlich  zwei 
Schüler-  und  zwei  Studienstipendien  gezahlt  werden.  Indem  er  dabei 
bestimmt  hat,  dais  das  weibliche  Geschlecht  ebenso  wohl  zu  berück- 
sichtigen ist  wie  das  männliche,  hat  er,  der  im  Zölibat  Verharrende, 
einen  augenscheinlichen  Beitrag  zu  seinen  Ansichten  über  die  Frauen- 
frage  geliefert. 

In  häufigerem  Verkehr  mit  Hoppe  übersah  man  bald  die  Äufser- 
lichkeiten,  an  denen  man  beim  ersten  Anblick  Anstofs  nehmen  konnte. 
Aus  der  anfänglichen  Duldung  erwuchs  Achtung,  ja  Verehrung  auf 
Grund  seiner  charaktervollen  Natur.  Es  blieb  der  Eindruck  seines 
Denkerhauptes,  das  Bewufstsein  des  Anschauens  einer  abgeschlossenen 
Persönlichkeit  von  ausschlielslich  wissenschaftlichem  Streben,  die  im 
Denken  und  im  Handeln  furchtlos  alle  Konsequenzen  zog  und  trug. 
Die  allgemeine  Achtimg,  in  der  er  stand,  zeigte  sich  bei  der  Feier,  die 
veranstaltet  wurde,  als  er  sein  achtzigstes  Lebensjahr  vollendete,  imd 
zu  der  sich  die  Mathematiker  der  Hochschulen  Berlins,  viele  Mitglieder 
der  Physikalischen  Gesellschaft  und  zahlreiche  Freunde  des  nun  Ver- 
storbenen vereinigten.  Die  Deutsche  Mathematiker -Vereinigung  ehrte 
ihn  durch  einen  herzlichen  Glückwunsch;  vom  Staate  wurde  er  durch 
Verleihung  des  Kronenordens  dritter  Klasse  ausgezeichnet,  da  ihm 
schon  früher  der  Rote  Adlerorden  vierter  Klasse  verliehen  worden  war. 
Der  mathematische  Verein  der  Universität  Berlin  veranstaltete  ihm  zu 
Ehren  einen  Festkommers. 

Was  an  ihm  sterblich  war,  ist  nun  dahin;  geblieben  ist  die  Er- 
innerung an  einen  ehrlichen  Mann,  der  durch  sein  Leben  den  Ausspruch 
widerlegt  hat,  die  Originale  seien  ausgestorben.  Für  ihn  tönt  der  Ge- 
sang der  Engel:  „Wer  immer  strebend  sich  bemüht,  den  können  wir 
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erlösen."  Wir  haben  ihn  geschaut  als  einen  iustum  et  tenacem  pro- 
positi  virum,  der  trotz  des  Mangels  an  äufserer  Anerkennung  der 
Fahne  der  Wissenschaft  treu  geblieben  ist,  und  der  in  der  inneren 
Klarheit  das  höchste  Glück  eines  befriedigten  Daseins  gefunden  hat. 
In  dieser  Verklärung  wird  sein  Andenken  bei  allen  weiterleben,  die 
mit  ihm  in  Berührung  gekommen  sind,  und  somit  für  immer  ge- 
segnet sein. 
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zwei  centralen  Projectionen  oder  die  Doppelperspective.  Wien  1896  —  1897. 
(46.  Ber.  der  k.  k.  Staats-Oberrealscbule.)    17,  20. 

Fink,  K ,,  Sammlung  von  Sätzen  und  Aufgaben  der  systematischen  und  darstellen- 
den Geometrie  der  Ebene  in  der  Mittelschule.  Tübingen  1896.  H.  Laupp.  15,16. 
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5.  Neuere  synthetische  Qeometrie. 

A.  Allgemeines. 

Funcke,  Heinrich ,  Die  analytische  und  projectivische  Geometrie  iler  Ebene;  die 
Kegelschnitte  auch  nach  den  Methoden  der  darstellenden  und  der  elementar- 
synthetischen  Geometrie.    Potsdam  1886.    Aug.  Stein.    5,  22. 

Reye,  Theodor,  Die  Geometrie  der  Lage.  Vortrüge.  Leipzig  1886,  1892.  Baum- 
gartner.   8,  17;  12,  34. 

Böger,  R.,  Elemente  der  Geometrie  der  Lage.    Leipzig  1900.    Göschen.    17,  37. 

Weyr,  Emil,  Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie.  Erstes  Heft.  Theorie 
der  projectivischen  Grundgebilde  erster  Stufe  und  der  quadratischen  Involutionen. 
Wien  1883.    Wilhelm  Braumflller.    1,  34. 

Cremona,  Luigi,  Elements  of  projective  geometry.  Oxford  1885.  Clarendon  Press. 
3,  43. 

Weyr,  Emil,  Die  Kiemente  der  projectivischen  Geometrie.  Zweites  Heft.  Theorie 
der  Curven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe.  Wien  1887.  Wilhelm  Brau- 
müller.    5,  33. 

Kulf,  Wilhelm,  Elemente  der  projectivischen  Geometrie.  Nach  neuen  von  Karl 
Kupper  herrührenden  Definitionen  und  Beweisen  zusammengestellt.  Halle  a.  S. 
1889.   Louis  Nebert.    9,  20. 

Bohek,  Karl,  Einleitung  in  die  projectivische  Geometrie  der  Ebene.  Nach  Vor- 
trägen des  Herrn  C.  Küpper  bearbeitet.    Leipzig  1889.    B.  G.  Teubner.    9,  21. 

  Einleitung  in  die  projectivische  Geometrie  der  Ebene.    Nach  Vortragen  von 

C.  Küpper.    Leipzig  1897.    B.  G.  Teubner.    15,  44. 

Kober,  Georg,  Die  Grundzüge  der  neueren  Geometrie.  Hannover  und  Leipzig 
1898.    Hahn.    17,  5. 

Du porcq,  Kniest,  Premiers  prineipes  degeome'trie  moderne.  Paris  1899.  Gauthier- 
Villars  et  fils.    17,  19. 

Peschka,  Gustav  Ad.  V.,  Freie  Perspective  (centrale  Projection)  in  ihrer  Be- 
gründung und  Anwendung.    Leipzig  1888.    Baumgärtner.    8,  18. 

Doehlemann,  Karl,  Projective  Geometrie  in  synthetischer  Behandlung.  Leipzig 
1898.   G.  J.  Göschen.    16,  42. 

Wiener,  Hermann,  Rein  geometrische  Theorie  der  Darstellung  binärer  Formen 
durch  Punktgruppen  auf  der  Geraden.    Darmstadt  1885.    3,  39. 

Tarry,  Gaston,  Nouvel  essai  sur  la  ge'ome'trie  imaginaire.  —  Geometrie  ge*n£rale. 
Paris.    15,  25. 

Holnt,  EUing,  Et  par  synthetiske  Methoder  isaer  til  Brug  ved  Studiet  af  metriske 
Egenskaber.    Christiania,  Jacob  Dybwad.    8,  41. 

B.  Besondere  Gebilde  der  Ebene  und  des  Raumes. 
Tarry,  Gaston,  Repräsentation  gt'ome'trique  des  coniques  et  quadriques  imagi- 

naires.    Poris  1986.   Gauthier- Villars.    5,  1. 
Breuer,  Adalbert,  Imaginäre  Kegelschnitte.    Eine  geometrische  Studie  über  das 

Wesen  und  die  katoptrische  Deutung  des  Imaginären.    Erfurt  1892.  Bodo 

Bacmeister.    12,  30. 

Heller,  Josef,  Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittscharen.  Linz  1886.  Selbst- 
verlag.   5,  1. 

Heger,  R.,  Einführung  in  die  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Breslau  1887.  Eduard 
Trewendt.    6,  35. 
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Breuer,  Adalbert,  Constructive  Geometrie  der  Kegelschnitte  auf  Grund  der  Focal- 
eigenschaften.    Eisenach  1888.    J.  Bacmeister.    7,  9;  9,  22. 

Fischer,  F.  H.  G.,  Ausgewählte  Abschnitte  aus  einer  synthetischen  Geometrie  der 
Kegelschnitte.    9,  43. 

Lange,  J.,  Synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Berlin  1893, 1900.  H.  W.  Müller. 
12,  22;  17,  41. 

Breuer,  Adalbert,  Ueber  Conographie  Kin  Beitrag  zur  constructiven  Geometrie 
der  Kegelschnitte.    Erfurt  1892.    Bodo  Bacmeister.    12,  30. 

Meyer,  W.  Franz,  Apolarität  und  rationale  Curven.  Eine  systematische  Vor- 
untersuchung zu  einer  allgemeinen  Theorie  der  linearen  Räume.  Tübingen  1883. 
Franz  Fues.    1,  84 

Schm ullc,  Wilhelm,  Ueber  Flächen  zweiter  Ordnung.    Ein  Beitrag  zu  deren 

Theorie.    Baden-Baden  1887.    6,  35. 
Cranz,  Carl,  Synthetisch -geometrische  Theorie  der  Krümmung  von  Curven  und 

Flächen  zweiter  Ordnung.    Stuttgart  1886.    J.  B.  Metzler.    5,  2. 
Doehlemann,  Karl,  Untersuchung  der  Flächen,  welche  sich  durch  eindeutig  auf 

einander  bezogene  Strahlenbündel  erzeugen  lassen.    München  1889.  Theodor 

Ackermann.    9,  42. 

Cardinaal,  J.,  Over  het  ontstaan  van  oppervlakken  van  den  Vierden  graad  med 
dubbelrechte  door  middel  van  projectieve  bundels  aan  kwadratische  opper- 
vlakken.   Amsterdam  1892.    Johannes  Müller.    12,  34. 

Rudert,  Ernst,  Grundlagen  zu  einer  Geometrie  der  Kugel  nach  Grassmann's  Aus- 
dehnungslehre.   Leipzig  1898-1899.    Progr.  d.  UJ.  städt.  Realschule.    17,  21. 


IX.  Analytische  Geometrie. 

1.  Lehrbücher,  Aufgabensammlungen,  Ooordinaten. 

Böklen,  Otto,  Analytische  Geometrie  des  Raumes.  I.  Theil.  Die  allgemeine 
Theorie  der  Flächen  und  Curven;  die  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades. 
II.  Theil.  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas  von  C.  F.  Gauss,  ins 
Deutsche  übertragen  mit  Anwendungen  und  Zusätzen.  Die  Freanel'sche  Wellen- 
fläche.   1,  87. 

Schüler,  Wilhelm  Friedrich,  Analytische  Geometrie  des  Raumes  nebst  den  Prin- 
cipien  der  darstellenden  Geometrie  unter  besonderer  Berücksichtigung  des  Ima- 
ginären.   Ansbach  1884.    C.  Brägel  und  Sohn.    8,  42. 

Fiedler,  Ernst  W.,  Mink's  Leitfaden  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  und 
des  Raumes.  Zweite  Auflage,  umgearbeitet  und  erweitert.  Berlin  1889. 
Nicolai.    9,  21. 

Frischauf,  J.,  Einleitung  in  die  analytische  Geometrie.    Graz  1889.  Leuschner 

und  Lubensky.    9,  21. 
Fort,  0.  und  Schlömilch,  0.,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  Leipzig  1893. 

B.  G.  Teubner.    14,  29. 
Mewcnglowski,  B.,  Cours  de  geom^trie  analytique.    Avec  une  note  sur  les  trans- 

formations  en  geometrie.    Par  Emile  Borel.    Paris  1896.    Gauthier- Villars  et 

fils.    14,  30;  15,  23. 
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Longchamps,  6.  de,  Cours  de  matheinatiques  speciales.  Deuxi^me  partie:  Geo- 
metrie analytique  a  deux  dimensions.    Paris  1884.    Cb.  Delagrave.    5,  33. 

Ummer,  Adolf,  Analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  Geraden  und  der  Kegel- 
schnitte.   Prag  1891.    H.  Dominicus.    11,  21. 

Hercher,  B.,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Leipzig  1893. 
Carl  Jacobsen.    12,  39. 

Schwering,  Karl,  Anfangsgründe  der  analytischen  Geometrie.  Freiburg  i.  Br. 
1894.    Herder.    18,  31. 

Schlot  ke,  J.,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Dresden  1891.  Gerhard  Küht- 
mann.    18,  43. 

Ganter,  H.  und  Rudio,  F.,  Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 

Leipzig  1894,  1897.    13.  G.  Teubner.    14,  28;  16,  40. 
Simon,  Max,  Analytische  Geometrie  des  Raumes.    Leipzig  1898.    G.  J.  Göschen. 

17,  20. 

Krumme,  Wilhelm,  Der  Unterricht  in  der  analytischen  Geometrie.  Braunschweig 

1889.    Otto  Salle.    8,  37. 
Janisch,  Oskar,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Heraus- 
gegeben von  H.  Funcke.    Potsdam  1886.    Aug.  Stein.    5,  28. 
Bochheim,  Adolf,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Leipzig 

1894.   B.  G.  Teubner.    15,  16. 
Borsch ,  Otto,  Anleitung  zur  Berechnung  geodätischer  Coordinaten.    Cassel  1885. 

A.  Freyschmidt.    6,  4 
Bagnoll,  E.,  Geometria  rettilinea  e  curvilinea  metodo  preeuclideo  e  cronogonio- 

metria.    Roma  1900.    Löscher.    17,  42. 
Kraft,  Ferdinand,  Abriss  des  geometrischen  Calcüls.    Nach  den  Werken  des 

Hermann  Günther  Grassmann  bearbeitet.  Leipzig  1893.  B.  G.  Teubner.  12,  33. 
Molenbroek,  P.,  Anwendung  von  (juaternionen  auf  die  Geometrie.    Leiden  1893. 

E.  J.  Brill.    14,  31. 

Neilelcc,  Gt,  Le  calcul  vectoriel  et  ses  applications  en  geometrie  et  en  mecanique 

Paris  1897.    Gauthier- Villars  et  fils.    16,  46. 
Lle,  Sophutt,  Vorlesungen  über  continuirliche  Gruppen.  Herausgegeben  von  Georg 

Scheffers.    Leipzig  1893.   B.  G.  Teubner.    18,  22;  15,  19. 
  Theorie  der  Transformationsgruppen,  dritter  und  letzter  Abschnitt.  Unter 

Mitwirkung  von  Friedrich   Engel.     Leipzig  1893.    B.  G.  Teubner.     18,  22; 

15,  19. 

2.  Analytische  Geometrie  der  ebenen  Curven. 

Fuhrmann,  W.,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  nach  elementarer 
Methode  für  höhere  Schulen.    BerUn  1884.    Winkelmann  und  Söhne.    1,  36. 

Willig,  H.,  Behandlung  der  Kegelschnitte  mittelst  Liniencoordinaten.  Mainz  1888. 
8,  19. 

Breuer,  Adalbert,   Die  Normalform  der  allgemeinen  Kegelschnittsgleichung. 

Eisenach  1888.    J.  Bacmeister.    9,  23. 
Boeder,  Hermann,  Der  Coordinatenbegriff  und  einige  Grundeigenschaften  der 

Kegelschnitte.    Zunächst  eine  Ergänzung  der  Neubearbeitung  der  Planimetrie 

von  Kambly.    Breslau  1893.    Ferd.  Hirt.    13,  36;  15,  33. 
Teixeira,  F.  Gorne»,  Sur  Jes  courbes  paralleles  ä  l'ellipse.    Bruxelles  1898. 

Hayez.    17,  21. 
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Michalitsehke,  A.,  Die  archimedische,  die  hyperbolische  und  die  logarithmische 

Spirale.    Prag  1891.    H.  Dominicus.    11,  20. 
Weyer,  0.  D.  E.,   Ueber  die  parabolische  Spirale.    Kiel  und  Leipzig  1894. 

Lipsius  und  Tischer.    14,  29. 
Brunn,  Hermann,  Ueber  Curven  ohne  Wendepunkte.    München  1889.  Theodor 

Ackermann.    9,  40. 

Suhle,  Ueber  imaginilre  Punkte  ebener  Curven.  Dessau  1893.  (Programmarbeit). 
12,  83. 

  Zur  Theorie  der  reellen  Curven  einer  rationalen  Function  nten  Grade«  für 

complexe  Variable.    Dessau  1896.    15,  26. 
Petrin!,  H.,  Om  trädkurvor.    Stockholm  1893.    14,  23. 

■        Om  slutna  konvexa  konturer.    Stockhohn  1893.    Bihang  til  k.  Sv.  Ak.  Uandl. 

14,  24. 

Tamchyna,  Fr.,  Sammlung  von  Heispielen  in  besonderen  Zahlen  zur  analytischen 
•  Geometrie  der  Kegelschnitte.    Prag  1884.    A.  Storch  Sohn.    1,  37. 

3.  Analytische  Geometrie  der  Raum  curven  und  Flächen. 

Grassmann,  H.  E.,  Anwendung  der  Ausdehnungslehre  auf  die  allgemeine  Theorie 
der  Raumcurven.  1886.  (Beil.  i.  Progr.  der  latein.  Hanptschnle  zu  Halle  a.  S.) 
11,  9 

Forti,  G.  Burali,  Introduction  ä  la  geoinetrie  differentielle  suivant  la  melhode 

de  EL  Grassmann.    Paris  1897.    Gauthier-Villars  et  Iiis.    16,  19. 
Ihirboux,  Gaston,  Cours  de  geoinetrie  de  la  Faculte  des  Sciences.    Paris  1887. 

Gauthier- Villars.    0,  34. 
Darhoux,  Gaston,  Lecons  sur  leg  systemes  orthogonaux  et  les  coordonnees  curvi- 

lignes.    Paris  1898.    Gauthier- Villars  et  fils.    17,  18. 
Lilienthal,  Beinhold,  Untersuchungen  zur  allgemeinen  Theorie  der  krummen 

Oberflilchen  und  geradligen  Strahlensysteme.  Bonn  1886.  Eduard  Weber.  5,  2. 
Gauss,  Carl  Friedrich,  Allgemeine  Flächentheorie  (Disquisitiones  generale«  circa 

superficies  curvas).   Herausgegeben  von  A.  Wangerin.    I^eipzig  1889.  Wilhelm 

Engebnann.    11,  19. 

Stahl,  Hermann  und  Kommerell,  V.,  Die  Grundformeln  der  allgemeinen  Flächen- 
theorie.   Leipzig  1898.    B.  G.  Teubner.    12,  31. 

Lie,  Sophus,  Classification  der  Flächen  nach  der  Transformationsgruppe  ihrer 
geodätischen  Curven.    Cbristiania  1879.    3,  40. 

Wölffing,  Ernst,  Die  singulären  Punkte  der  Flächen.  Dresden  1896.  B.  G.  Teubner. 

15,  35. 

Kummell,  C.  H.,  Alignment  curves  un  any  surface,  with  special  application  to 
the  ellipsoid.    (Bulletin  of  the  Philosophical  Society  of  Washington  6.)    1,  85. 


X.  Mechanik. 

1.  AUgemeines  (Lehrbücher  und  Aufgabensammlungen). 

Finger,  Jos.,  Elemente  der  reinen  Mechanik  als  Vorstudium  für  die  analytische 
und  angewandte  Mechanik  und  für  die  mathematische  Physik  an  Universitäten 
und  technischen  Hochschulen.    Wien  1884,  1886.    Alfred  Hölder.    1,  19;  6,  20. 
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Ligowskl,  W.,  Taschenbuch  der  Mechanik.    (Phoronoraie,  Statik  und  Dynamik.) 

Berlin  1884.    Ernst  und  Korn.    8,  8. 
Henneber^  Lebrecht  und  Smreker,  Oscar,  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik. 

I.  Theil.    Statik  der  starren  Systeme.    Von  Lebrecht  Henneberg.  Darmatadt 

1886.   Arnold  Bergstraesser.    5,  5. 
Lagrange,  J.  L.,  Analytische  Mechanik.    Uebersetzt  von  H.  Servus.    Berlin  1887. 

Julius  Springer.    6,  88. 
Budde,  E.,  Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme.    Berlin  1890. 

Georg  Reimer.    10,  11. 
Appell,  Paul,  Traito  de  mecanique  rationnelle.   Paris  1893,  1896.  Gauthier- Villars 

et  fils.    15,  87. 

Love,  A.  E.  H.,  Theoretical  mechanica,  an  introductory  treatiae  on  the  principles 
of  dynamics  with  applications  and  numerous  examples.  Cambridge  1897. 
17,  28. 

Sturm,  Ch.,  Lehrbuch  der  Mechanik.    (Cours  de  mecanique.)    Uebersetzt  von 

Theodor  Gross.    Berlin  1899.    Calvary  und  Co.    17,  24. 
l'ainlcvc,  P.,  Cours  coinplementaire  de  mecanique  rationnelle.    Lecons  sur  l'intl- 

gration  des  equationB  diife'rentielles  de  la  mecanique  et  applications.  Paris 

1895.    A.  Hermann.    17,  26. 
  Cours  coinplementaire  de  mecanique  rationnelle.    Lecona  sur  le  frottement 

Paris  1896.    A.  Hermann.    17,  27. 
Bieler,  Albert,  Leitfaden  und  Repetitorium  der  analytischen  Mechanik.  Leipzig 

1888.  Wilhelm  Violet.    8,  21. 

Molenbroek,  P.,  Over  de  toepassing  der  quaternionen  op  de  mechanica  en  de 
natuurkunde.    Amsterdam  1898.    Johannes  Müller.    16,  45. 

Zech,  T.,  Aufgaben  aus  der  theoretischen  Mechanik  nebst  Auflösungen.  II.  Auf- 
lage unter  Mithilfe  von  C.  Cranz.    Stuttgart  1891.    J.  B.  Metzler.    12,  10. 

Saint« Germain,  A.  de,  Recueil  d'exercicea  sur  la  inecanique  rationnelle.  Paria 

1889.  Gauthier- Villars  et  fila.    13,  43. 

Indra,  Alois,  Ballistische  Theorien.   Pola  1893.   E.  Schärft".    15,  36. 

Heydenreich,  Die  Lehre  vom  Schuss  und  die  Schusatafeln.  BerUn  1898.  Ernst 
Siegfried  MitÜer  und  Sohn.    17,  29. 

Poincar6,  11.,  Theorie  du  potentiel  Newtonien;  lecona  professeea  ä  la  Sorbonne 
pendant  le  premier  semestre  1894 — 1896.  R^digees  par  Edouard  Le  Roy  et 
Georges  Vincent.    Paris  1899.    Georges  Carre"  et  C.  Naud.    17,  25. 

2.  Kinematik. 

Petersen,  J.,  Kinematik.  Kopenhagen  1884.  Andr.  Fred.  Höst  og  Sön.  8,  46. 
Schoenflies,  Arthur,  Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darstellung. 

Leipzig  1886.    B.  G.  Teubner.    8,  16. 
Körte  weg,  D.  J.,  Over  zekere  trillingen  van  hoogere  orde  van  abnormale  inten- 

siteit  (relatietrillingen)  bei  mechanismen  met  meerdere  graden  van  vrijheid. 

Amsterdam  1897.    Johannes  Müller.    16,  48. 
Schnuten.  G.,  De  versnellingen  van  hoogere  orden.    Amsterdam  1894.  Johannes 

Müller.    16,  44. 

Poincarl,  H.,  Cinematique  et  mecanisme  potentiel  et  mecanique  des  fluides. 
Cours  professe"  a  la  Sorbonne.    Paris  1899.   GeorgeB  Carre  et  C.  Naud.   17,  25. 
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3.  Statik. 

Cremona,  Luigi,  Les  figures  reciproques  en  statique  graphique.  Paris  1885. 
Gauthier-Villars.   8,  42. 

roinsot,  L.,  Elemente  der  Statik.  Uebersetzt  von  H.  Servus.  Berlin  1887. 
Julius  Springer.    6,  88. 

Land,  Robert,  Ueber  die  Berechnung  und  die  bildliche  Darstellung  von  Tragheits- 
und Centrifugalmomenten  ebener  Massenfiguren.  Leipzig  1888.  Arthur  Felix. 
8,  22. 

4.  Dynamik. 

Bäcklnnd,  A.  V.,  Ur  theorien  für  de  solida  kroparnes  rörelse.  1896.  Lund, 
Oleerupska.    16,  43. 

Lamb,  Horace,  Einleitung  in  die  Hydrodynamik.    Uebersetzt  und  bearbeitet  von 

Richard  Reiff.    Freiburg  i.  Br.  und  Tübingen  1884.    J.  C.  B.  Mohr.    8,  9. 
Petroff,  N.,  Neue  Theorie  der  Reibung.    Aus  dem  Russischen  übersetzt  von 

L.  Wurzel.    Hamburg  und  Leipzig  1887.    Leopold  Voss.    6,  39. 
Voigt,  W.,  Ueber  die  innere  Reibung  der  festen  Körper,  insbesondere  der  Krystalle. 

Güttingen  1890.    Dieterich.    ft,  48. 
Klimpert,  Richard,  Lehrbuch  der  Bewegung  flüssiger  Körper.  (Hydrodynamik.) 

Stuttgart  1893.    Julius  Maier.    16,  44. 
(  dl  i  irr,  Joseph,  The  equations  of  hydrodynamicB  in  a  form  suitable  for  appli- 

cation  to  problems  connected  with  the  movement«  of  earth's  atmospbere.  Pre- 

pared  at  the  request  of  Willis  L.  Moore.    Washington  1887.   Weather  bureau. 
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